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Предислов!е 


Открыте Исчисленйя безконечно-малыхъ явилось небывалымъ успЪ- 
хомъ для математическихь наукъ и послужило для разнообразнЪъйшихъ 
и неожиданнЪйшихъ приложений. Современники Лейбница и Ньютона 
по Ихъ примЪру почерпнули въ изучеши ихъ методовъ смФлость присту- 
пить ко множеству вопросовъ, еще столь недавно ими же считавшихся 
неразр-шимыми, и къ средству разрЪшать ихъ безъ труда. Уже при 
первыхъ усп5хахъ можно было предположить всЪ трудности въ наукЪ 
устраненными заранфе и думать, что геометры, по завёту Лейбница, 
отъ чистой математики перейдутъ исключительно къ изученю законовъ 
природы. Но эта иллюз!я была непродолжительна; съ болЪе могуществен- 
ными методами возникли и болЪе трудныя задачи, которыя, несмотря 
на плодотворность новыхъ принциповъ, требовали все большей и боль- 
шей изобрЪтательности ума. Поле предстоящихъ открыт, созерцаемое 
съ большей высоты, явилось лишь бол5е обширнымъ, и, какъ всегда въ 
такихъ случаяхъ бываетъ, новыя области, камя можно было предви- 
дЪть, раздвинулись до предЪловъ, намфчаемыхъ только гешемъ тЪхь, 
которые принимались за ихъ изслЪдоване. 

Задачи, которымъ. Дифференшальное исчислеше обязано своимъ 
происхождешемъ, были, однако, далеко не новыми. Велиюя_ открыт!я 
почти. ‘никогда, какъ извфстно, не появляются внезапно. Новая идея 
рождается часто ‘отъ какой-нибудь старой, авторъ которой не замЪтилъ 
ея ‘слъдств, весьма очевидныхъ, но лишь послЪ ихъ открытия. Прин- 
ципы Дифференщальнаго исчисленя неё’ представляютъь исключешя изъ 
этого закона: дЪйствительно, они настолько просты, что устанавлива- 
ются какъ бы сами собой, и что еи ихъ считаютъ такими плодотвор- 
ными и доказываютъ ихъ важное значеше, то лишь съ цфлью удив- 
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ляться гешю тЪхъ, кто ихъ впервые возвЪстилъ. Мноме изъ древнихъ 
авторовъ пользовались, въ частныхъ случаяхъ, тБмъ же методомъ, 
 открыте котораго должно было принести столько славы; они разд%- 
ляютъ честь закладки зданя, они же способствовали выполнению этого 
великаго труда. Мы не станемъ здЪфсь вдаваться въ исторшю математи- 
ческихь знанй съ цБлью подняться, какъ указываеть самы Лейб- 
ницъ ("), отъ него до Архимеда, устанавливая между ними преемствен- 
ную связь. ЗамЪтимъ только, что геометры часто занимались разыска- 
н!емъ_касательныхъ, а также тахипа_и пиоппа, и что имъ была уже 
давно извЪфстна связь между этими двумя вопросами, когда Лейбницъ 
опубликовалъ въ 1684 г., въ лейпцигскихь Иса Егиййогит, ЗамЪтку ВЪ 
шесть страницъ, озаглавленную: № та теФойи$ рго тахтиу @ тиипиз, 
Петдие 1апоспИиби$, диае пес Е пес нь анапа; тогат, С 
читая его, можно подумать, что главнымъ преимуществомъ новаго 
метода является упрощене, вытекающее изъ устраненя необходимости 
освобождаться отъ знаменателей и радикаловъ: въ самомъ дЪлЪ, хотя 
послЪдния строки статьи и обЪфщаютъ слфдстыя бол5е высокаго по- 
рядка, Лейбницъ, казалось, не подозрЪвалъ, что онъ открылъ одну 
изъ тончайшихъ и плодотворнфйшихъ теор, до какихъ только могъ 
дойти человЪчесай умъ. 

Въ этой первой ЗамЪфткЪ излагаются, въ видЪ общихъ прави >. 
методы, которые, будучи приложены къ несложному случаю, мало чБыъ 
отличались бы отъ того, что уже было изв5стно. Ферматъ въ /е0рйи тахипа 
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и тпита (Еегграх, Трбоме 4ез тахйпа её тиита), Барроу въ своихъь Лек- 
шяхь по геометрш (Ваггом, Геснопе; осотейчсае), наконецъ, Слюзъ въ 
Философскихе запискахе (Зале, АС ро\озор1дис5) пользовались 
аналогичными принципами; еще не предчувствуя цфлаго удивительнаго 
ряда слфдстый изъ нихъ, проницательные умы уже поняли ихь важ- 
ность. Дъйствительно, Паскаль въ письмЪ къ Слюзу` въ 1658 г. гово- 


рилъ о чудесахь новаго, анализа. и- какъ бы  пророчествоваль о новыхъ 
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(*) Оиоа сисшит (Пегепиет а тер, Гавог типа ЕЁ е5$6 соттита сит й$ диае © 
ПОГ еЁ Регтано а$дие, по рат {р ИНО етат ехрюгаю. (Письмо Лейбница къ Валеису 
отъ .29 декабря 1698 г.\. = = 

Въ переводз на руссюй языкъ эта выдержка изъ письма означаетъ: «9/10 касается диб- 
ференфальнаю исчислещя, признаюсь, мнозо в5 неиз есть общо св триб, что было из- 
втостно и теб, и Фермату, и друшив, и даже самому Архимеду». 

(**) Новый метод5 для тахта и тиита, а также для касательных, обнимающи 
дробныя и иррамональныя количества, и особый для нихз род исчисления. 
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теоряхъ въ слБдующихъ словахъ: „Есть обиия свойства для всЪхъ 
этихъ вещей, знаше которыхъ открываеть уму еще болышя чудеса 
природы: главное изъ нихъ состоить въ постижени_ двухъ безконеч- 
ностей, встрёчающихся во.всемъ, одной—безконечно-большой, другой— 
безконечно-малой“. 

Вполн$ поэтому естественно, что опубликоваше Лейбница не 
произвело непосредственнаго глубокаго впечатлЪн!я, и не надо удив- 
ляться, что его современникъ Гюйгенсъ (НиузЪеп5$), одинъ изъ вели- 
чайшихъ умовъ всЪхь временъ, писалъ ему въ 1690 г., т.-е. шесть 
лтъ спустя послЪ опубликованя ЗамЪтки въ 4: „Я имфлъ время 
отъ времени кое-что изъ вашего новаго алгебраическаго исчисленя въ 
лейпцигскихъ Ас, но, находя его неяснымъ, я недостаточно въ него 
вникалъ для полнаго пониманля, а равно я думаю и самъ имЪть н$ко- 
торый равносильный методъ какъ для нахожден!я касательныхъ къ кри- 
вымъ лишямъ, гдЪ обычныя правила или безполезны, или прим$няются 
съ болынимъ трудомъ, такъ и для многихъ другихъ изсл5дований“ 

Два м$сяца спустя онъ писалъ снова: „Я старался со времени моего 
посл дняго письма понять ваше Дифферениальное исчислене, и настолько 
усп$лъ, что сталъ разбираться, но всего лишь два дня тому назадъ, 
въ приведенныхъ вами примЪрахъ..., и даже распозналъ основаше этого 
исчисленя и всего вашего метода, который я считаю очень хорошимъ 
и очень полезнымъ: Однако я думаю имфть нфчто равносильное, какъ 
я вамъ писалъ въ послфдшй разъ“. 

И только три года спустя, 17 сентября 1693 г., онъ ему пишеть 
наконецъ: „Узнайте, милостивый государь, что я сдълаль нфкоторые 
успЪхи въ вашемъ превосходномъ дифференщальномъ исчислени, по- 
лезностью котораго я все болЪе и болЪе наслаждаюсь“. 

`.Гри года спустя послЬ перваго опубликованя Лейбница и когда 
бодешиваво геометровъ, недостаточно освоившихся съ новымъ уче- 
немъ, все ещё были не въ состояни оцфнить его важность и постичь 
его глубину, Ньютонъ опубликовалъ безсмертный трудъ, который для. 
нашихъ даже дней содержить въ себЪ превосходныя приложеня. Онъ 
въ немъ постоянно употребляетъ” методъ флюксйй, ПОКОЯЦЙСЯ, ПолЪ 
другимъ ВИДОМЪ, на той же идеф, какъ и методъ дифференшаловъ. 
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Ньютенъ _ въ своей теор уподобляетъ перем$нныя величины 
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точкамъ `ВЪ движении, скорость которыхъ, или флюксы, служить ему 
для изученя закона одновременныхь разсматриваемыхъ имъ изм$-\ 
нений. ее 198 
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Какъ мы должны были привести имя Фермата, чтобы отмБтить 
идею до Лейбница, аналогичную идеБ дифференщаловъ, точно такъ же 
справедливо указать здЪсь на аналомю учения о флюкаяхъ съ идеями, 
развитыми Робервалемъ (Корегуа!) въ его Георш сложныхь движенй 
(Треоне @с; тоиоетеи5 сотрозб$). Хотя Роберваль и ошибался въ изло- 
жени принциповъ, приложеня, имъ сд$ланныя, точны и многочис- 
ленны. ОнЪ предупредили, по крайней мЪрЪ, на тридцать лЪтъ ве- 
ликое открытше, которое должно было ихъ похоронить. „Ньютонъ 
не упоминаеть о РобервалЪ, работы котораго онъ, безъ сомнфнй, 
не зналъ, (но онъ точно признаетъ тождество своего ‘ученя-съ уче- 
немъ о дифференщалахъ и, не отмЪчая предшествующаго опублико- 
вая Лейбница, онъ не оспариваетъ независимости его открытия. 
Трудно признать это ясн$е, чБ5мъ дБлаетъ самъ Ньютонъ въ слБдую- 
щихъ выраженяхъ: 

„Въ письмахъ, которыми я обм$нялся десять лЪтъ назадъ съ искус- 
нымъ геометромъ Лейбницемъ, я ему сообщалъ, что влад$ю методомъ 
для опред$лен!я ахила и шшиоа, для проведеня касательныхъ и для 
рЬшен1я другихь подобныхъ же вопросовъ, и что этотъ методъ уда- 
вался такъ же хорошо. для ирращональныхъ выраженй, какъ и для 
прочихъ, и когда я скрылъ отъ него этоть методъ подъ анаграммою, 
выражавшею сл$Бдующую фразу: „дано уравнене, содержащее флюенты, 
найти флюки, и обратно“, онъ мнЪ отвфтилъ, что равнымъ образомъ 
нашелъ аналогичный методъ, который мн$ и сообщиль И который 
отличался отъ моего, только словами и г обозначешемъ“. 
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въ самый моментъ а ИМЪ впервые своего ученя. Приво- 
димые имъ факты никогда, притомъ, не оспаривались. До своего пер- 
ваго опубликовая Лейбницъ обмЪнялся дружескфми сообщенями съ 
авторомъ книги: „//ринципим“ и получилъ нЪкоторые изъ его результа- 
товъ, при чемъ, однако, со стороны Ньютона не было желая откры- 
вать Лейбницу приведний къ нимъ методъ. 

_ Впрочемъ, сохранилось два письма, на которыя намекаетъ цити- 
рованное м$сто. Одно изъ нихъ относится ко времени за дв$надцать 
льтъ до опубликованя Лейбница, но оба они были ему сообщены 
только въ 1676 г., т.-е. за восемь еще лБтъ до статьи въ Асш Егиййогит. 
Эти письма почти исключительно посвящены изложеню открытй, от- 
носящихся къ рядамъ, и содержать изложене-только задачи, ршенной 
по методу флюкай, при чемъ самый методъ былъ скрыть подъ шиф- 
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ромъ, изъ котораго Лейбницъ, несмотря на свою проницательность, 
не могъ извлечь никакого свЪдЪнИя. 

Равнымъ образомъ мы имфемъ отв$тьъ Лейбница, написанный 
десятью мЪсяцами позднЪе, 21 1юня 1677 г.; изъ него видно, что онъ 
уже владълъ теорей дифференщаловъ. Далекй отъ желавшя преувели- 
чивать важность своихъ результатовъ, придавая имъ таинственный видъ, 
и чуждый боязни, чтобы его открыт не облегчали открыт соперника, 
онъ сообщаетъь ясно вс$ свои идеи и текстъ задачъ, для которыхъ 
онъ еще жаждетъ рЪшенля. Единственной его виною было опубликовать 
семь лЪтъ спустя р>шенше тЪхъ же самыхъ задачъ безъ заявленя, что 
Ныютонъ также умЪль ихъ рЪшать и первый извЪстилъ его объ 
ЭТОМЪ. 

Трудно, дЪйствительно, не сопоставить заглая ЗамЪтки Лейбница 
со сл5Бдующимъ мЪстомъ изъ письма Ньютона: 

„КЪ тому же, онъ только не останавливается на уравневяхъ, заклю- 
чающихь одно или два неопред$ленныхъ количества подъ радикалами, 
но и безъ всякаго преобразования такихъ уравневй (что потребовало бы 
въ большинств случаевъ огромной работы) касательная опредФляется 
непосредственно. То же происходитъ въ тахипа и пипипа“. 

Это мЪсто дЪлаеть права Ньютона неоспоримыми и склонило бы 
вЪсы въ его сторону, если бы непремЪфнно требовалось высказаться за 
того или другого изъ двухъ соперниковъ. Съ другой стороны, уста- 
новленъ принципъ, что въ вопросахъ прюритета первенство опублико- 
ваня создаетъ безусловное право; и это мн$не, энергичнымъ вырази- 
телемъ котораго явился Паскаль, ршило бы вопросъ, наоборотъ, въ 
пользу Лейбница. 

„Съ того момента, говоритъ онъ, какь открыпе опубликовано, 
нельзя ни убЪдить другихъ въ томъ, что оно найдено безъ этой по- 
мощи, ни увфриться въ этомъ самому, потому что такое св5дБше из- 
мъняеть познаня и направлене ума: они уже болЪе не т, что были 
раньше; даже новые пути не служили бы доказательствомъ, такъ какъ 
извЪстно, что насколько легко уже открытое приводить къ другимъ 
методамъ,. настолько же ‘трудно открывать это въ первый разъ; такимъ 
образомъ вся честь заключается въ первомъ твореши, всЪф остальныя 
‚подозрительны; чтобы только не подвергнуться такому’ подозр$ню, 
лица, принимающия вещи въ надлежащемъ свЪтЪ, утаиваютъ свои соб- 
ственныя открытя, разъ имъ стало извЪстно, что другой опередилъ 
ихь уже съ ними, хотя бы и им$лись нфкоторыя доказательства тому, 


что они этого не знали, предпочитая скор$е лишиться этого неболь- 
шого преимущества, чёмъ навлечь на себя столь непрАятный упрекъ“. 

Но эти строки, тая ясныя и тая справедливыя, нельзя, однако, 
приложить ни къ Лейбницу, ни къ Ньютону. Паскаль не предвидЪлъ 
случая, когда авторъ открытя самъ сначала освфдомилъ бы о немъ, 
скрывая секретъ своего метода, того, который долженъ опубликовать его 
первымъ. Письмо Ньютона, сообщенное Лейбницу, сохраняло, очевидно, 
вс5 его права, и самъ Паскаль не посовЪтовалъ бы ему утаить свое 
открыпие. Если можно предсказать по аналойи мн$вёе Паскаля, то 
должно даже думать, что скорфе Лейбницу былъ бы данъ подобный 
совЪтъ. Въ самомъ дЪлЪ, онъ съ болышою жестокостью обрушился на 
Торричелли (Тогисе) за то, что тотъ первый опубликовалъ квадратуру 
циклоиды, найденную раньше Робервалемъ, но не опубликованную, и 
безъ положительнаго доказательства поспЪшно заговорилъ о плапатз. 
Между этимъ и занимающимъ насъ вопросомъ большое сходство; его 
меныше изучали, потому что предметъ спора мене важенъ, но при-. 
чины къ призыву ТЪ же самыя, и мы не можемъ поступить лучше, 
какъ привести мн$н!е англичанина Валлиса (\/а$), который, защищая 
Торричелли противъ страстныхь яазпадокъ Паскаля, этимъ самымъ 
оправдалъ заранфе поведене Лейбница. 

„Мы, конечно, обязаны боле Торричелли, который сдЗлалъ доступ- 
ными открытя, пусть даже совершенныя, ч5мъ Робервалю, скрывшему 
свои; и мы спрашиваемъ, нужно ли было бы потому только, что Робер- 
валь не хотфлъ опубликовывать своихъ открыт; чтобы и Торричелли 
не опубликовывалъ своихъ?“ 

Паскаль по другому поводу самъ оправдываетъ такое поведен!> 
своимъ собственнымъ примфромъ. Роберваль ршилъ трудную задачу 
относительно нъЪкоторыхъ частей цилиндрическихъ поверхностей, но 
ничего не пожелаль о ней опубликовывать, чтобы, говорилъ онъ, со- 
хранить свое открыце на случай необходимости. „Какъ только онъ 
узналъ, говорить Паскаль, что.я ее рЬшилъ, онъ заявилъ, что не пре- 
тендуетъ боле на это открыше и ничего никогда не опубликуеть о немъ 
по той причинЪ, что, ни разу не представивъ р&шеня, онъ долженъ 
предоставить его тому, кто первый это сдФлалъ. Я очень хотфль бы, 
прибавляетъ Паскаль, чтобы всЪ такъ поступали“. Но, какъ бы то ни 
было и къ какому бы мнЪню мы ни пришли, нужно отдать справедли- 
вость Ньютону, что при этихъ первыхъ опубликованяхъ онъ былъ 
безупреченъ. Упомянуть о правЪ Лейбница  раздфлить съ нимъ честь, 
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ткрытя, было все, что онъ долженъь быль сдфлать, и онъ сдфлалъ это 
Б езь всякихъ разсуждевй и ‘оговорокъ. Можно замЪтить, что онъ не 
говоритъ о статьЪ въ лейпцигскихъ Ас, но, быть можетъ, онъ о ней и 
не зналъ. 

Лейбницъ, съ своей стороны, принялъ съ самою чистосердечною 
искренностью точныя завЪрен1я своего противника относительно боле 
ранняго права на его открыте; онъ даже, повидимому, очень мало за- 
ботился о сравнени обЪихъ доктринъ: по крайней мЪрЪ, только въ 
1694 г., т.-е. десять лБтъ спустя посл5 Замфтки въ Ааа Егидйогит и 
семь лБтъ спустя посл опубликован1я книги: „//ринципы“, пишетъ 
онъ Гюйгенсу: 

„Я не знаю, когда увижу трудъ, только-что опубликованный Вал- 
лисомъ. Не сд$лаете ли мн$ одолженя скопировать мъста, въ кото- 
рыхъ Ньютонъ даетъь новыя открыт!я. Я не прошу собственно его 
према нахожден!я рядовъ, но если онъ даетъ способы для обратнаго 
предложен!я о касательныхъ или что-нибудь въ этомъ родЪ, такъ какъ, 
сообщая мнЪ н$когда объ этомъ, онъ скрылъ свой методъ подъ ана- 
граммою“. 

И н$5сколькими недБлями позже: 

„Прежде всего благодарю васъ за сообщен!е труда Валлиса, касаю- 
щагося Ньютона. Я вижу, что его исчислене согласуется съ моимъ, 
но.я думаю, что разсмотр5ше разностей и суммъ боле свойственно 
уму. МнЪ кажется, что Валлисъ говоритъ довольно холодно о Ньютон$в 
и въ такомъ тонЪ, что эти методы было бы не трудно извлечь изъ 
лекшй Барроу р Когда что-нибудь сдЪфлано, легко говорить: 
И`мы"Ято могли.. 

Въ томъ же мЪсяцЬ онъ писалъ въ /Курналю Ученыхё: „Пужно 
отдать справедливость Ньютону (которому многимъ обизаны астро- 
ном!я, геометр!я и-ептика), что и въ этомъ, какъ стало потомъ ИЗВЪСТНО, 
онъ имфль кое-что подобное свое“ 

Предыдуций разсказъ вскрывает правдоподобно всю истину. Въ 
немъ никоимъ образомъ нельзя было предвидЪть матерйала для долгаго , 
процесса, который спустя болЪе столЪия все еще обсуждался со стра- 
стностью. Въ самомъ дфлЪ, вопросъ о прюритетЪ былъ поднятъ слиш- 
комъ поздно; столь скромный видъ, подъ которымъ Лейбницъ предста- 
„вилъ свое открыте, безспорно показываетъ, какъ мало важности при- 
-давалъ онъ ему вначалЪ$. Значене ихъ труда росло мало-по-малу какъ 
ВЪ.глазахъ самихъ авторовъ, такъ`и въ глазахъ, ихЪ. учениковъ, | И когда 
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методъ безконечно-малыхъ изм$нилъь весь видъ науки, они ближе 
всмотрЪлись въ свои права, строго потребовали ихъ обратно, и вскорЪ 
прибЪгли къ открытой войнЪ. Но не принимая участя въ этой распрЪ, 
которая ведется еще по настоящее время, ограничимся пересказомъ 
нзкоторыхъ фактовъ, слишкомъ извЪстныхъ, чтобы возможно было 
пройти ихъ молчашемъ. Къ тому же, кропотливыя изслЗдовавя, къ 
которымъ не разъ обращались, привели вопросъ къ его исходному 
пункту; потомство, равно почтительное къ памяти обоихъ знаменитыхъ 
изслЪдователей, признало за каждымъ изъ нихъ ту долю славы, которая 
выпала ему вначалЪ, по самому признан1ю его соперника, и геометры, 
оцфнивая обЪ теори, какъ вполнЪ равносильныя, изучаютъ ту и другую 
въ ихъ источник, извлекая пользу изъ разли4я въ точкахъ зрЪнй, 
облегчающаго ихъ понимане и освфщающаго ихъ философ!ю. 

Воть что послужило поводомъ для знаменитаго спора, которому 
слишкомъ пылке друзья придали характеръ и важность настоящаго 
процесса. 

Иванъ Бернулли (]еап Вегпои Ш), посвященный своимъ братомъ Яко- 
вомъ въ методы безконечно-малыхъ, предлагая геометрамъ знаменитую 
задачу о брахистохронЪ, объявилъ, по весьма распространенному обы- 
чаю того времени, что даетъь имъ шесть мЪсяцевъ для представленя 
рЪьшенйй, обязуясь свое въ течеши этого времени держать въ секретф. 
Только Лейбницъ отвЪтилъ на призывъ Бернулли; но, сообщая ему свой 
методъ, онъ его просилъ, въ интересахъ науки, продолжить срокъ, 
чтобы дать возможность другимъ геометрамъ выказать свою пронинпа- 
тельность; онъ прибавлялъ, что трудности задачи представля* мы 
такими, что онъ считаетъ возможнымъ указать заранЪфе четь бе о М 
геометровъ, способныхъь въ то время ихъ преодол$ть, если зы они 
согласились за нее взяться. Кайо Аае РиШег, членъ Лондонскаго Коро- 
левскаго Общества, который, какъ свидЪтельствуютъ объ этомъ мнойя 
изъ его работъ, сдБлалъ большие усп$хи въ познанши новыхъ методовъ, 
былъ, повидимому, глубоко уязвленъ т5мъ, что Лейбницъ не посчи- 
талъ его среди названныхъ`имъ искусныхъ людей. Онъ горько жало- 
вался на это въ сочиненщи, опубликованномъ въ 1699 г. подъ загланемъ 
Глиеас фтеовяти аезсепзиз атуевисано осотенчеа аи ех (®), одновременно 
тамъ же порицая привычку Лейбница всегда адресоваться къ публикЪф. 
_ Кром того, онъ заявляетъ, что самъ, въ 1687 г., нашелъ, посредствомъ 
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(*) Двойное чеометрическое изслюдовае линш кратчайшоо спуска. 
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своихъ собственныхъ размышленй, принципы и главныя правила откры- 
таго Ньютономъ исчисленя флюкай, котораго Лейбницъ не является 
даже, по его словамъ, вторымъ авторомъ, какъ знаютъ это тЪ, кому 
изв5стна корреспонденщя Ньютона и н$которыя рукописныя статьи, 
которыхъ онъ не обозначаетъ. 

Хотя характерь у ОшШег былъ, повидимому, тщеславный и пу- 
стой, и хотя одно лишь раздраженное самолюбе вдохновило его на из- 
слЪдоване, окружившее его имя прискорбной извфстностью, всё-же 
справедливость требуетъ признать его. за человЪка съ истинными за- 
слугами. Гюйгенсъ и Лейбницъ, имвийе съ нимъ долмя отношеня, 
выказываютъ въ своей перепискБ болышое уваженше къ его талан- 
тамъ (“); несправедливо поэтому выставили его однимъ изъ т5хъ не- 
въждъ, полныхъ зависти, которые способны, самое большее, слЪдо- 
вать за другими, сами же дать ничего не могутъ; въ особенности, зашли 
слишкомЪъ далеко, изображая его, какъ низкую и злую душу, и ста- 
раясь опозорить его память (**). 

Лейбницъ вмЪсто всякаго отвЪта противопоставилъ доказательства. 
уваженя, которыя онъ получалъ, при всякомъ случаЪ, отъ Ньютона; 
онъ самъ охотно выражаетъ свое удивлене автору книги: „//рин- 
ципы,“ и оспариваетъ у Фацо право вводить его въ споръ, не имюний, 
повидимому, основания. 

Пререканйя не пошли дальше, и противники положили оруже, гово- 
рить Пг Вге\уяег, готовые поднять его при первомъ удобномъ случаЪ. 

Въ 1704 г. Ньютонъ, опубликовывая, въ слЪдь за своей Оптикой, 
Лрактатио` квадратурь кривыхь, объявилъ во Введеши, не упоминая ° 
на это ра о Лейбниц, что методъ флюкай обрисовался въ его умЪ 
въ течени 1665 и 1666 гг. Ада Егиййогит дали въ январЪ 1705 г. 
отчеть объ этомъ труд, въ которомъ читаемъ слБдующая строки: 

„Талантливый авторъ, прежде чфмъ приступить къ квадратурамъ 


`(*) «Я хорошо понимаю, что эти квадратуры кривыхъ и обратная задача о касательныхъ 
во многихъ случаяхъ могутъ быть чрезвычайно полезны; но видя успфхи, каме сд$лали Лейб- 
ницъ, Фащо и Ньютонъ въ разр$шени этихъ задачъ, прежде чёмъ я помыслилъ о нихъ, я пред- 
почелъ лучше воспользоваться ихъ работою, ч$мъ приниматься самому за разысканя послЪ нихъ, 
особенно послЪ того, какъ Фащо подалъ мнЪ надежду на опубликоване по этому предмету трак- 
тата Ньютона, который, по его мнзню, знаетъ въ немъ больше его и Лейбница вмЪстЪ». 
(Письмо Гюенса кз Лопитазлю (ГНозри), 22 октября 1699 г.) 


(**) Не исправляя здЪсь его б1ографи, упомянемъ лишь, что Райо де БиШег испов$дывалъ 
крайне экзальтированныя религозныя мн$фня; онъ вообразилъ въ себЪ даръ чудесъ и обЪщалъ 
воскресить публично мертваго. Ему это не удалось, и враги добились для него приговора къ но- 
зорному наказан!ю. 

И 
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кривыхъ или лучше криволинейныхъ фигуръ, помъщаетъ краткое вве- 
денше, для уяснен!я котораго необходимо знать, что когда какая-нибудь 
величина, напр. линя, растетъ непрерывно флюкаею точки, описываю- 
щей ее, то называютъ разностями эти мгновенныя приращеня, т,-е. 
разности между величинами до и послЪ каждаго изъ этихъ измЪнеюй; 
изъ этого-то родилось дифференщальное исчислеше и обратное ему 
исчислене суммъ (е са|си|! зопитакоге), основы которыхъ были опубли- 
кованы въ нашемъ сборникЪ Лейбницемъ, открывшимъ ихъ, а различ- 
ныя ихь приложеня были показаны братьями Бернулли и маркизомъ 
Лопиталемъ (рРНозриа]). Это и есть т дифференщалы Лейбница, кото- 
рые Ньютонъ зам$няетъ и всегда замЪнялъ флюкчями, представляю- 
щими СЪ большимъ приближенемъ приращеня флюентовъ, пройзво- 
димыхъ въ равныя частицы времени, флюксями, изъ которыхъ онъ 
сдфлалъ изящное употребленме какъ въ своемъ труд о математиче- 
скихъ принципахъ природы, такъ и въ другихь своихъ сочиненяхъ, 
подобно тому какъ Фабръ (Н. Еабге), въ своей 5унор55 та стайса, за- 
м$нилъ разсмотр5емъ движенй методъ Каваллери (СауаПет)“. 

Эти строки, опубликованныя безъ подписи, по всей вЪроятности 
написаны Лейбницемъ. Нужно сознаться, что. въ нихъ онъ, повидимому, 
приписываетъ себЪ открыт1е дифференщаловъ, а Ньютона выставляетъ 
какъ бы заимствовавшимъ и преобразовавшимъ ихъ; но также нельзя не. 
признать, что если такова его мысль, то онъ предоставляетъ ‘ее угадывать. 

Дръ Кейль (Ог Кей), другь Ньютона, увидЪфлъ, однако, въ этомъ 

вЪроломно скрытое обвинене и, чтобы отозваться на него,  написалъ, 
_ въ письмЪ о законахъ центростремительной силы, адресованномъ Гал- 
лею (НаШеу) и опубликованномъ въ Лондонскихь Философскихе. за- 
писках5 за 1108 г.: 

„Все это есть сл5дстые знаменитой ариеметики флюкай, ков 
которой нельзя оспаривать у Ньютона, какъ легко въ этомъ уб$диться, 
читая т изъ его писемъ, которыя были опубликованы Валлисомъ.. 
Этоть методъ былъ, однако, подъ другимъ именемъ и съ другими 
обозначенями, опубликованъ Лейбницемъ въ Ас Егийотит“. 

Лейбницъ обратился тогда къ Королевскому Обществу, членомъ 
котораго состоялъ, оспаривая у человфка новаго, какъ Кейль, право 
высказываться столь смфло о вещахъ, въ которыхъ онъ не могъ быть 
свЪдущь, и. требуя, чтобы онъ положилъ конецъ этимъ пустымъ и 
несправедливымъ воззвашямъ, порицаемымъ, безъ сомнфнЯя, приба- 
вляетъ онъ, самимъ Ньютономъ. Но въ этомъ онъ ошибался; дЪйстви- 
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[ 
тельно, хотя Ньютонъ избЪгалъ выступать лично въ спорф, но теперь 
уже доказано, что Кейль дЪйствовалъ съ его согламя и ничего не пи- 
салъ безъ его ‘совЪта. Какъ бы то ни было, Общество, поставлен- 
ное въ необходимость высказаться, назначило коммиссаровъ, которые 
раньше, ч5мъ черезъ годъ, опубликовали весьма кратюй докладъ, при- 
ложенный къ книг, нфсколько разъ потомъ переизданной, подъ за- 
главемъ: Сопинегсиий Ерезюйсит (*) ]. СоШи; @ аПотит 4е чала те та- 
Непаиса ищег сёебегтитох ргасзепиу 5есий тафетансох, ипа сит тесепягопе 
ргаепи$за тяот$ сошгочегяае ишт Гебийит @ Кейнпит 4е ргипо зтоетюте 
Мефой Нихютит; @1 лист ритати, иЁ регефашг, тафетансг зибуипсю, 
Пемип ипргоузит (**). 

Этотъ драгоц$нный сборникъ для истори науки содержитъ боль- 
шое число математическихьъ сообщевй, которыми обм$нялись англйй- 
ске геометры какъ между собою, такъ и съ Лейбницемъ; но большин- 


ство этихъ статей чуждо ‘спора и въ состоявши скорЪе затемнить, ч5мъ 


эсвЪтить вопросъ. 

Напомнивъ истор1ю открытя, провозглашеннаго Лейбницемъ, ко- 
горый подалъ поводъ къ поднятю вопроса о прюритетЪ, признанному 
'важительнымъ, коммиссары рЪшаютъ о правахъ на открыте дифферен- 
щальнаго исчисленя съ авторитетомъ, не приличествующимъ ни людямъ 
"ично столь неизв5стнымъ, ни друзьямъ его соперника, работающимъ, не 


признавая его, на глазахъ Ньютона, который помогалъ имъ, какъ потомъ. 


было доказано, своимъ д$ятельнымъ сотрудничествомъ. Ихъ произведения, 
обнаруживающаго болыше страстности, ч5мъ рвевшя къ истинЪ, одного 
было бы достаточно, чтобы предостеречь противъ вписанныхъ туда утверж- 
денй, обидныхъ для Лейбница. Въ трудЪ, который долженъ былъ носить 
характеръ самой нелицепрИятной точности, они выступили въ роли не 
.удей, а обвинителей и адвокатовъ, не боясь выдавать свои предубЪжденя 
или свои догадки за несомн$нныя истины; такимъ образомъ, было бы 
чеосторожно выказать имъ безусловное довфре, и матералы, которые 
они намъ передали, должны быть подвергнуты строгой критикф. 
Полезно, однако, воспроизвести текстъ ихъ доклада, потому что 
_онъ ясно устанавливаетъ какъ сущность вопроса, такъ и узелъ спора. 


— —_- о ———_—о до  ——_——————_—— 
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(*) Это заглане 2-го издания было проредактировано Ньютономъ, который ее осВаВь, 
какъ доказываетъ изсл8доваше его.бумагъ, до дв$надцати различныхъ редакишйй. 
(**) Собраше писемз И. Коллинза-и друихв о различныихв математических вещахб 
иежду славнюйщими татетатиками настоящело вока, св предпосланною рецензею о замтиа- 
ельномиз спорю между Лейбницемз и Кейлелмв о первомз изобрътателю Метода Флюкей; 
‚ издаше, дополненное приоворомвб над5 первьйщииз, какз гласила молва, татематиколмв. 
1% 
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„Мы прочли письма и коши съ писемъ, храняцияся какъ въ ар- 
хивахъ Королевскаго Общества, такъ и въ коллекщи Ивана Коллинза, 
съ датами, относящимися къ годамъ 1669 — 1677. Мы удостов$рились 
въ подлинности т5хъ, которыя носятъ имена Барроу, Коллинза, Оль- 
денбурга и Лейбница, изъ показанй лицъ, знакомыхъ съ ихь почер- 
комъ. Относительно писемъ, носившихъ имя Грегори (Стесогу), мы по- 
ложились на самого Коллинза, скопировавшаго собственноручно часть 
этихъ писемъ. Мы извлекли изъ этихъ писемъ все, что относилось къ 
занимающему насъ предмету, и констатировали, что эти извлечения, 
предъявляемыя вамъ одновременно съ этими письмами, были сдЪланы 
тщательно. | 

„Изъ этихъ писемъ и документовъ слЪдуетъ: 

/ „. Лейбницъ въ началЪ 1673 г. былъ въ ЛондонЪ; около марта 
м$сяца онъ выЪхалъ въ Парижъ, откуда, по просьбЪ Ольденбурга, под- 
держиваль съ Коллинзомъ переписку, продолжавшуюся до 1676 г. 
ЗатЪмъ онъ возвратился черезъ Лондонъ и Амстердамъ въ Гановеръ. 
ИзвЪстно же, что Коллинзъ всегда сообщалъ весьма охотно математи- 
камъ то, что узнавалъь оть Ньютона и оть Грегори. 

\И. Лейбницъ объявилъ себя, посл своего перваго Лондонскаго_ 
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путешествя, изобрЪтателемъ н$коего метода, а именно дифференщаль- 
наго, и хотя Пелль (Ре!) увЪдомиль его; что Ньютонъ-уже пользовался. 
этимъ методомъ, онъ тфмъ не менфе продолжалъ приписывать себЪ 
вс$ права изобрЪтателя, какъ по тому, что онъ его нашелъ, по его 
словамъ, безъ всякой посторонней помощи, не зная объ опубликова- 
шяхъ Ньютона, такъ и по тому, что онъ къ нему много прибавилъ. 
Мы же не находимъ никакого упоминан1я о дифференщальномъ методЪ 
иномЪъ, ч$мъ методъ Ньютона, до письма Лейбница отъ 11 1юня 1677 г., 
спустя цфлый годъ, какъ отправлено было письмо Ньютона, отъ 19 де- 
кабря 1672 г., въ Парижъ для. передачи Лейбницу, и четыре года 
спустя, какъь Коллинзъ сталъ сообщать это самое письмо своимъ 
‚ друзьямъ. Въ этомъ письм$ методъ-флюкай`-достаточно описанъ для 
ии, находящагося въ курсВ этихъ вещей. : 

ты. Изъ › письма Ньютона-отъ-13-неня-1676-г..вытекаетъь съ оче-, 
видностью, что _уже за пять лть до этой даты онъ зналъ методъ`^ 
флюксйй. Равнымъ образбм-вытекаеть изъ его. анализа посредствомъ 
уравненй съ безконечнымъ числомъ аленовтъ, ‘сообщеннаго Барроу и 


Колин в въ ь 1669 г г. что онъ еще и до этого времени думаль о томъ же 
< 
‚метод. ое 


13 


‘`„|М. Дифференщальный методъ совершенно тотъ же, что и методъ 

флюкай, за исключенемъ названя и обозначения... Мы полагаемъ, что 
приписавиие изобрЪтене Лейбницу не знали или знали плохо объ 
отношеняхъ, существовавшихъ между имъ и Коллинзомъ, и не знали, 
что Ньютонъ пользовался тфмъ же методомъ за пятнадцать лЪтъ до 
того, какъ Лейбницъ приступилъ къ его опубликованю въ Аа ЁЕги- 
отит. 
„ПослЪ всего этого мы думаемъ, что Ньютонъ есть первый изобр$- 
татель этого метода и-что; слЪдовательно, Кейль, приписывая его Нью- 
тону, никоимъ образомъ не поступилъ неправильно или несправедливо 
по отношеню къ Лейбницу“. 

По этому приговору притязавя Лейбница не могли имфть никакого 
основашя. Онъ тщетно жаловался: „Но я не знаю, писаль онъ ШАам- 
берленю (СБагаЪеаупе), какимъ крючкотворствомъ и какимъ обманомъ 
поставили кто-то дфло такъ, будто я жалуюсь передъ Обществомъ и 
подчиняюсь его юрисдикши, о чемъ я никогда не помышлялъ; и по спра- 
ведливости должно было бы меня увЪдомить, что Общество желаетъ 
разобрать сущность дла, и должно было бы предоставить мнЪ выска- 
заться, желаю ли я изложить свои доводы и не имЪю ли я подозрБ я 
противъ кого-либо изъ Судей. Итакъ, судили по выслушаниг только 
одной стороны (ипа раме аи4йа); недЪйствительность такого образа 
дЪъйствий очевидна. Также не думаю я, чтобы вынесенный ими Приго- 
воръ могъ быть принятъ за постановлене Общества. 

„Однако по инищшатив5 Ньютона была издана Книга исключи- 
тельно съ цфлью меня обезславить и была разослана въ Германю, 
Франшю и Италю, какъ бы отъ имени Общества. Этотъ самозванный 
приговоръ и это безпричинное поношене одного изъ старфйшихъ 
членовъ самого Общества, который нич$мъ его не запятналъ, почти 
не найдетъ защитниковъ въ свЪтЪ; и въ самомъ ОбществЪ, я надЪюсь, 
не всЪ члены согласятся съ нимъ. Знаюнщше французы, итальянцы и 
друме открыто порицаютъ этотъ процессъ и удивляются ему: на это 
имЪются письма въ рукахъ; выставленныя противъ меня доказательства 
кажутся имъ весьма слабыми. - 

„Я всегда поступалъ наичестнёйшимъ образомъ по отношеню къ 
Ньютону; и хотя теперь открывается болышое поле для сомнфнйй, вла- 
‚ДЪль ли онъ моимъ открыЧемъ до полученя его отъ меня, я гово- 
рилъ, что онъ имфетъ какъ бы н$что собственное, подобное моему 
методу. Но введенный въ заблужденше н5которыми неосторожными 
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льстецами, онъ р$5шился повести противъ меня ввсьма чувствительную 
аттаку. Судите теперь, Милостивый Государь, съ чьей главнымъ обра- 
зомъ стороны должны быть приняты необходимыя мЪ$ры для прекра- 
щеня этой распри“. 

Однако, какъ только КоммисЦя высказалась, ангуйсве геометры 
приняли ея заключеня и посмотрЪли на нихъ, какъ на солидно обосно- 
ванныя. Такъ поступаеть Тэйлоръ въ трудЪ, озаглавленномъ Мефо4иу 
исгетепютит, гдъ имя Лейбница даже не упоминается; то же подтвер- 
ждаеть Маклоренъ въ //са{зе о} НМихюп$, опубликованномъ въ 1735 г.; 
наконецъ, Бюффонъ съ еще большею силою повторяетъ то же самос 
въ предислов!и къ переводу труда Ньютона. Лейбницъ, если принять 
его разсказъ, прибавилъ къ неизвинительной недобросовЪстности почти 
см$шную  безтактность. 

„Лейбницъ, говоритъ онъ, находился въ обладании, и въ обладани 
неоспоримомъ, всего того, что произвела геометрия наиболЪе блестящаго 
за двадцать вЪъЪковъ; но этотъ блескъ славы не былъ продолжителенъ; 
слишкомъ ревностные приверженцы и ослЪпленные ученики, желая 
возвысить своего учителя, были причиною понижения его репутащи“. 

Большая часть геометровъ континента осталась, однако, при про- 
тивоположномъ мнфни; очень многе изъ нихъ и, притомъ, наиболЪе 
знаменитые признали . права Лейбница, обвиняя англичанъ въ. неспра: 
ведливости и`легкомысли. 

3 Разсмотримъ, въ самомъ дЪлЪ, постановлене коммиссаровъ; его 
жно свести къ двумъ положенямъ: 
-5Ы Исчислене флюкай не отличается отъ дифференщальнаго исчис- 
#. 

2.) Это единственное въ своемъ родф учене, созданное Ньюто- 
м. “было ясно сообщено Лейбницу, прежде чБмъ. онъ опубликовалъ. 
его, какъ свое. | 

Первое изъ этихъ утверждевй неоспоримо: формальное заявлене 
каждаго изъ обоихъ соперниковъ избавляетъ насъ отъ необходимости 
настаивать на этомъ пунктЪ, на которомъ сходятся обЪ: стороны. 

Что касается обвиненя въ плацатЪ, взводимаго на Лейбница, по- 
томство его-не утвердило. Оно покоится, какъ мы видфли, на сообще- 
ны Лейбницу Ольденбургомъ письма, написаннаго Ньютономъ отъ 
_1Ю декабря 1672 г.’ въ которомъ, говорятъ коммиссары, методъ флю- 

кой достаточно. описанъ для всякаго понимающаго челов$ка. Но этотъ 
существенный пунктъ обвинешя исчезаеть совершенно, потому что 
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при очень недавнемъ осмотр$ бумагъ Лейбница, сохраненныхъ въ 
ГановерЪ, обнаружилось, что это письмо не было послано цфликомъ 
и что въ извлечени, полученномъ Лейбницемъ въ 1676 г., только 
слБдующее мЪ$сто относится къ методу флюксйй. т 

„ПослЪ смерти Грегори Коллинзъ собралъ общирнуй корреспон- 
денщю, которую они вели и въ которой находится исторйя. метода ря- 
довъ. Ньютонъ обЪщалъ ему тогда присоединить къ ней свой собствен- 
ный методъ для опубликованя при первомъ же случаЪ. Не будетъ не- 
кстати прибавить, что Ньютонъ, сообщая намъ, отъ 10 декабря 1672 г., 
свой методъ касательныхъ_къ геометрическимъ кривымъ, опред$ляе- 
мымъ посредствомъ уравненя между ординатою и абсциссою, приба- 
влялъ, что это частный случай или лучше слфдствие изъ общаго метода, 
который распространяется, безъ сложныхъ вычислевй, нетолько на 
опредЪлен1е касательныхъ ко вс$мъ кривымъ геометрическимъ, меха- 
ническимъ или зависящимъ по какому бы то ни было закону отъ пря- 
мыхь или кривыхъ лиШй, но также и на рьшене болЪе трудныхъ за- 
дачъ, относящихся къ площадямъ, къ длинамъ, къ кривизнЪ лин, къ 
центрамъ тяжести, и проч.; и, прибавляетъ онъ, этотъ методъ не огра- 
ничивается, подобно методу Гедда (Ниа4е) для тахипа и пипипа и ме- 
тоду `Слюза (За2е) для касательныхъ, уравненями, освобожденными отъ 
ирращюнальныхъ членовъ. Ньютонъ соединилъ, говоритъ онъ, этотъ 
методъ съ методомъ, который покоится на развертывании уравненй въ 
безконечные ряды, и онъ помнитъ, что когда ДРъЪ Барроу опублико- 
валъь свой трудъ, онъ его увЪдомилъ, что владеть такимъ мето- 
домМЪ”. 

НЪфть здЬсь, какъ видно, ни изложеннаго, ни намфченнаго метода; 
это письмо, столь рьшающее по мнЪн1ю коммиссаровъ, ставитъ только 
вопросъ, для котораго Лейбницъ, судя по его отвЪту, напечатанному 
въ Соттегсиит Ербюйсит, зналъ уже рЪшенге. | 

Это открыте В дВОЙНЬ драгоцЪнно: оно не только сводитъ на нзтъ’ 
наиболЪе тяжкое обвинене коммиссаровъ, но и подтверждаетъ въ н5- 

которомъ род точность ув5ренй Лейбница, когда онъ заявляетъ, что 
это въ ВЪнНЪ онъ узналъ объ опубликовани Соттегсиига и что, отвЪ-\ 
Чая на него, онъ зналъ его только по донесенямъ своихъ друзей, не’ 
видЪфвъ еще самого экземпляра. Такое заявленше признали весьма не- 
правдоподобнымъ; однако оно объясняетъ то, что безъ этого было бы 
очень-. трудно понять:. какъ Лейбницъ, которому стоило произнести 
лишь одно слово, чтобы доказать относительно этого важнаго пункта’ 
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все легкомысле своихъ противниковъ, могъ воздержаться отъ всякаго 
возражения. 

Итакъ, не существуетъ никакого доказательства противъ полнЪйшей 
иекренности великихъ гешевъ, вступившихъ въ споръ, и должно имъ 
обоимъ приписать честь открытя, на которое они оба заявляютъ 
свои права. 

Однако каждый изъ двухъ соперниковъ взялъ обратно уступки, 
которыя онъ имЪлъ прямодуше сдЪлать, и ихъ поведеше по поводу 
Сопинегсйин. ЕрбюЙсит не оставляеть выбора для тфхъ, кто желалъ бы 
видЪть много легкомысля въ прошломъ, или отсутстве недобросо- 
вфстности въ настоящемъ. Оно было бы непостижимо, если бы мы не 
знали, какъ сказалъ Паскаль, что велиме люди, какз бы они ни были 
возвышенны, сз нькоторой стороны такь походятз на малыхе. 

Лейбницъ, столько разъ приписывавций Ньютону честь независи- 
маго и болЪе ранняго, чБмъ его, открытя, на самомъ дЪлЪ не имБлъ 
достаточно внутренней правды и моральной возвышенности, чтобы 
остаться справедливымъ по отношеню къ тому, кто, спрятавшись подъ 
прозрачнымъ вуалемъ, старался его обезславить. 

Но за нимъ еще боле тяжкая вина: добившись отъ Ивана Бер- 
нулли суждешя о правахъ Ньютона подъ услонемъ держать’его въ се- 
кретЪ, онъ опубликовалъ его безъ согласмя автора, вставивъ туда фразу, 
равносильную подписи. Гакой поступокъ непростителенъ. 

Ньютонъ съ своей стороны старался истолковать въ другую сто- 
рону сдфланное имъ заявлеше, столь, однако, опред$ленное, о правахъ 
Лейбница. Въ самомъ длЪ, въ 1716 г. онъ пишетъ: 

„Онъ утверждаетъ, будто я въ моей книгЪ: „//ринципы“, на стран. 
253 и 294, согласился съ тЪмъ, что онъ влад$етъ независимо отъ меня 
открытемъ Дифференщальнаго исчисленя; приписывать же открытие 
въ настоящее время самому себЪ значить брать назадъ сдБланную 
ему уступку. Но въ цитируемомъ имъ параграфЪ я не нахожу ни одного 
благопрятнаго для него слова. Напротивъ, я тамъ говорю, что увЪдо- 
миль о своемъ методЪ Лейбница раньше, чЪмъ онъ меня о своемъ; 
и я ставлю въ обязанность доказать, что онъ нашелъ методъ раньше 
даты моего письма, т.-е. за восемь мЪсяцевъ, по крайней мфрЪ, до даты 
‚своего. письма. КромЪ того, отсылая тамъ читателей къ письмамъ, кото- 
рыми мы, Лейбницъ и я, обмфнялись за десять лЪтъ передъ этимъ, я 
имъ предоставилъь руководиться этими письмами, ‘могущими служить 
для разъясневшя разсматриваемаго параграфа. 


17 


Онъ, наконецъ, имЪлъ безтактность опустить разсматриваемую За- 
мфтку въ издании 1726 г., безъ иного результата, какъ еще сильн$е под- 
черкнуть ршающую важность свидФтельства, которое, будучи пом$- 
щено въ книг$Ъ: „//ринципы“, застраховано отъ погибели. 

Но н$ть надобности слишкомъ останавливаться на этихъ безплод- 
ныхъ преняхъ, отъ которыхъ наука ничего не выигрываетъ и которыя 
не освЪщають вопроса даже исторически. Однимъ словомъ, хотя опу- 
бликоваше Ньютона произошло позднфе опубликовавя Лейбница, до- 
казано, что онъ нич$мъ ему не обязанъ, но все заставляетъ думать 
что онъ ни въ чемъ ему и не помогъ. При отсутстНи положительнаго 
доказательства кто осм$лился бы заподозрить Лейбница, его столь 
искренняго и столь преданнаго истинЪ, въ сокрыти источниковъ, по- 
лученныхъ имъ оть соперника? Вся его жизнь, столько разъ и столь 
подробно изученная, снимаетъ съ него подобное обвинене. Система, 
которую поддерживаютъ его противники, недопустима, впрочемъ, сама 
по себЪ. Въ самомъ дЪлЪ, они обвиняютъ его въ добровольномъ со- 
крыти истинъ, что многочисленные свидфтели могли бы легко пока- 
зать во время перваго опубликования. Если одного благоразумия, за 
отсутстнемъ чувствъ болЪе его достойныхъ, оказалось недостаточнымъ 
помф$шать ему пренебречь столь тяжкимъ обвинешемъ, заслуженно на- 
влекая его на себя, то какъ повЪфрить, что друзья Ньютона ждали бы 
двадцать пять лЪтъ, чтобы сорвать съ него маску? Ихь упреки, вмфсто 
того чтобы медленно растравляться горечью долгой и запоздалой распри, 
обрушились бы съ самаго начала, чтобы его пристыдить. | 
/  Итакъ, Лейбницъ и Ньютонъ раздфляють славу открыя Диффе- 
ренщальнаго- ‘исчисленя, _и, хотя. ‚различно знаменитые, каждый изъ 
нихъ долженъ считаться почтённымъ встрЪчею съ такимъ соперникомъ.. 
Хотя они вполн$ сходятся въ существЪ предмета, въ формахъ его вы- 
раженя, принятыхъ ими, видна._печать-ихъ-гешевъ, столь несходныхъ. 
между собою. Одинъ, болфе занятый законами вселенной, чфмъ зако- 
нами человфческаго ума, какъ кажется, видить въ новыхъ методахъ 
главнымъ образомъ оруде для своихъ усилй постичь ‘природу`^и, на- 
значая для нихъ боле возвышенную цфль, лучше показаль все ихъ 
значенге. Другой, положивний свою славу въ совершенствоваши. искус- 
ства открыт, болЪеё ясно-намфтилъь дорогу, и мы еще нынЪ слфдуемъ 
по оставленнымъ имъ на ней свфтлымъ сл$дамъ.. Первый, _ предъ- 
являя свои открыМя только послЪ долгаго созръвашя формы, могъ 
придать своимъ. трудамъ.н%что..болЪе совершенное и болЪфе прочное и 
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заставить свою мысль бить ключомъ вс$ми заключенными въ ней исти- 
нами. Второму, боле искусному въ набрасыван!и крупныхъ штриховъ, 
нравилось подымать самые разнообразные вопросы, будя вЪрныя н 
плодотворныя идеи, преслфдовать и развивать которыя онъ предоста- 
влялъ другимъ. Ньютонъ р$Ъдко считалъ себя обязаннымъ провозглашать 
правило, не сдЪлавъ прежде его приложеня; Лейбницъ, наоборотт, 
любилъ давать наставлея и выказывалъ болыше склонности предла- 
гать прекрасныя задачи, ч$мъ входить въ подробности ихъ рёщени. 
Если бы болЪе прилежный Ньютонъ опубликовалъ десятью годами 
раньше свою теорю флюкий, имя Лейбница всё-же осталось бы 
однимъ изъ величайшихъ въ истории человЪческаго духа, но потомство, 
помфщая его безусловно среди геометровъ перваго порядка, связало бы 
его славу по преимуществу съ философскими его идеями и съ универ- 
сальностью его работъ. Наоборотъ, если бы Лейбницъ, приступивъ 
раныше къ математическимъ изслфдованямъ, лишилъ бы. своего сопер- 
ника чести ихъ общаго открыт!я, все-таки въ книгЪ: „//ринципы“ уди- 
влялись бы попрежнему какъ величю полученныхъ результатовъ, такъ 
и несравненному блеску подробностей, и Ньютонъ, теряя свои права 
на открыте метода, использованнаго въ его книг съ такимъ искус- 
ствомъ, остался бы на той же высотБ среди геометровъ, какъ и 
нынЪ, т.-е. я хочу сказать, рядомъ съ Архимедомъ и выше вс5хъ 
остальныхъ. | 

Воздавъ справедливость каждому изъ обоихъ изобрЪтателей и снявъ 
съ Лейбница обвинене, слишкомъ легко и слишкомъ часто взводимое 
на него, мы всё-же зашли бы слишкомъ далеко, утверждая вмЪстЪ съ 
Фонтенеллемъ (Рогиепейе), что искренность Лейбница ни въ какомъ 
другомъ случаЪ не подвергалась сомнфыю; знаменитый геометръ, без- 
прерывно занятый многими предметами за-разъ, находясь въ оживлен- 
ной переписк$ съ большимъ числомъ ученыхъ, которые, часто противо- 
рфча другъ другу, сговаривались просить у него совЪтовъ и наста- 
вленй, могъ не рЪдко что-либо забывать и т$мъ оскорблять само- 
люб1е того или иного изъ современниковъ, возбуждая такимъ образомъ 
порою противъ себя справедливое неудовольстве. 

Ограничимся выпискою сл$дующаго м$ста изъ письма Гюйгенса къ 
Лопиталю отъ 9 апрЪля 1698: г. 

„Лейбницъ, конечно, весьма талантливъ, но вмфстЪ съ ь тм имЪетъ 
Непомрное | стремлене выставляться, какъ это видно еще въ 13-мъ 
номер очгпаРа за тотъ же годъ, когда онъ говоритъ о своемъ анализЪ 
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безконечныхъ, о задач$ локсодромй, которую Жакъ Грегорусь (]ас 
Стезоли$) рёшилъ задолго до него въ Геометрическихь Разсужденяхъ, 
о стройныхъ законахъ планетныхъ движенй, гдЪ онъ слБдуетъ откры- 
тю Ньютона, но, примБшивая свои мысли, портитъ его, въ своемъ по- 
строени. цфпной лиШи, которое онъ предпочитаеть построеню Бер- 
нулли, какъ будто это не одно и то же. Къ тому же я въ сильномъ 
сомнЪнНи по соображенямъ, которыя могъ бы привести, не выведено ли 
его построене изъ построеня Бернулли. Но я васъ прошу объ этомъ 
ничего не говорить“. 

Приводя эти нападки, всецьло конфиденщальныя и, притомъ, фор- 
 мулированныя, можетъ быть, весьма легко, спЪъшимъ прибавить, что онЪ 
никоимъ образомъ не даютъ права подвергать сомн$н1ю научную чест- 
ность Лейбница; но это-то .именно и допускали слишкомъ часто по 
отношению къ нему. Самъ Фонтенелль, въ похвальномъ слов Лейб-. 
ницу, не устоялъ противъ желанмя сдфлать заманчивое сближеше, не 
останавливаясь передъ мыслью, что въ немъ трудно было’ бы не _уви- 
ДЪТЬ оскорбительнаго для его героя намека. 

„сли Лейбницъ, говоритъ онъ, былъ бы пламаторомъ, то онъ, 
такимъ образомъ, былъ бы уличенъ только въ этотъ разъ и похо- 
дилъ бы на героя Макавелли, который дЪйствительно добродЪтеленъ, 
пока дфло не идетъ о коронЪ. Красота системы безконечно-малыхъ 
оправдываетъ это сравнене“. Но само это послЪднее замЪчане весьма. 
спорно: дифференщальное исчислене, столь важное по своимъ поелЪд- 
ств!ямъ, не представляетъ. одного ИЗЪ ТЬХЪ блестящихъ открыт, ко- 
торыя являются уму сразу во всемъ своемъ блескЪ, и ничто не дока- 
зываетъ, какъ мы уже видфли, чтобы въ моментъ своего перваго опу- 
бликовамя Лейбницъ замътилъ всю его важность. Его большою заслу- 
гою было. уловить въ извЪ5стныхъ уже теоряхъ_пунктъ.дйствительно су-. 
щественный такимъ образомъ, чтобы извлечь изъ нихъ, для преподаня 
всЪмъ, методъ открытя, который только самые талантливые могли рас- 
познать въ доказательствахъ его предшественниковъ. Этимъ онъ при- 
_велъ сложныя разсужденя къ простымъ и изящнымъ выкладкамъ; за; 
мЪчая посльдыя какъ бы въ моментъ озареня лучомъ свЪта, ученые 
до сихъ поръ придавали имъ неузнаваемый видъ, внося различныя по- 
правки съ цфлью утвердить за ними строгость. Они удовлетворялись, 
объявляя о результатЪ своихъ размышленй, и не заботились намФчать 
достаточно ясно дальнЪйший путь, по которому, въ свою очередь, 


могъ бы ‘сльдовать за ними кто-нибудь другой. Ре напротивъ, 
| | | нее 
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не колеблясь, противопоставлялъ химерическимъ возраженямъ, наво- 
дившимъ напрасный страхъ, интуитивныя воззрфня ума, безъ кото- 
рыхъ не обходится никакое надлежащее знане. Это та природная 
ясность ума, которая, освЪщая самыя до т5хь поръ сокровенныя 
теори и давая возможность проникнуть въ нихъ, такъ сказать, съ 
одного взгляда, способствовала болЪе, чЪмъ все остальное, развитю 
ИХЪ СЛЪДСТЕИЙ. 

Я считалъ своею обязанностью дать нфсколько историческихъ по- 
дробностей относительно открытя дифференщальнаго исчисления, но не 
въ моихъ планахъ излагать здЪсь полную истор!ю его усп$ховъ и его 
развитя. Невозможно,--однако, не упомянуть о роли братьевъ Ивана и 
Якова Бернулли, которые были непосредственными учениками Лейб- 
ница и пов$ренными всякой его мысли. Ихъ имя. переплетается съ име- 
немъ Лейбница на каждой страниц$ истор!и новаго исчисления, и это зна- 
менитое сходство должно закрЪпить въ памяти людей ту связь, которую 
многя тучи нарушали въ течени ихъ жизни. Они воздфлывали диффе- 
реншальное исчислене съ. такимъ успЪхомъ, что имъ принадлежитъ, . 
писалъ Лейбницъ, столько же, сколько ему самому. Старший, Яковъ, въ. 
первый разъ употребилъ исчислен!е безконечно-малыхъ при р$ёшении ме-. 
ханической задачи, р5шенной уже Гюйгенсомъ и предложившимъ ее 
Лейбницемъ. Знаменитый авторъ новыхъ методовъ старался поощрить 
молодого и блестящаго ученаго и приписалъ ему непосредственно всю 
заслугу рьшеня. Хотя синтетическое рёшене было уже дано, немног{е 
геометры съум$ли бы, говорить онъ, прим$нить дифференщальное 
исчислене, принципы котораго еще мало извьстны и в5 духь кото- 
раго, сколько я знаю, никто полне не пронике. 

Иванъ Бернулли, младиий. братъ Якова, не замедлилъ пойти по 
той же дорог и выдЪфлился. какъ своею проницательностью въ рЪ- 
шенши задачъ, такъ и трудностью и интересностью тфхь, которыя самъ 
предлагалъ. Лейбнинь отнесся къ нему съ тою же заботливостью; онъ 
часто вдохновлялъ эти два блестящихь ума, и они не разъ возвращали 
ему во всей силЪ побудительный толчокъ, полученный отъ него: 

Переписка Лейбница съ братьями Бернулли образуетъ два тома. 
Никакой другой трудъ не заключаетъ, можетъ-быть, задачъ болЪе 
остроумныхъ и въ большемъ числЪ. Предложенные и рфшенные тамъ 
вопросы показывають могущество новыхъ методовъ и. проницатель- 
ность знаменитыхъ авторовъ. Геометры всегда будутъ находить удо- 
вольстве и пользу въ изучени въ. этой перепискЪ вмЪфстЪ съ идеями 
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изобрЪтателей и самыхъ рЪфшенй, которыя наука, несмотря на свои 
усп5хи, съ трудомъ упрощала и обобщала. Но сами по себЪ эти за- 
дачи могутъ быть присоединены только въ неболыпомъ числЪ къ 
общему изложеню доктрины, усп$хамъ которой онЪф столько способ- 
ствовали, а исторя роли братьевъ Бернулли явилась бы свЪтозарной 
и правдивой только при подробномъ изложении ихъ трудовъ. 

_ ПослЪ Лейбница, Ньютона и братьевъь Бернулли рядъ великихъ 
ъ‘тгеометровъ болБе не прерывался. Эйлеръ и Даламберъ, Лагранжъ и 
Лапласъ, Гауссъ и Абель, Коши и Якоби послЪдовательно направляли 
непрестанное движеше математическихь знанй, а ихъ многочисленные 
ученики, являвииеся часто ихъ соперниками, помогали намъ, вдохнов- 
ляясь ими, понимать и цфнить ихъ. Я не могу ставить своею цЪлью 
дать здЪсь исторю успЪховъ, которыми мы имъ обязаны. Даже по- 
дробное изложене нын$шнихъ теорйй будетъ приводить насъ только 
изрЪдка къ ознакомленю съ трудами открывателей. Въ самомъ дЪлЪ, 
наука въ своемъ быстромъ прогресс въ концЪ семнадцатаго вЪка не 
шла тЪмъ путемъ, который мы должны будемъ избрать для изложеня 
ея принциповъ. Геометры тогда занимались по преимуществу рЪфше- 
немъ задаче, превозмогая трудности по мЪрЪ того, какъ онЪ представ- 
лялись, изаботясь только о томъ, чтобы достичь цФли. Поэтому вы- 
шло, что когда Лопиталь въ 1694 г. и Эйлеръ въ 1755 г. опублико- 
вали труды, содержание, особенно труды Эйлера, вмЪстЪ съ великими 
и истинными взглядами многочисленные и столь превосходные . при- 
мъры, тотъ и другой изложили въ первый разъ обиия теори, открыте 
которыхъ было бы, однако, несправедливо приписывать имъ. Стремясь 
единственно къ распространеню науки, которую они ежедневно .дви- 
гали впередъ, они’ ограничиваются ознакомленемъ съ методами, не 
разсуждая объ ихъ происхождени, и такъ какъ нельзя предполагать, 
что они претендуютъ на честь открыт!я всего, то нфтъ ничего скром- 
не, какъ это умолчаше, кетерое, повидимему, все отдаетъ во владЪне 
вСЪхЪ. 

Итакъ, невозможно связать каждую теорю съ безспорнымъ име- 
немъ открывателя, и описанный . нами знаменитый споръ возобнов- 
‚лялся бы при каждомъ важномъ шаг въ наукЪ, если бы, подобно 
тому какъ много разъ хот$ли установить, что только одинъ открылъ 
новый путь, непремфкно старались бы рЪФшать, въ какомъ порядкЪ 
вступали на него геометры и докуда каждый тотчасъ продвигался 
впередъ. Въ самомъ дЬлЬ, н$которыя истины прюбрЪтаются неявно, 
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какъ только внимане обращено на приводяций къ. нимъ принципъ, 
и можно сказать, напр., что Замфтка, опубликованная въ 1684 г. 
въ лейпцигскихъ 4, не могла не привести быстро ко всей почти 
совокупности теор, образующихъ первую Книгу этого труда. 
Первая глава посвящена геометрическому изучению безконечно-ма- 
лыхъ. Въ ней мы увидимъ, на подробно развитомъ р5шенши н$Зкото- 
рыхъ задачъ, какъ должны вестись разсужденя, чтобы быть вполнз 
строгими. Но разъ принципы установлены, въ дальнЪйшемъ изложени 
мы часто будемъ поль, зваться особымъ удобнымъ языкомъ, въ кото- 
ромъ нужно видЬТЬ. ‘не что иное, какъ ТЪ же самыя идеи, только 
болЪе кратко выраженныя. Эти сокращен1я состоятъ въ непосредствен- 
номъ, и безъ указанйя причины, отбрасывани того, что дЪФйствительно 
можетъ быть отброшено, и въ называвши однимъ и т5мъ же именемъ, 
какъ если бы онЪ были тождественными, точекъ и ливЙ. г?’ ^^“"зя под- 
становка которыхъ не можеть повМять на конечный рёЗул... СЪ, 
напр., часто будемъ говорить: касательная в5 точкь кривой прохо- 
дить черезь безконечно-близкую точку; когда подвижная прямая 
остается касательною кз кривой, ее можно разсматривать вз каж- 
дое мгновеше, какф вращающуюся вокругь точки касашя; эти выра- 
жения и мномя другя, имъ аналогичныя, хотя и неправильны, но на- 
столько приняты, что къ нимъ нужно привыкнуть, какъ къ освященнымъ 
временемъ терминамъ, сокращающимъ рЪчь. Для многихъ авторовъ ме- 
тодъ безконечно- -малыхъ состоить въ замЪнЪ кривой многоугольни- 
кОМЪ съ ‚безконечно-малыми сторонами. Эта подстановка почти всегда 
приводи”. къ точнымъ результатамъ, и выводимыя изъ нея доказа- 
тельсава ‘всегда должны быть тщательно изслфдованы. Они весьма 
просты, но ихъ ясность, болЪе видимая, ч$мъ дЬйствительная, исче- 
заетъ, если всмотрЪться въ нихъ ближе. _ | 
‚ Лейбниц» и братья Бернулли, Эйлеръ и Лопиталь (”) ‘употребляли 
этоть язык” И хотя они дали доказательство весьма надежнаго знанйя 
ВЪ СВОИХЪ_ ‘геометрическихь приложеняхъ метода безконечно-малыхъ, 
‚ВСЁ же. понятно, что, читая. ихъ труды, геометры, привычные къ Эвкли- 
‘овой. строгости, Сколько затруднялись принимать ихъ разсужденя, и 





что призначная точность резуль". .. была необходима для успокоен!я 
котор" о итателей на счеть законности не слишкомъ строгаго 
АЯ ле 9 


—"\®): Ныютояъ. Р^егда такъ же безупреченъ въ фовив какъ ‘строгъ по существу. 
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языка. Знаменитая фраза Даламбера: „Идите впередъ, и вфра къ вамъ 
придетъ“ ничего другого не выражаетъ. Парижская Академя Наукъ 
нвкоторое время отказывалась допускать учене, нарушавшее, казалось, 
геометрическую чистоту; она дала толчокъ къ горячимъ пренямъ, въ 
которыхъ мноме изъ ея членовъ, съ упорствомъ пресл$дуя ложныя 
идеи, которыя они сами себЪ составили, и выраженя, которыя ихъ 
шокировали, и не желая вникнуть въ сущность вещей, оспаривали не 
только строгость разсужденй, но даже точность правилъ Лейбница. 
Эта олпозищя была полезна, заставляя геометровз безконечно.малыхе 
придавать. ‘боле ясную форму спорнымъ принципам», которые, можетъ- 
быть, плохо понимались одними только потому, что ихъ до сихъ поръ 
плохо объясняли друме. Самъ Лейбницъ,. котораго напосл$докъ поняли 
во всемъ его значеши и удивлялись ему величайше геометры Европы, 
не ог рая своею славою и_не презиралъ критики: онъ не гнушался 
отв’5чат} ‚ „всею учтивостью противникамъ, которыхъ уважалъ, не- 
см9тря на. Аб ихь доводовъ. ИзвЪстенъ его отвЪтьъ въ ]оигнаРЪ 
че Гувуоих по необычайной уступчивости, признающей, какъ казалось, 
ту недостаточность строгости, въ которой его упрекали. Въ самомъ 
дЪлЪ, онъ уподобляетъ безконечно-малыя разныхъ порядковъ несрав- 
НИМЫМЪ между собою величинамъ_вслЪдств!е.ихъ крайняго неравенства, 
подобно песчинк$ и_земному шару. Гакой языкъ, нужно признаться, 
не обозначаеть ничего точнаго и повелъь бы къ смЪшеню безконечно- 
малой съ очень малою величиною. Лейбницъ походитъ въ этомъ случаъ, 
говорить Фонтенелль, на архитектора, который возвелъ столь смфлое 
здане, что самъ не осм$ливается въ немъ поселиться, тогла какъ 
‚друге, боле довЪрчивые, поселяются тамъ безъ. страха в. ых важ- 
не, безъ несчастнаго случая. Но къ этой цитат должно прибавить, 
что такъ какъ письмо Лейбница написано не для геометровъ, то 
уступка слишкомъ, повидимому, робкая, была, можетъ-быть, только 
‘благоразумною. Притомъ Лейбницъ на счетъ этого пункта отсылаетъ 
къ труду Лопиталя, который излагаетъ его съ точностьк,  простотою. 
Впрочемъ, всякое пререкане не замедлило исчезнуть послЪ точнаго 
‚опредБленя употребляемыхъ терминовъ, ‘и эти вещи были освЪще` я 
‘и глубоко изслЪдованы стольким"* заботами, что боле н$тъ здЪс* 
одного облачка, что все въ настоящез` время кажется пп^`^"мъ и стро- 
_тимъ въ началахъ легко доступной науки и что болЪе у». —`‘ помыш- 
‚ЛлЯютъ называть ее шрансцендентною-- 

__ Основная идея..теорш_ дифференщаловъ. со: . гь въ пазыскани, 
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въ приращен!и какой- угодно функщи, части, пропоршональной прира- 
щеню перем$нной, которая и получаетъ назваше дифференшиала. Она 
получается столь легко для функщшй простыхъ или сложныхъ, явныхъ 
или неявныхъ, что самый кропотливый историкъ не считалъ бы для себя 
обязательнымъ приписывать честь открытя каждаго правила тому, кто 
его первый высказалъ. Разсмотрфне функшй отъ .многихъ перем$н- 
ныхъ служить естественнымъ и необходимымъ дополненшемъ первона- 
чальной идеи Лейбница, который, такъ же какъ и Ньютонъ, не им$лъ 
случая этимъ заняться. /рактать о Безконечно-малыхь (Тгайе ас; мр- 
пипепЁ решу) Лопиталя, опубликованный въ 1654 г., посвященъ исклю- 
чительно функщшямъ отъ одной перем$нной. Однако переходъ отъ 
одного случая къ другому столь естествененъ, что когда Эйлеру по- 
надобилось дифференцировать функщю отъ двухъ перем$нныхъ х иу, 
онъ пишеть непосредственно результать подъ видомъ Рах-- О4у 
и даже не отм$чаеть въ наук введеня новой идеи. ДЪйствительно, 
хотя правила Лейбница не имфли въ виду этой боле общей задачи, 
они къ ней ‘прилагаются и часто даже рёшають ее вполнЪ. Когда, 


—^..—> 


напр., привыкли къ формулЪ 
ф.аф = ар - Бад, 


разсматривая 4 и В, какъ двЪ каюя-угодно функши отъ одной и той же 
перемфнной х, то, если нужно дифференцировать то же произведеве 
46, но при независимыхъ перем$нныхъ, вполнЪ естественно употребить 
ту же самую формулу, и, несмотря на всю важность возникающаго но- 
ваго вопроса, понятно, что нЪтъ основан!я разсматривать, какъ откры- 
те, это распространене столь изв$стной формулы, въ выражении ко- 
торой къ тому же не приходится ничего изм$нять. 

Какъ бы то ни было, мы не имфемъ ничего существеннаго при- 
бавить къ тому, что содержить Дифференщальное исчислеше Эйлера 
относительно первыхъ. ИИ Вь и отъ многихъ нерем$н- 
нЫХЪ.. и 7 

Теория опредфлителя какого-угодно числа и содержащихъ ` 
такое же число перемфнныхъ, составляетъ предметъ главы Ш. Эта тео- 
рйя, находящаяся ‘далеко не въ. непосредственной связи съ первоначаль- 
ною идеей, есть также гораздо болЪе недавняго происхожден!я и почти 
всецфло принадлежить_Якоби. Опредфлеше для этого опредфлителя та- 
ково, что въ случаъ одной функши онъ приводится къ производной. 
- Кром$ того, аналойя между опред$лителями и производными полная, 
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и важность приложенй, сдЪланныхъ въ большинствЪ знаменитымъ 
авторомъ теор, даетъ этой остроумной иде право считаться въ 
числЪ принциповъ науки. 

Непосредственно за теорей дифференщаловъ перваго порядка мы 
пом$стили ея приложене къ изучентю касательныхъ и касательныхъ 
плоскостей, которое изъ всЪхъ возможныхъ ея приложений является 
за-разъ однимъ изъ самыхъ знаменитыхъ, самыхъ важныхъ и самыхъ 
простыхъ. Однако можно, пожалуй, удивиться, что глава, посвященная 
геометр!и, прерываетъ изложен!е аналитическихъ принциповъ; но, я 
думаю, нфтъ никакого неудобства въ томъ, чтобы приступить непо- 
средственно къ геометрическимъ вопросамъ, изученме которыхъ не 
требуеть отъ читателя никакой новой идеи. Георли, которыя, по- 
добно теори кривизны поверхностей, обыкновенно не входятъ въ 
куссь элементарнаго изученля, будутъ, напротивъ, съ большею пользою 
помфщены посл5 изложеншя дифференщальнаго исчисленя, потому что, 
хотя онЪ и представляютъ весьма интересное приложене принциповъ, 
относящихся къ дифференщаламъ второго порядка, но не являются ихъ 
геометрическимъ переводомъ. 

| ОпредЪлен!е касательныхъ плоскостей вполн$ естественно соеди- 
нено съ опредфленемъ касательныхъ, хотя, въ историческомъ порядкФ, 
оно посл$довало за нимъ много лЪтъ спустя. Паранъ (Рагеп®, въ своихъ 
Еу5а1$ еЁ “К есрегере; 4е таетаНдие; её 4е роузщие, первый заговорилъ о 
представлени поверхности посредствомъ уравнен1я между тремя пере- 
‚мЪнными, но онъ не далъ общаго уравнешя касательной плоскости. 
Иванъ Бернулли, не давая его явно, долженъ былъ ввести въ формулы, 
при ршенши одной трудной задачи, опредфляюцие его элементы. При 
чтении его Мемуара видно, что ему было бы весьма легко его полу- 
чить, но не должно, однако, считать поэтому Бернулли создателемь 
теор!и касательной плоскости, которая на самомъ дЪлЪ никому не при- 
надлежитъ, 

Теоря_огибающихъ естественно нашла мЪсто въ главЪ, посвящен- 
ной касательнымъ. Постигнутая Лейбницемъ съ самаго начала новыхъ 
исчислешй, она весьма просто примыкаеть къ предыдущей теори и 
подобно ей требуетъ разсмотрзвя только производныхъ перваго по-. 
рядка. Правда, ее можно разсмотрЪть, какъ обобщене теорши эволютъ 
Гюйгенса или каустическихъ кривыхъ Чирнгауза (ТзсЬгаВачи$). Но эти 
огибающё ‘особаго рода будутъ изучены въ другой главЪф, гдЪ мы 


излежимъ. отличительныя ихъ свойства. 
| 1\ 
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Глава \У дополняетъ теорю дифференщаловъ перваго порядка; 
она содержитъ выражеше дифференщала нзкоторыхъ геометрическихъ 
функщй и, въ частности, длины дуги кривой. Хотя такое изслЪдование 
принадлежитъ Геометри, но оно предполагаетъ у читателя только тЪ 
идеи, которыя, со времени -появлешя теори Лейбница, были непосред- 
ственно въ ходу у всБхъ геометровъ. Изучене дугъ кривой занимаетъ 
большое м$сто въ истори. науки, и интегральное исчисление обязано 
ему_ происхожденемъ. своихъ наиболфе прекрасныхъь общихъ теорий; 
‘но эти вопросы будутъ разсмотр$ны въ другомъ томЪ, въ этомъ же 
мы можемъ едва лишь ихъ намЪтить. 

Теоря производныхъ высшаго порядка и теорйя измЪнен1я незави- 
симой перемфнной, которая по существу есть только разыскан!е общихъ. 
формулъ, дающихъ производныя отъ неявныхъ. функций, образуютъ 
главы У[ и УП. Р$.шенные тамъ вопросы возникаютъ сами собою, и 
рьшене ихъ не могло бы остановить никакого геометра, достойнаго 
этого имени. Можетъ показаться, что упрощения, которыя можно внести 
въ послЪдовательное вычислене производныхъ, относящееся скорЪе къ 
преподаваню, чфмъ кь самымъ принципамъ науки, переполнены по- 
дробностями, но посл$дыя даютъ намъ заранфе нЪсколько результа- 
товъ, использованныхъ ниже въ теор!и рядовъ. 

Формулы для замфны независимой перем$нной, въ адЕ одной 
перемЪнной, были даны въ первый разъ въ 7746 45 тритей! рен: 
Лопиталя, а полное изложене общей. теори занимаетъ видное м$сто 
въ Дифференшальномь исчислени Эйлера, который не обходитъ въ. 
своихъ методахь ни одного изъ полезныхъ или любопытныхь случаевъ, 
какме могутъ представиться для разсмотрЪнйя. 

Глава УШ посвящена составленю дифференщальныхъ уравненйй. 
Эти уравнешя должны были естественно возникнуть_изъ обратныхъ 
задачъ, относящихся къ касательнымъ, и нельзя. было не увидфтТь тот- 
часъ же, какъ и замфтилъ это первымъ Иванъ Бернулли, что одному 
и тому же ‘дифференщальному уравненшю соотвЪтствуетъ. безчисленное 
множество кривыхъ, общее ‘уравнене которыхъ содержитъ произволь- 
ную постоянную. Отсюда до исключеня постоянной посредствомъ диф- 
ференцированя всего одинъ шагъ, который долженъ былъ неизбфжно 
повести къ исключеню многихъ постоянныхъ посредствомъ производ- 
ныхъ высшаго порядка. Эйлеръ_былъ первымъ, изложившимъ эту теор!ю. 
. Однако, я повторяю, приписывать ему ея открыце было бы несправедли- 
востью по отношеню къ Лейбн'” ›“и братьямъ Бернулли. къ тому же 
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самъ онъ сдфлалъ только наброски теори исключения произвольныхъ 
функщй; мы даемъ сдланное Монжемъ важное ея приложене къ 
изучению различныхъ классовъ поверхностей. Между работами, создав- 
шими эту часть науки, отм$тимъ, наконецъ, превосходный Мемуаръ 
Ампера (Атрёге), къ которому намъ предстоитъ еще вернуться. 

Переписка геометровъ восемнадцатаго вЪка представляетъ, почти 
на каждой страницЪ, упражненя или дальнфйция раскрытия для одной 
важной теорйи, которая, зародившись одновременно съ дифференшаль- 
нымъ исчислешемъ, часто прилагаемая къ ршеншю тЪхъ же самыхъ 
задачъ и развиваясь вмЪст$ съ нимъ, получила сама и доставила по- 
слБднему такя вспомогательныя средства, что въ настоящее время 
‚почти необходимо изучать ихъ одновремено. 

Книга | посвящена изложено этого ученя, краткую исторю ко- 
тораго мы должны зд$сь набросать. 

Отыскивая начало употреблен1я безконечнаго ряда, можно подняться 
до Архимеда. Методъ, которымъ онъ пользуется для нахожденя пло- 
щади, ограниченной параболою, предполагаетъ, дЪйствительно, сумми- 
рованше безконечной прогрессии. Въ Трактать о винтовой‘ линш онъ 
былъ приведенъ, подобно впослфдстви Каваллери, Паскалю и Валлису, 
къ разсмотр5ню площади части кривой, какъ суммы безконечнаго 
числа элементовъ; но зд$сь н5$Фтъ рядовъ въ собственномъ смыслЪ, 
потому что эти элементы перем5нны и уменьшаются по мЪрЪ увели- 
ченя ихъ числа, тогда какъ члены ряда, взятые также въ безконеч- 
‘номъ числЪ, имЪють, каждый, постоянное значевше, стремящееся, ко- 
нечно, къ нулю при безпредфльномъ возрастании мЪста члена. КромЪ 
того, эти суммы элементовъ являлись переходными формами, на кото- 
рыхъ нельзя было останавливаться и которыя сами по себЪ не при- 
несли бы никакой помощи. | . 

Отм$тимъ еще разыскане квадратуры, приведшее Меркатора ( Мег- 
сатог) къ знаменитому ряду, представляющему [(1 --х); доказательство 
этого ряда, предшествовавшее открытю дифференшальнаго и А 





наго исчисленй, въ сущности приводится къ зам$нЪ дроби ; без- 


арт очи ати осин, ть. ть. 0 


конечною | прогрессей и затЪмъ къ интегрированю ь т частей 
`уравненя. Этотъ рядъ, ‘опубликованный въ 1672 г. въ трудЪ, озаглав- 
ленномъ Госа’Иртоесьта; есть первый примфръ формулы, составленной 
ИЗЪ. ‘безпредфльнаго, числа членовъ и употребленной съ пользою дл; 
числового вычисленя представляемато ею выражен: каждая иЗЪ частей 
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составляющихъ доказательство Меркатора, была тогда хорошо извЪстна. 
Гюйгенсъ показалъ тождество логариемовъ съ гиперболическими пло- 
щадями, а Ам/тенса приюгит Валлиса давала площадь кривыхъ, орди- 
ната которыхъ пропорщональна степени абсциссы, т.-е., на нашемъ 
теперешнемъ языкЪ, интегралъ каждаго изъ членовъ прогрессии. Един-_ 
ственная, но великая заслуга_Меркатора заключается, слфдовательно, 
въ томъ, что онъ обратилъ внимаше на безконечное выражене, которое, 
безъ сомнфня, не трудно было составить, но важности котораго не 
замЪтилъь бы _мензе проницательный геометръ. 

Когда Меркаторъ опубликовалъ свое открытме, Ньютонъ уже нЪ- 
сколько ЛЪтъ владЪлЛъ основною идеей, приводящей къ нему, и сооб. 
щилъ ее Барроу, н$когда своему учителю, а тогда своему коллегЪ, пред- 
ставивъ ему рукопись Трактата подъ загланемъ: Ана[уз!5 рег аедианопе 
питего тпипопип трпйя;. Ньютонъ въ этомъ небольшомъ ТрактатЪ 
переноситъ, такъ сказать, въ алгебраическое исчислен!е методы Ариеме- 
тики. Ряды, расположенные по степенямъ перемЪнной, являются, въ 
его глазахъ, обобщенемъ десятичныхъ  дробей, могущихъ представлять 
всБ числа: Подобно тому какъ эти десятичныя дроби участвуютъ въ 
свойствахъ цфлыхъ чиселъ и такъ же легко, какъ они, поддаются вы- 
численю, такъ и ряды преобразовываютъ дробныя или иррашональныя 
выражения въ цфлые многочлены и приводятъ весьма сложныя выра- 
женя къ однообразному и простому типу. Хотя_этотъ способъ разверты- 
ван!я съ пользою прилагается къ множеству задачъ, но именно въ виду, 
главнымъ образомъ, квадратуры кривыхъ Ньютонъ разсматриваетъ его 
въ первую очередь. Какъ и Меркаторъ, онъ воспользовался формулою 
Валлиса, выражающею площадь кривой, ордината которой пропорщо- 
_ нальна степени абсциссы; но онъ идетъ гораздо дальше его, прилагая 

этоть методъ не только къ явнымъ алгебраическимъ функщямъ, но и 
къ ршеню буквенныхъ уравнений, корень которыхъ онъ развертываетъ 
въ рядъ, и находя, наконецъ, выражене дуги круга въ функщи его си- 
нуса, а затЪмъ, по открытому имъ методу возврата рядовъ, разложение 
синуса въ рядъ по степенямъ дуги. Въ этомъ первомъ опыт$ знаме- 
нитый авторъ довольствуется составленмемъ членовъ разложеня, не 
заботясь о доказательствЪ ихъ общаго выраженя, которое онъ`угады- 
ваетъ по аналоми. Формулы для разложеня степени: бинома здЪсь н$тЪ; 
лишь гораздо позднфе, въ 1676 г. въ письмЪ къ ` Ольденбург, ОНЪ 
подробно. ‘набрасываетъ, какъ онъ пришелъ къ ея предсказан!ю, а за- 
тБмъ и кь подтвержденю ея справедливости. Это небольшое произве- 
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денне Ньютона Барроу сообщилъ н$Ъсколькимъ геометрамъ и возбу- 
дилъ въ нихъ сильное удивлен!е; но Ньютонъ далеко не былъ тронутъ 
такими похвалами и пересталъ съ этого момента развивать свои идеи, 
убЪжденный, что Меркаторъ, вступивъ на этотъ путь, легко найдетъ 
остальное, прежде чфмъ онъ самъ достигнеть достаточно зрюлаго 
возраста, чтобы что-нибудь опубликовать: ему было тогда двадцать 
шесть лть и онъ уже владфлъ, кромЪ метода рядовъ, принципами 
исчисленя флюкай и разложенемъ свЪта! Когда слава Ньютона вызвала 
по отношеню къ его менфе значительнымъ дфянямъ мелочныя разслЪ- 
дован!я потомства, всЪ эти факты были поставлены вн$ всякаго сомн$ ня 
и не могутъ быть оспариваемы: но если бы дБло шло о комъ бы то ни 
было другомъ, развЪ молчаше, которое онъ хранилъ передъ публикою, 
не способствовало бы установленю для его изслЪдованй болъе поздней 
даты, чЪмъ для опубликования Меркатора? Какъ это вЪрно, что только 
съ крайнею осторожностью должно разсуждать о такихъ вопросахъ. 

Немного спустя Грегори открылъ рядъ, выражаюций дугу въ 
функщи ея тангенса; также открылъ этотъ рядъ -и. Лейбниць . послЪ 
него, но при помощи другихъ принциповъ и не будучи знакомъ съ 
результатомъ Грегори. Оба они должны считаться среди создателей 
теор!и рядовъ. Равнымъ образомъ мы должны упомянуть и о ЯковЪ Бер- 
нулли, открывшемъ общую теорему, дающую выражене какой-угодно 
функши въ видЪ ряда, члены котораго содержатъ множителемъ ея по- 
слЪдовательныя производныя, и являющуюся непосредственнымъ сл$д- 
стНемъ гораздо боле важнаго разложенйя, открытаго позже Тэйлоромъ. 
\ Трудъ Тэйлора (Тау]ог) подъ заглашемъ Моих тсгететогит со- 
держит, вмЪстф съ прекраснфйшими приложениями, новый способъ 
представлен я анализа безконечно-малыхъ въ связи съ исчислешемъ ко- 
нечныхъ разностей. Въ этомъ именно трудЪф онъ далъ впервые знаме- 
нитую теорему, носящую его имя, значене которой непрестанно потомъ 
росло въ трудахъ величайшихъ геометровъ. Вс извЪфстные до ТЪхъ 
-поръ ряды являются легкими ея сл$дств!ями, и изъ нея можно получить 
безчисленное множество другихъ рядовъ. Тэйлоръ, однако, не далъ ни 
одного изъ нихъ, и этимъ объясняется, почему вначалЪ геометры при- 
дали, повидимому, такъ мало значеншя его открыто. Еще и нынЪ 
теорема Тэйлора, незначительно измЪненная, часто слыветъ подъ име-_ 
немъ теоремы Маклорена и часто цитировалась, какъ принадлежащая 
Даламберу (ФА|\етЪегг), который, не зная о ея гораздо болФе нем 
опубликовании, . далъ ее какъ новость въ. Энциклопео!и. 
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Впрочемъ, Гэйлоръ далека мн изелЪдоваль вопросъ; изу- 
чене условй, необходимыхъ дляи.щимости его ряда, было выполнено 
лишь мало-по-малу. Знаменитые геометры считали важнымъ дать новыя 
доказательства, которыя дЪлали бы ихъ очевиднЪе, и еще очень недавно 
Коши (СаисБу) заключилъ ихъ, наконецъ, въ одно общее пп^зило, на 
которое онъ не безъ основавшя смотрЪлъ, какъ на одна иг 


| ИХЪ 
наиболЪе важныхъ открытий. т 
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Въ настоящее время вс$ геометры согласны во взгляд нниеходи- 
мость ряда, какъ на необходимое услове его законнаго употребления. 
Раздфляли этотъ взглядъ, который является, впрочемъ, столь естествензи 
нымъ, и первые создатели этой великой теори. Ряды, которыми онин 
пользовались, должны были всегда, по ихъ мнЪн!ю, давать численное“ 
значене развернутой функши. Лейбницъ явился первымъ, пожелавшимъ. 
правилъ сходимости. р Чех 


Въ письмЪ, адресованномъ имъ Герману, оть 2 юля 1705. 
читаемъ: 
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„Я не требую нахождения значення какого-угодно ряда въ ко- 
нечномъ видЪ; такая задача превышала бы силы геометровъ. Я же- 
лалъ бы только, чтобы нашелся способъ рЪшать, возможно ли значеше» 
выраженное посредствомъ ряда, т.-е. сходящееся ли оно, и, притом* 
рЬшать безъ знакомства съ происхожденемъ ряда. Необходимо, чтоб 
безконечный рядъ представлялъ конечное количество, чтобы можно’ 
было. доказать его сходимость и убЪфдиться, что при достаточномъ его 
продолжении ошибка можетъ стать сколь-угодно малою“. | 

Долго, однако, геометры, почти безъ исключеня, принимали отно- 
сительно этого пункта очень странную доктрину; не довольствуясь при- 
ложешемъ разложенй въ ряды къ законнымъ случаямъ, гдЪ они явля- 
ются сходящимися, они считали себя въ правЪ распространять ихъ безъ, 
ограниченя. Общность, присущая алгебраическимъ формуламъ, ввела 
по этому пункту въ обманъ самыхъ осторожныхъ и самыхъ искусныхъ; 
принимая ряды за многочлены, они считали возможнымъ выполнять надъ 
ними безбоязненно дЪйствия.и преобразования, признаваемыя законными 
для суммы какого-угодно числа членовъ, и долгое время не призна- 
вали спещальныхъ необходимостей, налагаемыхъ условемъ сходимости. 
Эйлеръ, первый ясно высказави!й такое мн$фне, полагалъ, что разсу- 
жден!е, куда входятъ расходящеся ряды, достаточно точно, какъ только 


продолжене вычислен!й приводитъ къ мы ВЪ конечныхъ ара 
женяхъ ИЛИ къ ‘сходящемуся ряду. 


— 
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Приняте такихъ принципов: "о удрымъ умомъ, который по- 
всюду въ другихъ м$5стахъь такъ шо понималъ и почиталъ мате- 
матическую строгость, есть одно изъ т5хъ противор$чй, въ которыя 
впадаетъ иногда человЪческй умъ и отъ объясненмя которыхъ надо 
отказать"... Каз бы то ни было, нЪфсколько счастливыхъ приложений 
занял:..2 "то доказательства, которое невозможно было дать и кото- 
раго долгое время никто не думалъ требовать. 

Толззю.въ началЪ девятнадцатаго вЪка Пуассонъ вернулъ геоме- 
ътровъ Наупуть истины и строгости, показавъ, къ какимъ результатамъ 
можетъ привести употреблен!е расходящихся рядовъ. Н$сколько энергич- 
ныхъ строкъ Гаусса и Абеля также посодЪйствовали прекращен!ю этого 
геометрическаго скандала и помогли прочно установить безусловную 
необходимость сходимости, заставляя исчезнуть изъ науки ошибку, ко- 
торая, затронувъ принципы, могла бы повести за собою множество 
ноугихь ошибокъ. Но безполезно задерживаться на доктринЪ, которую 
звчто не оправдываетъ и которая опровергается простымъ разсмотр$- 
-чемъ вытекающихъ изъ нея нелЪпыхъ слЪдствий. 

Правила, позволяюц!я судить о сходимости ряда, прюбр$ли новое 
значене, когда эта сходимость была признана необходимою. РЪшене 
запдачи въ н$которыхъ частныхъ случаяхъ такъ же древне, какъ и упо- 
зяеблен!е рядовъ; но глубокое изслЪдоваше было сдфлано лишь очень 
поздно и очень медленно. 

Прежде всего мы можемъ привести нЪфсколько. почти очевидныхъ 
правилъ, данныхъь Даламберомъ и относящихся къ численнымъ ря- 
дамъ, выражен!е остатка ряда Тэйлора, данное Лагранжемъ, изслЪдо- 
ван!е важнаго ряда, для котораго Гауссъ далъ услов!е сходимости, свя- 
зывая его съ изящными правилами, и, наконецъ, многочисленные 
методы, отъ которыхъ можетъ ускользнуть лишь очень немного слу- 
чаевъ, для суждешя о сходимости численныхъ рядовъ съ положитель- 
ными членами. _ 

Къ ученю объ условмяхь сходимости рядовъ мы должны былн 
присоединить изложен!е методовъ, облегчающихъ приближенное ихъ 
суммироване въ случа$ ихь медленной. ‘сходимости. Мы излагаемъ 
три метода, покоящихся на весьма различныхъ принципахъ; каждый изъ 
этихь методовъ можетъ, въ извЪстныхъ случаяхъ, оказаться выгоднЪе 
двухъ остальныхъ. Одинъ изъ нихъ принадлежитъ Стирлингу, второй— 
Эйлеру и третй, обладающий большимъ изяществомъ, былъ предложент 
Куммеромъ (Кипилег). 
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Рядъ Тэйлора, вслЪдстве своей большой общиости, долженъ былъ 
боле, чмъ всяюй другой, приковать къ себЪ внимамше геометровуъ; 
выражене остатка, послБдовательно полученное подъ различными ви- 
дами, боле или мене приноровленными къ наиболЪе замЪчательнымъ 
случаямъ, каве приходилось изслЪдовать, повидимому, являлось, до 
прекрасныхъ трудовъ Коши, послЪднимъ словомъ вопроса, разсмо- 
трЪннаго въ отвлеченномъ видЪ. Углубляясь въ результатъ Тэйлора и 
не считаясь съ принятой имъ точкою зрЪня, мы тотчасъ и довольно 
легко замЪчаемъ въ немъ обобщене принципа, на которомъ покоится 
дифференщальное ‘исчислене: безконечно-малое приращене функши, 
какова бы она ни была, пропорщонально, если пренебречь безконечно- 
малыми порядка выше перваго, приращшеню перемЪнной; исключеня, 
возможность которыхъ очевидна, такъ какъ функшя остается неопре- 
дъленною, могутъ относиться лишь къ нзкоторымъ отд$льнымъ значе- 
мямъ перемЪнной и теорема вообще и для всякой непрерывной функщи 
остается неизбЪжно точною. При изучеши вопроса ближе, ограничи- 
ваясь, однако, всегда случаемъ безконечно-малаго приращенйя, мы дока- 
жемъ, что избытокъ приращеня функши надъ частью, которую можно 
назвать главною и пропорщональною прирашеню перемфнной, является 
неизбЪжно пропоршональнымъ квадрату этого посл$дняго, если прене- 
бречь безконечно-малыми порядка выше второго; главная часть того, 
что отбрасывается при этомъ второмъ приближенви, сама пропорщю- 
нальна кубу приращеня перем$нной, и т. д. безъ конца, при чемъ 
возможныя исключеня относятся не къ отдфльнымъ функщямъ, такъ 
какъ теорема есть необходимое: слЪдстве изъ закона непрерывности, 
но къ спещальнымъ значенямъ перемЪнной, для которыхъ наступаетъ 
разрывъ непрерывности. 

Этотъ весьма важный и весьма свЪ$тлый взглядъ на теорему Тэй- 
лора не давалъ бы, однако, полнаго ея понимания. 

Коши выпала честь быть первымъ, связавшимъ. этотъ важный вд- 
просъ съ его истинными принципами. Возможность или невозможность 
‘разложеня функщи по формул Тэйлора можно выяснить, не прибЪгая 
къ вычисленю самыхъ членовъ ряда, лишь бы только функщЯ, кото- 
рую требуется развернуть, была опредфлена. для вещественныхъ и мни- 
мыхъ значенй перемЪнной. Это введене мнимостей въ.вопросъ, вполн$ 
чуждый на первый взглядъ ихъ теор, есть одинъ изъ величайшихъ 
уснзховъ въ девятнадцатомъ вЗкЪ, которымъ анализъ обязанъ Коши. 

Мнимыя выраженя являются необходимымъ елфдстыемъ простЪй- 
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шихъ формулъ Алгебры; корни невозможныхъ уравненй второй сте- 


пени имфють видъ а 2/— 1, который вм$стЪ съ тфмъ есть видъ кор- 
ней всякаго алгебраическаго уравненя и, вообще, результатовъ какихъ- 
угодно алгебраическихъ дЪйствй, выполненныхъ надъ такими выраже- 
нями. Эти теоремы были приняты геометрами раньше ихъь строгаго 
доказательства. Эйлеръ излагалъ ихъ въ 1742 г., въ МисеНанеа Вегойтепяа, 
какъ очень изв$стныя. Однако только въ 1746 г. появляется первое 
общее доказательство, данное Даламберомъ, доказательство, надо со- 
знаться, недостаточное, также какъ и всЪ ТЪ, которыя были даны до 
Мемуара, въ которомъ Гауссъ вновь принимается за этотъ вопросъ 
посл справедливой критики разсуждевшй, предложенныхъ до него. 
Немног!е, впрочемъ, вопросы чаще подвергались изсл$дованю. Гауссъ 
посвятилъ ему-не мен$е пяти Мемуаровъ, а Коши, которому часто при- 
писывали первое строгое доказательство, неоднократно возвращался 
къ нему самъ. 

Не только алгебраическмя дЪйствя, выполненныя надъ мнимыми вы- 
раженями, даютъ въ результатЪ выражен1я того же вида, но также и 
логариемъ мнимаго выражен1я допускаетъ безчисленное множество зна-_ 


ченй, вс вида а-?И— 1, и степень съ мнимымъ показателемъ можеть 
быть представлена подъ т5мъ же видомъ, къ которому всегда прихо- 
дили. Въ этомъ заключается важное открыпе Эйлера, которое тмъ 
болЪе дфлаетъ чести его проницательности, что изсл5довашя Лейбница 
и Бернулли по этому предмету только запутали вопросъ, выказывая 
всЪ его трудности. Эйлеръ разсфялъ всЪ тучи, давъ выражеше триго- 
нометрическихъ лин посредствомъ показательныхъ мнимостей, откуда 
выведено столько прекрасныхъ слЪдствй, указанныхъ въ значительной 
части имъ самимъ. Приводимъ здфсь только разложеше тригонометри- 
ческихъ линй въ произведеня и т5 многочисленныя формулы, къ кото- 
рымъ оно приводитъ и доказательства которыхъ, надо сознаться, до- 
вольно слабыя, были потомъ подтверждены болЪе строгимъ анализомъ. 
Эйлеру же мы обязаны рядами, выражающими синусы и косинусы 
кратной дуги въ функши цБлыхъ степеней синуса или косинуса, и 
обратно, степени синуса или косинуса въ видЪ ряда, члены котораго— 
синусы или косинусы кратныхъ дугъ; результаты, которые онъ далъ, 
подвержены, правда, ограниченямъ, которыхъ онъ не зналъ, и гео- 
метры, обманувшись въ своихЪ идеяхъ относительно общности алге- 
браическихъ формулъ, долгое время не довЪряли имъ. Пуассонъ первый 
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отмЪтилъ въ нихь противорЪще, объяснене которому не было дано 
непосредственно; но въ математическихъ знашяхъ формулы никогда 
не противорЪчатъ самимъ себЪ, и если въ нихъ оказывается какая- 
нибудь парадоксальность, можно утверждать, что боле внимательное 
изсл5доване ее устранитъ. ДЪйствительно, Пуансо не замедлилъ, въ 
своемъ МемуарЪ объ угловыхъ сЪчешяхъ, точно установить смыслъ 
и условя справедливости этихъ различныхъ разложешй. ИзслЪдоване 
вопросовъ о сходимости, къ сожал5ю, не нашло мЪста въ его 
трудЪ, и впервые произведено Абелемъ, въ его важномъ МемуарЪ о 
биномъ. 

Этоть Мемуаръ Абеля приводить насъ къ теори мнимыхъ функщй, 
отъ которыхъ мы какъ будто удалились, говоря о тригонометрическихъ 
рядахъ. Знаменитый норвежсюй геометръ изучаетъ въ немъ, съ почти 
небывалою до т5хъ поръ строгостью въ вопросахъ этого рода, рядъ би- 
нома, въ которомъ онъ предполагаеть подъ входящими туда буквами 
мнимыя значенмя. ДЪло для него шло не о томъ, чтобы только знать, 
остается ли формула Ньютона справедливою и попрежнему представ- 
ляетъ (1--»)”, когда х и т мнимые. Такое предложене не им$ло бы 
никакого опредфленнаго смысла. Въ самомъ дЪфлЪ, рядъ является вполнЪ 
опредзленнымъ при данныхъ х и т, функщя же допускаетъ, по опре- 
дъленю, безчисленное множество значенй; какое изъ нихъ„кредстав- 
ляетъ рядъ? Абель вполнЪ рЪшаетъ вопросъ, подготовляя такимъ обра- 
зомъ изслфдованемъ труднаго и важнаго частнаго случая общую теор!ю, 
которую немного спустя. создаль Коши и которая быстро завоевала 
такое значеше, что мы должны особенно на ней остановиться. 

Чобы понять важность этой теор!и, нужно, во-первыхъ, составить 
себъ ясную идею о степени общности, заключающейся въ сл5дующемъ 
выражени: какая-угодно мнимая функщя, и не позволять себЪ обма- 
нываться аналогей, весьма ошибочной на этотъ разъ, съ какою-угодно 
вещественною функщею. 

Мы имЪфемъ весьма ясное поняме о степени неопредфленности, 
входящей въ выражен: какая-угодно функшя оть вещественной пере- 
мьънной. Мы подразумЪваемъ, что можно, для каждаго значеня пере- 
мЪнной, выбирать по своему произволу значене функщи, такъ чтобы 

выборъ не былъ стЪсненъ никакимъ другимъ ‘условемъ кромЪ услов!я 
давать непрерывный рядъ, представляющий точки кривой, видъ кото- 
рой остается произвольнымъ. Аналогя совершенно естественно застав- 
ляетъ разсматривать какую-угодно мнимую функщю, какъ заключаек. 
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щую ту же степень неопред$ленности и могушую получать, для дан- 


наго значення перемфнной х=и-+ВУ— 1, по произволу значеня для 
обЪихъь частей, какъ для вещественной, такъ и для мнимой, безъ вся- 
каго иного ограничен1я кромЪ$ ограниченй, вытекающихъ изъ услов1я 
непрерывности. Однимъ словомъ, если принять а, В за координаты 
точки, третья координата которой есть вещественная часть соотв$т- 
ственнаго значення произвольной функщи, то должно думать, а ром, 
что поверхность, описанная этою точкою, всец$ло произвольна, подобно 
порождающей ее функши; но это было бы тяжкою ошибкою. Въ са- 
момъ ДЪЛЪ, услове имЪть опредЪленную производную равносильно 
двумъ уравненямъ, которымъ подчинены какъ вещественная, такъ и 
мнимая часть какой-угодно функши и которыя мы будемъ предпола- 
гать всегда удовлетворенными. Существоване этихъ уравненйй показы- 
ваетъ, какимъ образомъ функшя, опред$лене которой не дано, можетъ 
имЪть, однакожъ, весьма опредБленныя свойства, и объясняетъ по- 
явленше прекрасныхъ теоремъ Коши, которыя безъ этого были бы непо- 
нятны. Мы ограничиваемся въ этомъ томф указашемъ, какъ безко- 
нечныя или недостаточно опредфленныя значенмя функщи даютъ пре- 
длы, внЪ которыхъ ея разложене невозможно. Мы вернемся къ этому 
въ другомъ томЪ, гдЪ интегральное исчислене упроститъ доказатель- 
ства, давая возможность дополнить ихъ. Эта теоря, какъ утверждаетъ 
Лагранжъ въ своемъ знаменитомъ трудЪ, тБмъ болЪе важна, что тео- 
рема Тэйлора, которую далеко нельзя разсматривать, какъ слЪдстве 
изъ дифференщальнаго исчисленя, должна доказываться & рой и со- 
держитъ истинные принципы этого исчислешя, освобожденные отъ 
всякой идеи о безконечно-малой величинЪ или о предЪлЪ. Доказатель- 
ство, данное знаменитымъ авторомъ, несмотря на внушительный авто- 
ритетъ его имени, не могло быть принято геометрами, но это не должно 
умалять удивленя передъ столь категорическимъ, хотя и не доказан- 
нымъ, утверждешемъ принципа, который, установленный полстолЪтя 
спустя на совершенно другихъ основанляхъ; долженъ былъ въ то же 
время пр1обрЪсти такую степень общности, о которой сторонники этихъ 
идей тогда даже и не мечтали. Видя, сколько нужно тонкихъ объяс- 
нений для установления значення и пред$ловъ теоремы Тэйлора, стано- 
вится понятнымъ, что она затрогиваетъ истины слишкомъ трудныя, 
чтобы можно было сдфлать ее, какъ хотБлъ Лагранжъ, краеугольнымъ 
камнемъ здан!я: къ какой бы изящной и легкой доктрин ни пришли бы 
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геометры, подымаясь сразу на такую высоту, они не могутъ забывать, 
что точность высказанныхъ положен и безусловная солидность дока- 
зательствъ служатъ существеннымъ признакомъ математическихъ знаний, 
и если извинительно уклониться отъ нихъ на моментъ для скорЪй- 
шаго достижен1я главной цфли, то всё-же никакая строгость не оказа- 
лась бы чрезмЪрною, когда идетъ дЪло объ установлен!и основанй для 
длиннаго ряда теорий. 

Когда въ рядЪ Гэйлора приписывается перемЪнной мнимое значене, 
онъ преобразовывается въ рядъ, расположенный по синусамъ и коси- 
нусамъ дугъ, кратныхъ относительно одной и той же дуги. Ряды этого 
рода, имъюше такое значене въ настоящее время, впервые были разсмо- 
тр$ны Дан!иломъ Бернулли, который посредствомъ остроумныхъ, но чрез- 
вычайно см$лыхъ пр1емовъ, и, надо даже признаться, очень далекихъ отъ 
строгости, далъ выражен!е для постоянной, для перем$нной х, для квадрата 
и куба этой перем$нной въ видЪ подобнаго ряда. Достаточно указать здЪсь 
на то, что точкою отправленя для доказательства служитъ уравнение 


1 | 
—5=с0$х-р с0$ 2х Е созЭх-- ... + созих-{ ..., 


- которое Бернулли называетъ ?исопотие чета и которое слфдовало бы 
просто назвать невёрнымъ и не имфющимь смысла, потому’ то-вторая 
часть, очевидно, неопредЪленна. Годъ спустя Эйлеръ, обративъ внима- 
не на эти вопросы, связалъ ихъ съ своею теорею мнимыхъ показа- 
тельныхъ функшй; но только въ девятнадцатомъ взкЪ важное прило- 
жене, сдБланное Фурье, послужило толчкомъ къ новымъ работамъ, по- 
казывающимъ, во всей строгости, возможность представлять посред- 
Но этотъ важный предметь не можеть быть разсмотрфнъ въ этомъ 
томЪ, и мы приведемъ здфсь лишь простые и не совс$мъ стройе ме- 
тоды Эйлера. | 

Распространяясь столько, сколько мы это сдфлали относительно 
теории рядовъ, невозможно было не встрЪтить множества изящныхъ и 
знаменитыхъ результатовъ, выводимыхъ изъ общихь формулъ. Должно, 
однакожъ, существенно различить между собою рядъ, расположенный 
по восходящимъ степенямъ перем$нной или по какому бы то ни было 
другому. правильному’ закону, и рядъ чисто численный, сумма кото- 
раго представляетъ число, а не. функщю: частное значене перемЪнной 
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буквы можетъ привести первый ко второму, но обратная задача не- 
опредфленна. Напр., формулу 


п 1 1 1 
272 _ Г 7+5 +п Е 


данную безъ доказательства Ньютономъ, можно , разсмотрыть ‘безраз- 
лично, какъ происходящую изъ ряда 


въ которомъ полагается х-= 1, или изъ ряда 


р Утых \ 


Ех зем ..), 
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совершенно различнымъ теорямъ и; кромЪ того, можетъ выводиться 
изъ множества другихъ. 

Труды и Мемуары Эйлера содержатъ большое число суммирован!й 
этого рода, которыя мы вовсе не нам5рены приводить зд$сь всЪ; для 
ихъ изучешя надлежитъ обратиться. къ его Введенню въ анализъ без- 
конечно-малыхъ и къ С.-Петербургскому сборнику Мемуаровъ. 

Несмотря на все значенше ряда Тэйлора часто проще получить члены 
разложеня, которые онъ долженъ былъ бы дать, при помощи другихъ 
методовъ, примфры которыхъ даны въ главз Ш второй Книги. Тамъ 
прежде всего помфщено нЪсколько. доказательствь общей формулы 
Лагранжа, выражающей въ видЪ ряда, расположеннаго по степенямъ а, 
корень х какого-угодно уравненя, представленнаго предварительно 
ПОДЪ ВИДОМЪ 


гдЪъ полагается х = 





Она принадлежитъ такимъ образомъ къ двумъ 


к =а- 9$ (). 


Эта прекрасная формула была предметомъ многочисленныхъ работъ, и 
выдающееся геометры расходились во. взглядахъ на отличительный при- 
знакъ представляемаго ею корня. Эти вопросы будутъ разобраны позже. 
Въ этой глав мы дадимъ относительно этого пункта лишь н$Ъсколько. 
_ простЪйшихъ указанй. Формула Лагранжа даетъ, какъ слЪдстве, двЪ 
друмя достойныя внимашя формулы, принадлежания Бурману и Абелю. 
`Методъ неопредъленныхъ. коэффищентовъ очень часто является 
‚наивыгоднйшимь: для получен членовъ разложевя, законность кото- 
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раго доказана; мы даемъ много примЪровъ на этотъ методъ, отмЪчая 
между ними замфчательные ряды Чебышева. Геор1я производящихь 
функшй, созданная Лапласомъ, нЪсколько зам чан относительно сим- 
волическихъ обозначенй и отступлене въ сторону функшй, обозна- 
чаемыхъ черезъ Дл, и въ сторону чиселъ Бернулли заканчиваютъ главу, 
объединенную нич$мъ другимъ, какъ только отсутстиемъ теоремы Тэй- 
лора въ изучени рядовъ, которые могли бы быть выведены изъ `нея. 

Глава [У содержитъь опредфлене мнимыхъ функшй. Главные 
пункты, разсмотрЪнные тамъ, были указаны выше, по поводу теоремы 
Тэйлора. 

Глава М посвящена разложеню функшй отъ н$сколькихъ перемфн: 
ныхъ; она содержитъ распространение на этотъ случай формулъ Гэй- 
лора и Лагранжа. 

Глава У| знакомитъ съ разложешемъ н5которыхъ функшй въ 6ез- 
конечныя произведен!я; основными формулами, изъ которыхъ выводится 
большинство другихъ, являются формулы, дающя выражения эпх и соз$х 
и прилагаюцияся къ вещественнымъ или мнимымъ значенямъ перемЪн® 
ной; онЪ принадлежать Эйлеру, который, не будучи строгимъ въ ихъ 
доказательств и въ изучени ихъ слфдствй, вывелъ, однако, изъ 
нихъ весьма большое число Вьрныхъ и важныхъ результатовъ, под-, 
твержденныхъ потом ь безукоризненнымъ анализомъ. 

Разложеня подъ видомъ к^прерывлыхъ дробей разсматриваются 
въ главз УП, гдЪ указаны наиболфе за‘ ЪЗчательныя формулы по этому 
предмету, полученныя Эйлеромъ, Ламб отомъ, Лагранжемъ и Гауссомъ; 
эти разложен!я могутъ, притомъ, сил’ о разнообразиться для одной и 
той же функщи, и ихъ значевн!е. стод большое въ Ариеметикф, зна- 
чительно меньше въ АнализЪ, . съ ъ услов!е допущения только цз- 
лыхъ знаменателей, влекущее за соб.  прекраснЪйция свойства этихъ 
дробей, здЪсь опускается безъ замфнь. эго чБмъ-либо другимъ. 

Принципы теогли вычетовъ, созданной Коши, изложены въ 
главз УШ. Знаменитый геометръ замфтилъ, что во множествЪ задачъ, 
гдЪ играютъ-роль функщи. в _ я черезъ безконечное значенге, 
часть, важная для разсмотрЪнЯ, 1а,`. торая чаще всего опредфляетъ 
одна результатъ, не есть, какъ указали бы, повидимому, всф аналоги, 
главная часть, т.-е. простая функщя, для смежныхъ значенйй которой. 
разность съ функшею есть безконечно-малая относительно каждаго. 
изъ нихъ, но нькоторая дробь со знамейателемъ всегда первой сте-. 
пени, числитель которой Коши назвалъ вычетом® ‘и изящныя и. 
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полезныя приложения которой онъ далъ почти во вс$хъ частяхъ 
пауки. 

Наконецъ, вторая Книга заканчивается двумя главами, относящи- 
мися къ особеннымъ значенямъ функщй и къ вопросамъ о тахипип?Ъ 
и пипилао?Ъ. Мы должны были помфстить ихъ послЪ ученя о рядахъ, 
на которыхъ основана большая часть изложенныхъ тамъ методовъ и до- 
казательствъ. а 

Приложене исчисления безконечно-малыхъ къ теорйи кривыхъ и по-. 
верхностей составляетъ предметъ третьей Книги. Общность изложен- 
ныхъ тамъ результатовъ почти всегда абсолютна, и почти всф теоремы 
не зависять отъ спещальнаго опред$леня кривой или поверхности, 
къ которой онЪ относятся. Декартъ, Ферматъ, Паскаль, Гюйгенсъ, Ро- 
берваль и нЪкоторые друме безъ сомн5ыя рЪфшили бы безъ помощи 
новаго исчисленшя каждый изъ ‘вопросовъ, къ которымъ оно прежде 
всего было приложено, но сила и красота новой идеи именно и со- 
стоятъ въ упразднен!и всякаго различя между изучаемыми функщями 
„ли между геометрическими м$Ъстами, которыя он представляютьъ. 
соединяя въ одни и ТЪ же изслфдованя механическя и геометри- 
ческя кривыя, разсмотр5нныя Декартомъ раздфльно, Лейбницъ раз- 
рушилъ _барьеръ, вредный для прогрефса науки, возвЪъщая первый о 
существовани общихъ законовъ, приложимыхъ «ъ измЪненю всЪхъЪ 
непрерывныхъ величинъ; и если навболЪе чудесные результаты, къ 
которымъ ведетъ этотъ путь, йстались неизвЪстными создателямъ диф- 
ференщальнаго исчисления, то тчельзя имъ отказать въ неоспоримой 
чести проложеня первыхъ шагеаы въ этомъ направлен!и. 

Должно прибавить, что эт. ‹обшнцоесть въ результатахъ, придавая 
значен!е дифференщальному. ис« опензс, составляетъ также и его прос- 
тоту. Если индивидуальное изу° „ кривыхъ и поверхностей, подобно 
изучен1ю частныхъ функщ, и 0, ‹:егчается познашемъ законовъ, общихъ 
для всЪхъ случаевъ, то оно всё-же требуетъ, надо.ато признать, вмЪстЪ 
съ неменьшею по силЪ изобрЪтательностью, ‹премовъ изслфдованя 
несравненно боле разнообразны: `злощи удивляясь великимъ ген ямъ, 
открывшимъ новые пути, не» жны оть этого цфнить ниже труды 
тЪхъ, которые продолжали идти по старой крот или умалять зна- 
чене, связываемое съ ихъ открытми. 

_Первая глава этой третьей Книги посвящена ученю о кривизнЪ 
плоскихъ лин и теори эволютъ; обЪ эти теори глубоко между со- 
бою связаны и раздЪФлять ихъ не должно. Однако знаменитый Гюйгенсъ, 
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создатель второй изъ этихъ теор, кажется, не им$ль опредЪфленнаго 
понят1я о кривизнЪ; по крайней мЪрЪ, онъ его не формулировалъ ясно. 
Лейбницъ и Ньютонъ первые пришли къ нему различными путями. 
Именно въ 4 Еги@йогит 1686 г. Лейбниць далъ первый опред$- 
леше соприкасающагося круга, объясняя его важную роль, которую 
онъ долженъ играть при изучени кривыхъ. „Въ каждомъ безконечно- 
маломъ отрфзк$ кривой можно разсматривать, говоритъ онъ, какъ это 
дфлали до сихъ поръ, не только направлене, но и измфнене этого 
направлен!я, т.-е. сгибаше (схига); и какъ для того, чтобы указать 
направлене, пользуются возможно простЪйшею лишей, какою является 
прямая, такъ и я изм$ряю сгибане кривой простьйшею лишей, ‘ко- 
торая имЪла бы не только то же направлене, но еще и ту же кри- 
визну, какъ кривая, т.-е.‹. кругомъ, который не только касается ея, но 
и является для нея соприкасающимся. Указывать направлен!е боле всего 
свойственно прямой лини, направлене которой всегда одно и то; же: 
точно такъ же, указывать кривизну боле. всего свойственно ‘кругу, 
потому что кривизна круга одна и та же во всЪхъ его точкахъ. Со- 
прикасаюцийся кругъ кривой въ точкв есть кругъ, образующий съ нею 
наименьций уголъ соприкосновения; въ самомъ дЪлЪ, среди безчислен- 
наго множества круговъ, касающихся кривой въ точкЪ, всегда можне 
отм$тить одинъ, который уподобляётся ей боле, чБ$мъ всф друге, 
и ползётъ, такъ сказать, дольше около нея, так что никакой другой 
кругъ не можетъ быть помфщенъ между ними“ ] 
Предыдущее мЪсто выписано изъ очень КоротЕНЬКОЙ ЗамЪтки Лейб: 
ница, крайне любопытной во всфхъ отношеняхъ. Въ ней мы ВИДИМЪ 
примфръ манеры этого мощнаго ума, когда онъ, касаясь всего какъ бы 
слегка, во все проникаетъ до самой глубины. Онъ весьма ясно усмот- 
р»льъ теорю соприкосновеня и соприкосновенй различныхъ поряд- 
ковъ, хотя. и выражетъ ее въ не ‚совсфмъ точной формЪ; но и здЪсь; 
какъ во многихъ. другихъ случаяхъ, онъ довольствуется тЪмъ, что по- 
_сФялъ зерна новой теор!и, предоставляя другимЪ заботу заставить ихъ. 
принести плоды. Указаня, которыя онъ даетъ относительно способа 
нахожденя соприкасающагося круга не только весьма смутны, но без- 
условно невЪфрны, такъ какъ онъ ошибается относительно числа рав- 
ныхь корней, которые мы должны находить при разыскани пересф: 
ченя. кривой съ ея соприкасающимся кругомъ. Изъ этого недосмотра 
можно. заключить, что выбранный имъ примфръ, являюнийся кониче- 
скимъ сфчешемъ, разсмотрЪннымъ въ его вершинЪ, есть единственный, 
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который онъ изслБдовалъ до конца; если бы онъ испыталъ другой, то 
онъ, конечно, усмотр$лъ бы, что только три точки пересЪченя, но не 
четыре, сливаются въ одну. Многимъ изъ этихъ указавйй, хотя и спра- 
ведливымъ при надлежащемъ ихъ истолковани, не достаетъ, можетъ- 
быть, опредЪленнаго основан1я, и понятно, что при чтени подобныхъ 
сочиненй заключающаяся въ нихъ доктрина осталась бы недоступною 
для большинства читателей. 

Яковъ Бернулли, принимаясь н$сколько лЪтъ спустя за изложенше 
тЪхъ же принциповъ, отм5тилъ недосмотръ Лейбница, относяцийся къ 
числу точекъ перес$ченя кривой съ ея соприкасающимся’ кругомъ; но, 
несмотря на очевидность неоднократно представленныхъ ему объяснений, 
Лейбницъ остался при своемъ и только значительно позже отказался 
оть своего перваго утверждения. 

Изъ того, что Лейбницъ не упоминает имени Гюйгенса, повиди- 
мому, сл$Здуетъ, что онъ не тотчасъ замЪтилъ внутреннюю связь между 
своею новой теорей и теортей эволютъ; но въ письмЪ, написанномъ 
пять лЪтъ спустя, онъ говоритъ Гюйгенсу: „Центры круговъ, изм$ряю- 
щихъ кривизну, идутъ въ вашемъ построени посредствомъ разверты- 
ваня“. Гюйгенсъ отвфчалъ: „Вы мн говорите о вашемъ. разсуждени: 
Пе апелйо сотасих еЁ озсий, которое, помнится, я читаль и которое не 
показалось мнЪ новымъ, такъ какъ я разсматривалъ эти виды сопри- 
косновеня въ своемъ Трактат о развертывани кривыхъ и, притомъ, 
задолго передъ этимъ“.—-,Я охотно в$рю, отв$чаетъ Лейбницъ, что вы 
представляли себЪ кругъ; описываемый изъ точки развернутой кривой и 
имЪъюший радусомъ наименьшую прямую, какую можно провести изъ 
этой точки до описанной кривой; но не думали ли вы, можетъ-быть, 
разсмотрфть его, какъ м$ру кривизны, я же, когда разсматривалъ наи- 
большй кругъ, касающийся кривой внутренно, не помышлялъ о развер- 
тывашяхъ“. Ньютонъ съ своей стороны,. въ книг$: „//риниипы“, опуб- 
ликованной въ 1687 г., постоянно пользуется теорею радпуса кривизны 
И выказываетъ полное знакомство съ соотношенемъ, связывающимъ 
эту теорю съ теорей эволютъ. 

° Глава заканчивается учешемъ о системахъ криволинейныхъ коор- 
динатъ на плоскости и доказательствомъ замфчательныхъ формулъ Ламэ 
(Гале); создавъ эту теорю, онъ посвятилъ ей такой исчерпывающий трудъ, 
посл котораго, какъ кажется, очень мало осталось что-либо сдфлать 
для дальнфйшаго ея развитя или упрощеня. Мы особенно отмЪчаемъ 
замЪчательное соотношене, связывающее радусы кривизны ортогональ- 
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ныхъ кривыхъ съ ихъ производными, взятыми по нормальнымъ дугамъ, 
очень изящную формулу, содержащую неявно законъ возможнаго изм$- 


нешя сторонъ безконечно-малыхъ прямоугольниковъ, на которые раз- 
бивается плоскость двумя рядами ортогональныхь кривыхъ: каждый 
прямоугольникъ въ частности, очевидно, произволент: но ихъ послф- 


довательныя стороны им$ютъ между собою необходимыя соотношенйя, 
которыя изм$нились бы, если бы кривыя были расположены на другой 
поверхности, и являются общими только для двухъ взаимно наверты- 
ваемыхъ поверхностей. 

Учене о линяхъ, нанесенныхъ на сферЪ, составляетъ предметъ 
второй главы; въ ней разсматривается элементъ, отм$ченный Эйлеромъ 
подъ именемъ сферической кривизны и введенный, какъ естественное 
обобщен!е понятя о кривизнЪ плоскихъ линй. Работы новЪфйщихъ гео- 
метровъ распространили обобщене на лини, нанесенныя на какой- 
угодно поверхности, и т5мъ усилили значен!е весьма простыхъ теоремъ, 
которыя мы доказываемъ для’случая сферическихъ кривыхъ. Распро- 
странене прекрасныхъ формулъ Ламэ на случай системы линй, пере- 
сБкающихся подъ пряЯмымъ угломъ ‘на сфер должно быть особенно 
отмЪчено. 

Третья глава посвящена лишямъ двоякой кривизны. Не занимаясь 
отдфльно никакою кривою, мы даемъ, какъ для плоскихъ кривыхъ, 
свойства, обиия имъ всфмъ; они являются въ большинствЪ$ сл5дствями 
изъ. закона непрерывности, но связь, соединяющая ихъ съ этимъ зако- 
номъ, скрыта: только весьма изощренные 'и внимательные глаза могутъ 
ее замЪтить. Всякая кривая иметь въ каждой точкБ соприкасаю- 
щуюся плоскость и соприкасаюнийся кругъ, ось котораго, представляю- 
щая пересфчене двухъ нормальныхъ безконечно-близкихъ плоскостей, 
есть производящая развертывающейся поверхности, имБющей ребромъ 
ВоларатА геометрическое мЪсто центровъ соприкасающихся сферъ. 

Соприкасающаяся плоскость впервые была разсмотр$на Иваномъ 
Бернулли, который, вводя ее въ рЬшене одной геометрической за- 
дачи, указалъ вполнф достаточный способъ для ея опредления. Но эти 
разсужден!я, кажется, очень мало обратили на себя вниманя до по- 
явленя: прекраснаго Мемуара Монжа,. въ которомъ въ первый разъ 
изложена ‘общая теоря эволютъ и ‚который `.составляеть основаше 
нашихь - познанй  общаго характера о кривыхъ ‘двоякой кривизны. 
_ Именно здЪсь впервые указана развертывающаяся поверхность, содер- 

жащая эволюты и свое ребро возврата, представляющее геометриче- 


43 


ское мЪсто центровъ соприкасающихся сферъ. Равнымъ образомъ онъ 
показалъ, что геометрическое мЪсто центровъ кривизны‘ не есть эво- 
люта, и облегчиль рЪшене всфхъ задачъ, изложенныхъь въ этой 
третьей главЪ. | | 

Общая теоря поверхностей въ томъ видЪ, какъ она. изложена въ 
въ главахъ \, УГ и УП, заключается почти цфликомъ въ МемуарЪ 
Эйлера о кривизнЪ нормальныхъ сфчешй и въ тЪхъ сочиненяхъ Монжа, 
гдф онъ показываеть существоваше и свойства лийЙ кривизны. Эти 
свойства, столь простыя и столь удивительныя по своей общности, не 
могли не стать вскор$ школьными и, такъ. сказать, элементарными. Ни- 
чего нзтъ полезнзе для ясности теори, какъ ея введеше въ строй пра- 
вильнаго преподавания. ПослЪдовательныя усиля учителей, а часто также 
и учениковъ, направленныя на всЪ$ ея слЪдствя, углубляясь въ случай- 
ныя трудности безъ пропуска какого-либо пункта неизсл5дованнымъ, 
приводятъ мало-по-малу къ очевидн5йшимъ терминамъ предложения, 
которыя, высказанныя впервые ихъ творцами, могли показаться чрезвы- 
чайно чудесными и въ высшей степени неожиданными. Во главЪ работъ, 
наибол$е способствовавшихъ достиженшю этой цфли, должно поставить 
остроумную теорю индикатрисы, при помощи которой Дюпенъ (Вир!) 
такъ счастливо связалъ между собою результаты Эйлера и Монжа. При- 
ведемъ также, среди крупныхъ успЪховъ, каке оставалось совершить 
послЪ трудовъ этихъ двухъ великихъ геневъ, важную теорему объ 
ортогональныхъ поверхностяхъ, открытую тоже Дюпеномъ, которой 
изсл5дованя Ламэ придали потомъ такъ много значенля. Не забудемъ, 
наконецъ, прекрасной теоремы Малюса (Мам) о св$товыхъ лучахъ, 
дополненной Дюпеномъ и доказанной имъ въ первый разъ во всей 
ея общности. . | зе 

Первыя разысканя. Монжа по теори поверхностей появляются. 
МемуарЪ, заглане котораго обЪщаетъ, повидимому, изслдованя совер- 
шенно иного характера. Въ самомъ дЪлЪ, въ своемъ МемуарЪ о выемкахъ 
и насыпяхъ онъ даетъ въ первый разъ услове, чтобы прямыя. были 
нормальны къ одной и той же поверхности, и тамъ же доказываеть, 
для какой-угодно поверхности, существоване линй кривизны. Особен- 
ность этого Мемуара. должна быть отм$чена: онъ по своему заглав1ю 
кажется вполн$ чуждымъ теор поверхностей; дЪйствительно, онъ оза- 
главленъ: /Мемуар по теор выемокь и насыпей. Изсл5дуемый тамъ 
вопросъ любопытенъ, но онъ рфшенъ, надо признаться, посредствомъ 


такихъ нестрогихъ разсужденй, что можно даже. усомниться въ самой 
м 
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справедливости заключен. Такимъ образомъ Монжъ одно изъ своих 
самыхъ прекрасныхъ открытй далъ въ видЪ леммы, предназначенно! 
облегчить изучене этой неполной и лишенной значеня теорли. 

ПослЪдняя глава этого тома изсл5дуетъ лини, нанесенныя на ка 
кой-угодно поверхности; главные въ ней результаты заимствованы из 
одного изъ наиболЪе прекрасныхъ и наиболЪе знаменитыхъ Мемуа: 
ровъ Гаусса. Они относятся къ деформащи (видоизмненю) поверх 
ностей по такому закону, что длина нанесенныхъ на нихъ лин остается 
безъ изм5неня. При такой деформаши произведене радусовъ кри: 
визны остается неизмЪннымъ въ каждой точкЪ; но обратное предло-. 
жене несправедливо, и точки одной поверхности могутъ соотвЪтство: 
вать по одной точкамъ другой поверхности такъ, что произведен ра: 
дусовъ кривизны будетъ одно и то же въ соотвЪтственныхъ точкахъ 
но соотв$тственныя лини не будуть еще вслдстве этого одной и 
той же длины; необходимы другя услов!я, чтобы двЪ$ поверхности были 
навертываемы одна на другую; ихъ изучене, постепенно усовершен: 
ствованное многими искусными геометрами, привело къ весьма про- 
стому методу, позволяющему рЪшать; не выходя изъ предЪловъ диф- 
ференщальнаго исчисления, навертываемы ли двЪ поверхности одна на 
другую. 

Та же глава содержитъ, наконецъ, н-сколько замфчательныхъ ре: 
зультатовъ относительно элемента, названнаго. Лувиллемъ (Гоцуе 
геодезическою кривийзною и играющаго въ учени о линяхъ, нанесен: 
ныхъ на поверхности, роль, совершенно аналогичную роли кривяний 
въ учени о плоскихъ линяхъ. 

Таково краткое содержане двадцати шести главъ, составляющихь 
этоть первый томъ; въ немъ есть важные проб$лы и многочисленные 
недостатки, которыхъ я не скрываю отъ себя. Сравнивая то, что я 
смогъ сдфлать, съ предначертаннымъ себЪ планомъ, я знаю лучше вся- 
каго другого, какъ далеко не достигъ я желаемой цфли. Я хотфль бы 
устранить для молодыхъ геометровъ при изучени ими трудовъ во- 
ждей науки всЪ препятствя, проистекаюция отъ незнаня принци- 
повъ, на которыхъ эти труды покоятся; но такая программа почти 
безпред$льна, и я долженъ былъ ограничиться, по мЪрЪ своихь 
силъ_ и знанй, облегчешемъ для нихъь лишь первыхъ шаговъ. Можно, 
безъ сомнфыя, все это сдЪфлать гораздо лучше, но нельзя, я въ томъ 
убЪжденъ, ‘преодолть всЪхъ трудностей. Можетъ-быть, даже было-бы 
несправедливо сожалЪть объ этомъ; ничто не можетъ замфнить непо- 
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‘редственнаго изученя великихъ учителей, и помогая молодымъ лю- 
‹ямъ слишкомъ долго держаться отъ нихъ вдали и тЬмъ облегчая ихъ 
занят1я, мы, пожалуй, задержали бы, и на очень, можетъ-быть, долгое 
зремя, развите у нихъ духа творчества. 


ж. Бертранъ 


ЖОЗЕФЪ БЕРТРАНЪ, 


члвнъ Институтл, иРОФЕССОРЪ Политехнической школы и 
ФрАнцузской Коллегии 


о Е 
т 


(а. 


РЕНЦИАЫЬНОВ ИБЧИСЫЕЯ 


Р+о]отаеиз$ гех диае$1$5е ех ЕисИ4е 41с1- 
иг, еззеёте аПдиа гездла а9 Маези \а, 19 
е5{ р1апа гасШзаче: пехау{ Еис|4ез, зе4 еат 
Воде по\у!$ деесй$ те{о41$ арегиити$. 


С.-С. Це! п! 2 





Съ ПОРТРЕТОМЪ АВТОРА 


ПЕРЕВОДЪ БЕЗЪ ИЗМЪНЕНШЙ СЪ ПОСЛЪДНЯГО ФРАНЦУЗСКАГО ИЗДАНЯ 


М. В. ПИРОЖКОВА, 


БЫВШЛАГО ПРЕПОДАВАТЕЛЯ С.-ПЕТЕРБУРГСКОЙ 10-0 ГИМНАЗИИ 


Издательство и книжный складъ «Наука и Жизнь» 
В. Д. Дорнбергъ 
(Спб., Пет. стор., Большой пр., д. 32) 
С.-ПЕТЕРБУРГЪ 
тОтт 





ОГЛАВЛЕНТЕ 
ПЕРВАЯ КНИГА 


Дифференщальг и производныя 


Стран. 
`ЛАВА ПЕРВАЯ. — Безнонечно- малые  ;азличныхъ порядковъ, ИХЪ употреблеше въ геометрм. . . 1 
ОпредВаен{я (8$ 1—10). ] 
Зам на безконечно-малыхъ (88 1—2). не а а Ч 
У потреблене безконечно-малыхтъ при обмена н$которыхъ 
задач. — Опредфленте Касательной кт нНфкоторымт крн- 
вымъ ($88 13—14) ...... 8 
Опред $ ленте нфкоторыхъ касательных плоскостей (86 5_п) . № 
Длина дутъ н{-которыхъ кривыхъ (88 18—22)... 18 
Упражнения а: хо м о ооо сое офошоно 29 
ГЛАВА ВТОРАЯ. — Производныя и дифференщалы перваго порядка. 24 
Опред$ лен:е производной (88 23—24). ... и оао 
Производныя отъ простыхъ функиий (88 25—31) И Е 
Производныя отъ обратныхъ функц! (8 32—35)... .. ру 
Производныя функций отъ, функцуй (88 36—38)... ....... 80 
Производная отъ произведенуя (8 39)... 89 
Производная отъ частнаго (8 40)... 83 
Нроизводная отъ степени (8 41). Бои а к м о Ра 5 
Производная отъ 4" (8 42)... 8 
Н$которыя приложен!я (8 43). ее в ЗА 
У потреблен{!е производныхъ ти а Бай. функц 1 $ 44). 36 
Поряцокъ величины безконечно-малой производной ($ 45)... 5 
Дифференц1алъ функи!1н отъ одной перем $ нной ($$ 46—49). 58 
Частныя производныя функц!й ОТЪ НЪСКОлЬКИХЪ орон. 
ныхъ ($88 50—52)... в а 41 
Дифференц1алъ Е ОТЪ я БОКОЛЬКИхЬ мошееьа 
(88 53—57) 


Производныя отъ спожныхъ функц: й (88 58—59). 
Производныя отъ неявных функцЕй (88$ 60—67) 


Упражнения. 


ВЕБЕ 


ГУ 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. —Функщональный опредфлитель . 


Опред $ лен1е опред лителей (88 68—70). 

Опред $ ленте функцтональнаго ее, (85 71—12). 
Случай, когда опредфлитель равенъ нулю (88 73—74) 
Опред $ литель системы функц!йН отъ функций ($ 715). 
Опредф$литель системы обратныхъ функций ($ 76) 
Пряведен1е опредф$ лителя къ одночлену ($ 77). 
Упражненя . 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ.— Аналитическая теорйя касательныхъ линНЙ и касательныхъ плоскостей 


Х Уравнен1я касательной и нормали къ плоской кривой (86 78 82). 
ЖО пред ленте нфкоторыхъ касательныхъ (88 83—86). 
ХЗам 5 чан1е, относящееся къ предыдущимъ задачамъ (8 87). 


Г-асательныя къ кривымъ, отнесеннымъ къ полярным ЕК 


н-аРамть (88 88—90). ыы 

АКасательныя къ кривымъ двоякой м, ` (< 91—92). 
Кривыя на шар ($ 93) а 6 

А^Уравнен1е плоскости, касательной къ и" К 94). 
хХУравнен1е нормачи (88 95—97). 
хОпред $ лен1е н‹$5которыхъ касательныхъ пхоскостей (85 98—103). 
х Огнбающтя кривыя и поверхности (88 104—108). | 
„Приложен1е къ н5ёкоторымъ примфрамъ (88 109—113)... 

Упражненя | 


ГЛ АВА ПЯТАЯ. — Дифференшалы нёкоторыхъ функшй, заданныхъ геометрически . 
ХЛифференц!аяъ площади, взятой на плоскости (88 о 
^Лифференц!алъ дугн кривой (88 118—122) | а 

 Дифференц1алъ дуги кривой въ о нана о о. 
тахъ (88 123—130. | 


Упражнения 


а ШЕСТАЯ. —Производныя и дифференциалы порядка выше перваго 


Опред$ лен1е пронзводныхъ высшаго порядка (8 132) . 

Опред $ лен1е дифференц1аловъ высшаго порядка (88 133—138). 

Опред$ лен1е посл $ довательныхъ производныхъ отъ функц!и 
(88 139—145). ее о > а а а а оо а 

Чисзовое значенте Оо производных», когда пере- 
м5 нная обращается въ нуль (88 146—158). 

НПроизводныя и дифференц1алы высшаго порядка для функц: 
отъ н5сколькихЪъ независимыхъ Ее 
при этомъ обозначенте (8 159) 

Возможность м$нять порядокъ оон т овен (85 160—161) . 

Дифферен ц1алы различныхъ порядковъ для функитй отъ н$- 
сколькихъ перемфнныхьъ (86 162—164). .. .°. 

Производныя выешаго порядка отъ неявныхъ функцай (88 165—166) 


Упражненя 


’ ГЛАВА СЕДЬМАЯ. — Заиъна перемфнныхъ. . . 


Вля!ян1е независимой перем нной на кифференц!алы порядка . 
выше перваго (88 167—168) . 


Стран. 


Я 
ЭР 
56 
58 
60 
61 
02 
64 
{6 
(16 


40 
18 


83 


109 


110 


110 
112 


И 
123 
125 
125 
125 
128 


186 


\7 


Стран. 
Замфна независимой перемфнной (88 169—112)... .. .... 19. 
Одновременная замфна всфхъ перем нныхъь (88 73—15). (... 164 
Случай многихъ независимыхь нерем$ нных и 176—178)... . 16 
Счучай замбны функций (8 179). ... т о в ое ша: 
Иримфры ($8 180—185)... М 
Упражнения: з 2 о лье Фо оон нанкое 
ГЛАВА ВОСЬМАЯ.—Составлеще дифференщальныхь уравненй. ............ 188 
Опред $ лен!е дифференц!:альныхъ уравненуй (88 186—187)... . . 183 
Исключен1е ностоянныхъ (88 188—190)... 185 

Исключен1е постоянныхъ въ уравнен!яхъ съ нифеколькими 
независимыми перем$нными (88 191—196)... ........ 19 
Исключен1е произвольныхъ функций (88 197—200..... ° 198 

Уравнен1я въ частныхъ производныхъ различныхъ классовъ 
поверхностей (58 202—213). .... ом а = = даа о 

Зам $ чательное введенте а. уравнен1я въ 
одну ариометическую задачу ($8 214). . о... 2 
Полныя дифференц!1альныя уравнен!я (215—219)... . 98 
Упранненя ин. 9 

ВТОРАЯ КНИГА 
_Развертыван1е въ ряды 

ГЛАВА ПЕРВАЯ—0бщее учеше о рядахъ (еее. 990 
Опред $ лентя (8 220). ... с бо а а. е 2%) 
Нрим$ры рядовъ (88 221—221). и © ОИ ь Ба о ма 220 

Необходимость изсл$ дован1я сходимости о ВЪ 
математик рядовтъ ($8 228). г. ® орка 

Теоремы о сходимости рядовъ съ ноложительнымн членами 
(88 229—241). ... О И Е > 
Правило Гаусса (5 242) ооо во ово осо 
Методъ Куммера (88 243—245). .... хи сю зв © ПЁ 

Ряды съ членами поперем$ нно положительными н отрицатедь- 
ными (88 246—248) . . еее еее 94 
Мнимые ряды ($ 249). ... ра: а осо 20 
Преобразованте Эйлера (88 250—252). а а. бы в ое 
Методъ Стирлинга (88 263—254)... еее 54 
Методъ Куммера ($88 265—257)... .. .. 56 
Ряды, расположенные по степенямъ ней `(8$ 258— 262) .. 62 
Непрерывность рядовьъ (8$ 263—268)... . еее №5 
ПНеремножен1е д-вухъ рядовъ (858 269—271) (ие 91 
УпражнемИ: & зон ооо коне оо 2905 
ГЛАВА ВТОРАЯ. Теорема Тэйлора еее еее еее 995 
Доказательство Тэйлора ($ 272). . еее еее 205 
„Выражен1е остатка ряда ($ 213). „еее 26 


Второй видъ остатка ($ 2174) . еее 98 


Ут 


Трет!й видъ остатка ($ 215). 


Безконечно-малое оное (< 276 
Зам $ чан1е относительно ряда Тойлора (8 277). 
Формула Маклорена ($8 278—219). 

Н,5 которыя разложен1я въ ряды (88 280— 306) | 
Н$которыя приложен1я теоремы Тойлора (88 307—308) 


Упраннен ...... ., 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ.—Н$ноторыя разложеня въ ряды 


Рядъ Бернулаи (8$ 309—310). 

Формула Лагранжа (88 ЗИ— 313). 

Второе доказательство формулы орз иева. (8 314). 
Приложен!1я формулы Лагранжа ий 315—320) 

Рядъ Бурмана (88 321—322) . 

Рядъ Абеля (8 323). 


Методъ неопредф$ ленныхъ ко О 2 ТОВЪ ` 5 324—336) 


Теор1я производящихъ функций (88 337—342). 
О снмволическомъ обозначен!н (343—346). 
О числахъ Гернузли (88 347—353). 


О функц1яхъ, названныхъ а Хх, (66 354— 358) 


Упражненя 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. — Функщи отъ мнимой перемфнной . 


Опред$ лен1е мнимой функиун (88 356—364) 


Опредфлен!1е н‹фёкоторыхъ простыхъ функций (588 365—317 ) ) 
О фувкц1яхъ недостаточно опредфленныхъ ($$ 373—377) . 


Разложен1е въ рядъ мнимыхъ функитй (5$ 378—380). 
Разложенте К1- 2) (88 381—383) 
Разложенте (1 #)т(88 384—386) 


Н5которыя разложен1я въ рядъ, выведенныя изъ О а 


мнимыхъ функий (88 387—390) . 


Упражнен!я 


ГЛАВА ПЯТАЯ. —Разложене функшй отъ многихъ перемфнныхъ . 


Распространен!е теоремы Тэьйлора на функцию отъ двухъ пе- 


рем $ нныхъ (88 391—395) 
Символическое выраженте т об чера $ 396) . 


Распространен! е формулы Лагранжа на функц!и отъ 


перм$нныхъ ($ 397). 
„Доказательство Якоби (55 398—399) 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. —Разложеня въ произведения съ безнонечнымъ числомъ множителей 


Услов1е сходимости безконечныхъ произведен{й (88 400—403). 
Выражен1е н$5которыхъ функп!й въ вид безконечныхьъ про- 


изведений (88 404—405). 
Выражен!е н5которыхъ  другихъ функций (85 406—408). 


двухъ 


О нЕкоторыхъ рядахъ, вытекающихъ изъ предыдущихъ фор- 


мулъ (8$ 409—415). 
м Вазлиса (88 416—418) 


зоо, 


Стран. 
9 
280 
280 
282 
233 
30] 
308 


304 
30-1 
306 
11 
313 
311 
318 
51 9 


386 
388 


390 


390 
394 


394 
399 
404 
404 


408 
411 


414 
419 
452 


УП 


| Стран. 

ГЛАВА СЕДЬМАЯ. —Разложеня въ непрерывныя дроби... о... 4 
Опред $ ленте непрерывныхуъ дробей ($ 419). ... (... 42 
[Преобразован1е ряда въ непрерывную дробь (5$ 420—425) х ея. 42 
Выражен!е функц!и иодъ видомъ непрерывной дроби (8$ 426 —433) 4250 
Упражненя . ие. № 
|`ЛАВА ВОСЬМАЯ.—Теоря вычетов об 4 
Предварительныя замъчоня ($8 434—435). 
Нахожден1е вычета (88 436—437). 
Обозначентя Коши (8 438)... .. еее 45 
Георемы, относящтяся къ вычетамъ (5% 439— —441). и... Ч 
Сумма вычетовъ рац1ональной функциуни (58 442—443). ...... 49 
Изм нен1е независимой перем $ нной ($8 444—446). ...... 92 
Н5которыя приложен1я теор{1и вычетов ($ 447)... ....... 46 
Вычислен1е симметрических-ь функитй ($8 448—450). ...... 5 
Упражнемя .. ии 84 
ГЛАВА ЦЕВЯ'ТАЯ.—Выраженя неопредфленнаго вида и теор!я особенныхъ точеъ ... . . . 466 
Дроби, пр инимающЕя видъ п ($8 451—452)... 86 
Дроби, принимающ!1я-видъ -- ($8 453—455) о... 468 
Друг!е виды неопред5 ленностей ($ 456)... 40 
Н»Ъкоторые примфры ($85 457—461)... 40 
Теор!я особенныхъ точекъ ... и 45 
Опредф лентя (8 462)... .. . 45 
Аналитическ1й признакъ особенныхъ точекъ > ($$ 463— 468) .. . 46 
Особенныя точки поверхностей ($8 469—471)... .... 3 
Упранненя . . еее. 4 
ГЛАВА ДЕСЯТАЯ. — Теоря значенй тахита и шимта еее 489 
Мах! ма и ш!1п1та функц!И отъ одной перемфнной (5$ 472—478) . 489 
|`еометрическое рф шен!е н‹-которыхъ задачъ (8 419%)... . 496 
Мах1ща и ш!п1ща функи1й отъ двухъ перемфнныхъ ($$ 480—481) 4% 
функции отъ большаго числа перемфинныхьъ (8$ 482—483). .... 48 


Мах!щша н ш1!п1щта неявныхъ функц! й ($$ 484487)... .... 
Разыскан1е выражен1я даннаго вида которое, въ извЪет- 
ныхъ предфлахъ, наимензе уклоняется отъ данной 


функити ($8 488—491)... еее 95% 
Упражненя. ‘.. еее ие еее в 54 


ТРЕТЬЯ КНИГА 
Геометрическ1я приложения. 


ГЛАВА ПЕРВАЯ.—ИКривизна плосвихь лин. (еее еее 96 


ХЧто такое кривизна (8 492). .... .... 56 
ХО пред лен{е кривизны ин рад! уса п оивизны (85 493—494) . > к. 2 94 


УШ 


Выражен1е для рад1уса кривизны ($ 495). 
Кругъ кривизны пересф каетъ кривую ($ 496). 
Разяичныя выражен1я для рад1уса кривизны ($$ 497— —503) 
Приложен:е къ н<ё-которымъ прим$рамъ ($ 504) Е 
Геометрическое А Ре» рад1усовъ кри- 
визны (505—506) Е 
Кривизна ортогональных лян!1Н ($$ 507—515). ЕЕ 
Прибянженное выражен1е н$5которыхъ безконечно-малыхь ве- 
личинъ ($$ 515—518) сы иода 
Разность касательныхъ, проведенныхъ въ концахъ дугин 
оканчивающихся въ точк$ пхъ встр$чи ($88 519—521) 
Теор1я эволютъ ($$ 522—526). а о а 
Прим$ры эволють ($$ 527—532). ......, 


* 
. 


Соприкосновен!\я различныхъ порядковъ 


Опред $ лен1е порядка касантя ($$ 533—538) . 
Соприкасающаяся кривая ($ 539). 
Соприкасающ1йся кругъ ($8 540—541). 


Упражнен!я 


ГЛАВА ВТОРАЯ. —Кривизна линНй, нанесенныхъ на сферф. 


Опред$лен1е геодезической кривизны ($ 542) 

Кривизна малаго круга ($ 543). 

Кругъ кривизны ($ 544). 

Полюеъ круга кривизны ($ 545). и аа 

Различныя выражен1я геодезической аа сферической 
линти ($$ 546—552). ... | 

'Геор1я сферическихъ эволють ‚ ($ 553—555). 

Кривизна ортогональныхъ траектор1й на сфер ` (655—561) 


Упражнен!я 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. — Соприкасающаяся плоскость кривой двоякой кривизны . 


Опред $ лен1е соприкасающейся плоскости (88 562—570). 

Огибающая поверхность для соприкасающихея нлоскостей 
(88 571—573) Е 

Уравнен1е соприкасающейся инлоскости (85 514—571) . 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ.—ДвЪ кривизны кривой, сопринасающся кругъ и соприкасающийся шаръ или 


сфера (зриёге озсшайчсе). 


Опред $ лен1е кривзны (88 578—579). 

Опред$ ленте второй кривизны (8 580) 
Отношен1е обфихъ кривизну (8 5817) 

Кругъ кривизны (8 582). 

Соприкасающуйся кругъ (8 583) 

Вычислен1е радлуса кривизны (88 584—586) . 
Гаавная нормаль (88 587—588) о А 
Выражен1е второй кривизны ($ 589). 
Формулы Серре (88 590—592). ь 
Ось ка плоскости 4 593—595) . 


Стран. 
2]8 
219 
519 
224 


226 
280 


248 


547 
249 
558 
285 
258 
561 
062 
568 


565 
565 
565 


566 
566 


568 
54: 
516 


‚ 585 


586 


59] 
595 


599 


ЗЕЕ 


602 


607 
602 
612 


Стран. 
Поверхность с слуна шая геометрическими ъ мъфстомъ главныхъ 
нормалей ($$ 596—600)... .. Е В Е 
Сонрикасающаяся сфера (88 601— 602) о г о що а г Ч 
Опредблен1е соприкасающейся сферы ($$ 603—607) . ха вм хе 59 
Опред $ лен1е нъкоторых безконечно-малыхЪъ величннЪъ 
(5608-09 о ро ооо ро отно и 
Опред$лен1е эволюты ($ 610). еее. 625 
Длина дуги эволюты ($$ 611—614). .... коса ское 
Поверхность, служащая о ея мБСТОМЪ ЭВОЯюЮТъЪ 
($$ 615—620. ... к бы 2. М 2х е сис а 
Уравнен1е эволютъ (<< 622—623). соо. МО г хо о а О ке о 
Упр н ых рр оо почке Ш 
ГЛАВА ПЯТАЯ.— Теор!я кривизны поверхностей. .. ин. 06% 
Кривизна нормальныхъ сфчентй ($$ 624—628). .......... 685 
Кривизна наклоннаго сфчентя ($ 629)... с 06839 
Кривизна лин1и двоякой кривизны ($ 630). ха & в а ФИ 
Геоцнезнческая лин1я (1е1е ш!1п1ща) на Е Какой угодно поверх- 
НОСТИ. 05 631). ооо 6 
Боле общая формулы, относящтяся къ какимЪъ-угодно осямъ 
коорднинатъ (8$ 632—637). . иене 0642 
Геометрическое доказательство предыдущихъ теоремъ ...... 6№ 
Индикатриса ($$ 638—639) слона 169 
Законъ кривизны нормальныхъ ао ($ 640— 642) а а | 
Кривизна наклоннаго сфчен!я ($ 643)... 653 
Сопряженныя касательныя ($$ 644—645)... с. с 05 
УПрамнент а. 3, гг ш%о 4 № с ооо окон 5 
ГЛАВА ШЕСТАЯ. —Учене о нормаляхъ къ одной и той же поверхности г р 2 а ЗАО 
Не существуетъ, вообще, поверхности, нормальной къ прямымъ 
пучка ($$ 646—647)... . 655 
Необходимое услов1е пля существовантя ао (< 648— 
662). .. . 656 
Упражнещя . . 6:3 
ГЛАВА СЕДЬМАЯ. —Теоря линй кривизны а ив 14 
Опред$ ленте лин1Ий кривизны ($8 663—664) .... ге. © ФЕ 
Дифференц1альное уравнен!е лин1й кривизны ($$ 665—672) .. . 615 


Поверхность, касательная къ нормалямъ данной поверхности 
(88 673—677) Е 
Лин1я кривизны, общая для двухъ поверхностей ($$ 678—680). , 685 
Ортогональныя поверхности ($$ 681—683). ............ 6 
Опред$ лен1е лин:й кривизны въ нфкоторыхъ простыхъ слу- 
чаяхтъ ($$ 684—706). оч ска 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ.—Учене о лиШяхъ, нанесенныхъ на поверхности. соахаы = д. 10 
Геохезническ!я лин{и (38 1707—1713) (ее 710 


Геодезическая кривизна ($8 714—719) Нота ПТ 


Полная кривизна части новерхности ($$ 720—721) 

\$ра кривизны ($$ 722—123). к № лю 

Теор1я развертыван1я поверхностей ($$ 724—729) 

\ елов1е, чтобы дв$ поверхности были навертываемы 
саь |! е5) одна на другую ($$ 130—738) о а в 2 2 в Ш 

К рявизна ортогональных ъ траекторий на какой-угодно новеух- 
ности ($$ 739—741) 


(аррИ1- 


Алфавитный указатель 


Опечатки 


стран. 
=) () 
> 


— `. 


| —ф 


1 
2 


ь 


в. 


г 
— 


190 


=> )Р 


(5 
4-42 


426} 


ЦЕРВАЛЯ КНИГА 


Дифференщалы и производныя 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Безконечно-малыя различныхъ порядковъ, ихъ употреблене въ геометрии 


ОПРЕДЬЛЕН!Я 


8 1. Безконечно-малою или безконечно-малымь количествомь называется такое чиело 
или такая перемфнная величина, которая, неопредфленно уменьшаясь, приближается 
къ нулю какъ-угодно близко, никогда его не достигая. 

Если одновременно разсматривается нЪсколько безконечно-малыхъ, то одна изъ 
нихъ по произволу принимается за злавную безконечно-малую, при чемъ вводятся слБ- 
дуюцая опред$леюя. | 

Безконечно-малою первало порядка называется всякая безконечно-малая, отноптен1е 
которой къ главной безконечно-малой стремится къ конечному предфлу въ то время, 
когда об5 онЪ неопредБленно приближаются къ нулю. 

Безконечио-малою второтю порядка называется всякая безконечно-малая, отношене . 
которой къ квадрату главной безконечно-малой стремится къ конечному предфлу. 

Вообще, безконечио-малою 7-ю порядка называется безконечно-малая, отношене 
которой къ я-ой степени главной безконечно-малой стремитея къ конечному предЪлу. 

Не слфдуетъ думать, что всякая безконечно-малая непремфнно будетъ опред- 
леннаго порядка; въ самомъ дфл5, мы вестр$тимся съ такими безконечно-малыми, что 
порядокъ одной изъ нихъ не совпадетъ съ порядкомъ какой-либо степени другой. 
|2 
в 
предфла, потому что въ противномъ случа онф были бы одного и того же порядка. 
Если этотъ предфлъ есть нуль, то говорятъ, что а — высшало порядка, чБмъ 3, и— 
наоборотъ, если этоть предфлъ равенъ безконечности. 

Изъ предыдущихъ опредфленй, очевидно, вытекаетъ, что если дв$ безконечно- 
_ малыя соотвЪтственно порядковъ я и и’, то ихъ произведеше аВ порядка н у. 


Пусть х и В будутъ тамя безконечно-малыя; отношене -- не можетъ имфть конечнаго 


_ ` ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 1 


$ 2. Пусть ©(5) есть какая-нибудь функщя отъ перемфнной т; придавая 5; бе3- 
конечно-малое приращене 1 и принимая это посл$днее за главную безконочпо-малут, 
мы найдемъ, что соотвЪтственное безконечно-малое приралцене функции, (2-й) -- 
есть безконечно-малая перваго порядка; исключенмя могутъ быть только для частных 
значен!й перемЁнной д. | 


р . (д - 1) — Ф(х 
Въ самомъ дЪлЪ, если бы было иначе, то отношенше 9 при какомъ- 


угодно значени х имЪло бы пред$ломъ нуль или безконечность. Оба эти прехноложеня 
недопустимы. 


Предположимъ сначала, что разсматриваемое отношен1е им$ло бы постоянно въ 
предлЪ нуль въ то время, какъ х оставалось бы въ нфкоторыхъ предЪфлахъ. Пусть 
а и 6 обозначаютъ два значен1я х, выбранныя произвольно въ этихъ преотахть раз- 
дфлимъ промежутокъ 0 — а на ® равныхъ частей, назовемъ зн 
этихъ частей черезъ д и положимъ: 


(а — (а) 
Й, 





== 


. | 
2(а-- 21) за _ т 
7 2 =. | (1) 


$(а т и) — ыы + (и — 14 
й 





При безпредБльномъ увеличени я величина й стремится къ нулю, а также, по 
нашему предположеню, стремятся Къ нулю Ё№, ЁЕ,,..., Е». Складываемъ теперь 


почленно всф уравненя (1), предварительно умноживъ 06$ части каждаго изъ нихъ 
на /№; находимъ: 


$(а-- ий) — э(а) = $(5) — %(а) = Е, -- Рф В 

Пусть ч есть наибольшее по абсолютной величин изъ количествъ: №, №.,..., Ки, 
при чемъ само э безконечно-мало; изъ предыдущаго равенства мы ам сна, 
что 2(6) —5(а) по абсолютной величин меньше произведетя йим, иначе говоря, что 
эта разность, по абсолютной величинЪ, меньше произведеня 1(6 — <), такъ какъ ий == 
—6 — а; принимая же во внимане, что \ безконечно-мало, мы не можемъ допустить, 
чтобы разность $(5) — $(4), которая, надо замтить, совершенно не зависитъ отъ й, 
имЪла бы какое-нибудь конечное значен!е; сл$довательно, эта разность равна нулю, 
т.-е. оба значеншя функши 9, выбранныя произвольно, равны между собою, а это зна- 
читъ, что наша функшя есть постоянная величина. 

Такимъ образомъ доказано, что приралценмя функши, не приводящейся къ по- 
стоянной величинЪ, не могутъ быть безконечно-малыми порядка высшаго, чВмъ со- 
отвЪтственныя приращен!я перемЁнной, если только не принимать во внимане исклю- 


чительныхь значенй этой перем$нной. Отсюда можно заключить Вред, Что 
отношен!е: 


Ф(#-- #) — (1) 
й 


не можеть также возрастать безпред$льно при А, стремящемея къ нулю, или, другими 
словами, что приращенте № перемБнной не можеть быть безконечно-малою порядка. 


5 


высмаго, чфмъ приращене функщи. Не трудно замфтить, что послдий выводъ тож- 
дественъ съ предыдущимъ. Въ самомъ дВлЪ, при одновременномъ разсмотрё и функщи 
2(.”) и перемБнной „х, оть которой она зависитъ, мы можемъ самую функшю обозна- 
чить одною буквою и и принять ее за перем$нную, отъ которой х будетъ уже функшею 
(и). Чтобы вполнЪ убфдиться въ этомъ, стоитъ только $(л) считать ординатою кривой, 
заданной уравнетемъ: у —= (2); дЪйствительно, построивъ эту кривую, мы тотчасъ 
замЪтимъ, что абсциссу какой-нибудь ея точки можно принять за функшю отъ орди- 
наты совершенно такъ же, какъ раньше мы принимали ординату за функшю отъ 
абециссы; а такъ какъ у насъ доказано въ общемъ вид, для одной изъ этихъ вели- 
чинъ, что ея безконечно-малое приращене не можетъ быть высшаго порядка, чБыъ 
для другой, то наше предложеше непрем$нно будетъ справедливо для каждой изъ нихъ, 
т.-е. что оба приращенля должны быть одного и того же порядка. 


$ 3. Какова бы ни была функшя 9(л2), отношене Ре по предыду- 





щему, иметъ конечный предфлъ при й, стремящемся къ нулю; этотъ пред$лъ есть 
новая функщя отъ х и называется эроизводною функции о; ее часто обозначаютъ тёмъ 
же символомъ, что и данную функцию, только со значкомъ наверху; такъ, напр., © (5) 
есть производная (2). 

_`Разыскаше и изсл$дован1е производныхъ весьма важно въ исчислени безконечно- 
малыхъ; мы посвятимъ этому н%Фсколько главъ. Ближайшая же наша цфль—дать нЪ- 
сколько примфровъ безконечно-малыхъ различныхъ порядковъ. 

Непосредственно мы приведемъ нфкоторыя геометричесяя слфдствня изъ преды- 
дущаго предложерля. | 

$ 4. Исли координаты точек кривой выражены в5 функции от перемъиной а, что, 
очевидио, можеть быть выполнено для ъакой-уюдно кривой безчислениымь множествомз 
с10с0б0вз, 10 разстояте двухъ дбезконечно-близкихь ‘точекь этой кривой есть дезконечно- 
малая 17040 же порядка, ито и разность воопвзьтетвенныхь значение а“. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть т и уобозначаютъ координаты одной изъ точекъ, (х--й) 
и (у ^) — координаты другой и в—приращеве для а; тогда, такъ какъ х и у суть 
функщи оть а, изъ общей теоремы вытекаетъ, что ихъ приращенля, какъ й, такъ и ^(, 


< 


будуть одного и того же порядка съ 5. Съ другой же стороны, 





ее УЕ 
би че в 5 6]? 

откуда сл$дуетъ, что это отношене иметь конечный предфлъ, что и доказываетъ 
наше предложеюе, потому что у 12 —- ^* есть разстоян1е между двумя разсматриваемыми 
‘точками. 
Это предложене справедливо и для кривыхъ двоякой кривизны; если т, 1/, 2 ко- 
ординаты какой-нибудь точки такой кривой и выражены въ функши отъ одной и 
той же перем$нной «а, то при безконечно-маломъ приращен!и 8- для величины а, ко- 
ординаты 2, у и 2 перейдутъ соотвЪтственно въ х--#, у--^, 2-1 при чемъ й, Ки{ 
будутъ одного порядка съ 8. Съ другой же стороны, 


1* 


4. 


откуда сл$дуетъ, что отношен!е разстоявщя двухъ безконечно-близкихь точекъ кл, 
соотв тственному приращеню а стремится къ конечному преджлу. 


$ 5. Если точкамз одной кривой соотвътетврлоть точки дрлой кривой витки 


образомз, что для точки, выбранной на одной изь нижь, найдется сй совиитиствениая 
на друюй кривой вполизь опредъьленная, то разстояше меледу двумя бееконе и но-блнзкили 
точками на одной изь кривыхь оудеть тою же порядка, что н разетояте мслеам Эзумя 


соопвьтственными точками на друюй кривой. 

Въ самомъ дЪлЪ, если предположить, что координаты х, у, г точки первой кривой 
выражены въ функщи отъ перем$нной а, то и координаты х., у,, 2, соотв$тетвенной 
точки второй кривой также выразятся въ функши оть а. Поэтому, если желательно 
разсмотрЪть дв безконечно-близкя точки на одной изъ кривыхъ и имъ соотв\т- 
ственныя на другой, то достаточно приписать ох два безконечно-близкихъ значеня: 
а иа—-6. По предыдущему, разстоявя между полученными такимъ образомъ точками 
будутъ оба одного порядка, съ 6; значитъ, они суть безконечно-малыя одного и того же 
порядка. | 

Поэтому, какъ только будетъ доказано, въ какомъ-нибудь частномъ случаф, 
что разстояюте между двумя безконечно-близкими точками на второй кривой постоянно 
остается безконечво-малою высшаго порядка относительно разстояюя между ‘со- 
отвЪтственными точками на первой кривой, то необходимо заключить, что коорди- 
наты точекъ второй кривой суть постоянныя и что самая кривая приводится къ 
Точк$. 

$ 6. Если прямая линая перемтцается в пространствь по какому-нибудь непре- 
рызвному закону таким образом, что каждое изз ея положений соотвютетвуете одному 
из5 знамен перемьнной а, то уюлъь между двумя дезконечно-близкими положенями 
этой прямой есть тотю же порядка, что и разность между соотвътетвениыми, значе- 
ями, а. | | 

Для доказательства предположимъ, что черезъ начало координатъ О проведены 
параллельныя различнымъ разсматриваемымъ прямымъ; углы между ними, очевидно, 
будуть таке же, какъ и между нашими прямыми. Такимъ образомъ мы получимъ 
конусъ, производяпая котораго соотвЪтетвують различнымъ значеюнямъ перем$нной а. 
Если пересечь этотъь конусъ шаровою концентрическою поверхностью радуса, рав- 
наго единиц, то каждому значентю я будетъь соотвЪтствовать точка кривой пересЪ- 
чемя. Поэтому, разсматривая два безконечно-близкихь значен1я этой перемФнной, хи 
а—-0, замфтимъ, что соотв$тствующия имъ точки М и М' на кривой относительно 


\ 


разстояшя того же порядка (8 4), что и 5, и слБдовательно, въ равнобедренномъ тре- 
| Я 5 ® 0 МИ! 
утольникё ОММ уголъ О такого же порядка, какъ и 5, такъ какъ эт аа 2 


8 7. Если точки какой-нибудь одной поверхности соотвютсетвуютз точкамь друюй 
поверхности такимь образомъ, что для точки, выбраннной на одной изз нихъ, найдется 
2 соотвътственная на друюй поверхности вполнь опредъленная, то разстояше между 
двумя безконечно-близкими точками на одной изъ поверхностей будеть тозо же порядка, 
что и разстоянае между соотвутственными имз точками па друлой поверхности. 

_ Въ самомъ дл, разсмотримъ дв$ точки А и В на первой поверхности и имъ 
соотвЪтственныя Ри © на второй поверхности. Предположимъ, что В приближается 
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къ А по н%которой кривой на первой поверхности: въ такомъ случа О въ то же 
гремя будетъ приближаться къ Р по соотв$тственной кривой. Если мы обратимъ 
исключительно наше вниман!е на эти двЪ кривыя, то встрЪтимся съ случаемъ, уже 
раземотрённымъ выше, и можемъ вывести изъ сказаннаго тамъ (8 5), что разстоятя 
АВ и РЧ—безконечно-малыя одного порядка. 

$ 8. Приведемъ теперь примЪръ безконечно-малой второго порядка. Разсмотримъ 
какую-нибудь плоскую кривую и касательную къ ней въ точк$ М. Если изъ точки 
ЛГ, взятой на кривой на безконечно-маломъ разстояи перваго порядка отъ точки 11, 
опустимъ перпендикуляръ 1/Г’Р на эту касательную, то МР булетъ безконечно-малою 
второго порядка (черт. Т). 





Черт. 1. 


Прежде всего, разсматривая треугольникъ МЛГР, не трудно замтить, что МР 
есть безконечно-малая порядка выше перваго; въ самомъ дфлЪ, въ этомъ треугольникЪ 
Зуг = РММ, 

и такъ какъ уголь РМИЛГ, очевидно, безконечно-малъ, а 1/ЛГ’ — первато порядка, то 
`ГР есть безконечно-малая выешаго порядка (8 1). Намъ остается доказать, что 
зш РИМ’ или, что все равно, уголъ РАГМ’ есть безконечно-малая перваго порядка, 
потому что тогда перпендикуляръ //`Р явится произведетемъ двухъ безконечно-малыхъ 
перваго порядка и, сл$довательно, самъ будетъ второго порядка. Чтобы это доказать, 
разсмотримъ касательную къ данной кривой въ точк$ М’. Пусть Г обозначаеть точку 
встрЪчи обфихъ касательныхъ; называя черезъ = уголь между этими двумя касатель- 
ными, мы можемъ, очевидно, написать: 
г —= [МЛ -- ЛГМ, 

откуда сл$дуетъ, что е того же порядка, что и углы ГЛИМ и ПМ; поэтому доста- 
точно установить, что уголъ г — перваго порядка, а это не трудно сд$лалть, основы- 
ваясь на $ 6-мъ. Въ самомъ дЪлЪ, направление касательной въ точк$ М опред$ляется 
абециссою точки /1;- значитъ, если эта абецисса увеличится на безконечно-малую 
величину перваго порядка, то касательная пойдеть по новому направлению, образуя 
съ прежнимъ уголъ перваго порядка, равный точно величииЪ е. 

ОтмЪфтимъ непосредственное слфдетне изъ предыдущато предложеня. Ёсли изъ 
нЪкоторой точки О опустить перпендикуляръ ОР на прямую АВ и затБмъ соединить 
точку О съ точкою Р’на той же прямой, отетоящей отъ точки Р на безконечно- 
близкомъ разстояни, то, принимая РР’ за главную безконечно-малую, увидимъ, что 
разность. ОР’— ОР ’‘будетъ второго порядка; дЪйствительно, она равна отрфзку лими 
ОР’, заключенному между кругомъ, описаннымъ изъ точки 0, какъ изъ центра, 
радусомъ ОР и касательною РР’ къ этому кругу. 


<> 


8 9. Это} предложене справедливо и для кривыхь двоякой криинзны. Жели въ 
точк$ 1/ нФкоторой кривой двоякой кривизны провести касательную кз› этой кривой, 
то разстоян1е касательной до точки ЛГ, находящейся на нашей кривой па сезконечно- 
близкомъ разстояши отъ 4/, есть безконечно-малая второго порядка относятельно 
отрёзка ЛГЛГ, принимаемаго за главную безконечно-малую. Въ самомъ дфрЪ, яено, 
что разстояе точки до прямой того же порядка. что и разетояюне между проэкщшями 
этой точки и прямой на произвольную плоскость. Поэтому, данную кривую можно 
замфнить ея проэкщею на н$которую плоскость, не изм5няя порядка разсматриваемаго 
нами разетоятя, а это значитъ, что это разетояюе по теорем, относящейся къ ипло- 
скимъ кривымъ, есть второго порядка. 

$ 10. Геометрия даетъ намъ также простые примФфры безконечно-малыхъ порядка 
выше второго. 

Разсмотримъ какую-нибудь плоскую кривую и ея касательную въ точкЪ 1 
(черт. 2). Если на этой касательной взять безконечно-малую длину МТи возставить 
въ Г перпендикуляръ 1.М’, перес$кающий кривую въ ЛГ, то ТМ’ будетъ безконечно- 





Черт. 2 


малая второго порядка (8 8); поэтому, полагая МТ = й, мы можемъ написать: 7’ = А], 
гдё К имЪетъ конечный предфлъ при Л, стремящемея къ нулю. Ведемъ теперь кругь 
радуса В, касательный въ М къ данной кривой и расположенный вм%етЪ съ кривою 
по одну сторону отъ касательной. Нродолжая линю ТМ’ до встрфчи съ кругомъ въ 
точк$ ЛГ’, находимъ, по извЪетному свойству круга, что 

М ом 

ь 28— ТМ" — 28 ТМ" 
и, слБдовательно, 


М'М" = ТМ" — ТМ = [РИ —к). 


Отеюда слБдуетъ, что если опредёлить Л такимъ образомъ, чтобы (5 в— ттт — 


въ предфлЪ равнялось нулю, Т.-е если положить А = Е ‚ тд А, есть пред®лъ К, то 
разстоян1е ММ” будетъ безконечно-малою порядка выше второго. 

Итакъ, существуетъ въ каждой точк$ плоской кривой такой касательный кругъ, 
который около точки касан1я безконечно боле близокъ къ кривой, чфмъ касательная 


прямая. Этотъ кругь, играюний больигую роль при изучеши кривыхъ, называется 
соприкасающимся кругомъ. 


`Замфчане. — Предыдушя теоремы могутъ быть неприложимы къ особеннымъ 
хр д 
тс очвамь это бывать. ВЪ ТОМЬ ‚случа, если отношен!е Ем 9, пред%ль котораго 


и 


7 
но можетъ постоянно равняться нулю, можетъ стремиться къ нулю стри частномъ 
значении перем$нной. 


ЗАМЪНА БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ 


$ 11. Безконечно-малыя почти всегда употребляются, какъ посредствуюния 
величины, и входятъ въ разсуждешя то въ вид$ отношенй, имфющихъ конечные 
предЪлы, то въ вил суммы безпред$льно возрастающаго числа слагаемыхъ. Когда, 
такимъ образомъ, имБется въ виду разыскание предЪла отношеня или предЗла суммы, 
то часто вопросъ можно упростить при помоши сл$дующаго принципа: 

При разыскаии предъла оттпошетя или предьла суммы можно замъиить одиу 
безконечио-малую дррбою, отиолиенае которой къ первой в предъль равно единиит. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть а, Вио', В’ дв пары такихъ безконечно-малыхъ, что 





. а : 
Пт — =1, [0 В Е 
у р 
Пишемъ тождество: 
и о 5! , 
И о" 


а В 
имя въ вилу, что — и -9г имБютъ предфломъ единицу, переходимъ къ предфлу: 


Ни — = Н ке 
ИП 3 ИИ = 
Разсмотримъ теперь стремящуюся къ конечному пред$лу сумму 








а... (1) 
безконечно-малыхъ, число которыхъ п безпредЪльно увеличивается, по мфрЪ того какъ 
он сами стремятся къ нулю. Пусть В., 8.,..., В» будутъ друпя безконечно-малыя 
такя, что 

Ша =“ =1, Ша Е 0... М ." ==. 
Г Г2 К 


Докажемъ, что сумма (4) будетъ стремиться къ тому же предЪлу, что и сумма: 











| й 
Вт... В». (5) 
ДъЪйствительно, написавъ равенства: 
3 я, 3 
О а > $ а ре Г Пь = 
с 8 АЯ реа ЖЕ 24$ ЧЕТ п, 
ГД Е, е.,..., 3, По предположению, безконечно-малыя, выводимъ изъ нихъ: 


ВЕ 5-Е 5 Е Ви = а, + в, г #5 Рина, а, 5: ди. 


ДалЪе, обозначая черезь ч наибольшее по абсолютной величин$ изъ’ количествъ: 
,, $.,..., 8 (Само у — безконечно-мало), находимъ: 


Е... НЬ-@ Ты... +5) ла... +=). 


Во второй части неравенства. первый множитель у стремится къ нулю, а второй 
множитель, по предположенио, имфетъ конечный пред$лъ; значитъ, об$ суммы, (А} и 
(6), имВють одинъ и тотъ же предЪ®лъ. 


$ 12. Чтобы двЪ безконечно-малыя ох и В могли замфнять одна лпругую. доста- 
точно, по предыдущему, чтобы пред$лъь отношен1я > былъ равенъ едпинц*; другими 


словами, достаточно, чтобы существовало равенство: 


рт Е 
РЕ 

гдф = — безконечно-мало, или, что одно и то же, чтобы 
В — а — аз, 


т.-е. чтобы разность 2? — х была бы безконечно-малою относительно а. СлЪдовательно, 
теорема 8 11-го можетъ быть прочитана слф$дующимъ образомъ. 

При разыскаюви предъла отиошеная или предьли суммы дв безконечно-малья а и 
3 можно замтнить одна друюю, не обращая вниматя на ихь разность, лишь бы только 
эта разность была осзконечно-малою относительно одной из5 нить. 

Эта теорема выражается различнымъ образомъ и имфетъ большое примЁнене 
въ исчислени безконечно-малыхъ. 


УпотрехБЛЕН!Е БЕЗКОНеЧНО-МАЛЫХЪ ПРИ РЪШЕН1И НЪКОТОРЫХЪ ЗАДАЧЪ. 
ОПРЕДВЛЕН!Е КАСАТЕЛЬНОЙ КЪ НЪКОТОРЫМЪ КРИВЫМЪ 


$ 13. Мы покажемъ непосредственно пользу безконечно-малыхъ при р5шеши 
нфкоторыхъ геометрическихъ задачъ и сначала опредфзлимъ касательную къ нЪко- 
торымъ кривымъ. 

Чтобы опредфлить въ н$которой точк$ касательную къ кривой, необходимо, какъ 
извфетно, соединить данную точку касатя съ какою-нибудь близъ лоежащею точкою 
на той же кривой и отыскать предзлъ направлен1я, къ которому стремится построенная . 
такимъ образомъ хорда, по мЪр$ того какъ вторая точка безпредЪльно приближается 
къ первой: короче говоря, нужно соединить данную точку касашя съ дезконечио сй 
близкою точкою на кривой, при чемъ выражее дезконечно-близкй достаточно для 
обозначеная безпредБльнаго сближеня двухъ разсматриваемыхъ точекъ. 
| Сяфдующая теорема часто оказывается весьма полезною при опредфлеи каса- 
тельныхъ. 

Если на кривой даны двЪ точки; М и М’, расположенная отъ 41 на, безконечно- 
маломъ разстояни перваго порядка, то предльное положене 1/.М’ не измФнится, если 


х 
ВН в. 


Черт. 3. 
подставить на м$ето точки М’ другую точку М”, находящуюся внф кривой и 
отетоящую отъ точки М’ на безконечно-маломъ разстояи высшаго порядка отно- 
сительно перваго разстояшя. 
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Въ самомъ дДЪлЪ, раземотримъ треугольникъ Л/ММ"” (черт. 3). Такъ какъ 
стороны треугольника пропоршональны синусамъ противолежалцихъ угловъ, то 


т М. 
зп 2" 


ДРАГ = ММ' 


поэтому, если ЛГМ” безконечно-малая высшаго порядка относительно ММ’, то зщ М 
нспрем$нно безконечно-малая, а слЪдовательно, и уголъ М--безконечно-малъ. Отеюда 
заключаемъ, что оба направленя, 1//' и ЛГ, въ предл совпадатоть, что и требо- 
валось доказать. | 

$ 14. Приложимъ предыдупий принципъ къ рёшеюю н%Ъкоторыхъ задачъ. 

Задача |. — 35 исподвиленой аточки О (черт. 4) опущены перпендикуляры на 
касательныя 25 плоской. кривой; подйпи касательную кз кривой, изображающей еометри- 
цеское мъето осповаши этить перпеидикуляровэ. 





Черти. 4. 


Пусть ОРи ОР’ будуть периендикуляры, опущенные изъ точки 0 на каса- 
тельныя въ двухъ смежныхъ точкахъ ЛГ и ДГ; тогда (8 5) лишя РР’ явится без- 
конечно-малою того же порядка, что и МАГ, которую мы будемъ считать за главную 
безконечно-малую. Поэтому, при опредлеюи направлешя Р.Р’ можно подетавить ($ 13) 
вето точки Р’ другую точку, находящуюся на безконечно-маломъ разстояи второго 
порядка. Итакъ, ведемъ черезъ точку 1/ прямую, параллельную касательной ЛГ’.Р”; эта 
параллельная пересфчеть ОР’ въ точкЪ. Р”, которая можетъ быть подетавлена вмЪЖето 
Р', потому что Р’Р” равно разстоявю точки 1/ до касательной въ точкЪ И’ п есть (8 8) 
безконечно-малая второго порядка. Далфе, такъ какъ точки Г и?” расположены на. 
окружности круга, описаннаго на О.М, какъ на ЖаметрЪ, то направлее РР” въ пре-_ 
ДЪлЪ обратится въ касательную къ этой окружности. Значитъ, пскомая касательная 
есть ВЪ то же время касательная къ кругу, проходящему черезъ точки () М, Р, : 
перпендикуляръ къ этой касательной, называемый нормалью, будеть прямая, соедн- 
няющая точку Р съ серединою 04/. 

Можно еще замфтить, что радусы векторы ОЗ и ОГ, проведенные изъ точки 
О къ обЪимъ кривымъ, служащимъ геометрическими м$стами точекь АГ и Р, нпере- 
сзкутъ эти кривыя соотвзтственно подъ угламн ОМР и ОРТ, равными между 
собою, такъ какь они измфряются половиною одной и той же дуги въ кругБ МРО. 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕЩЕ о 
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Задача !.—И35 иъкоторой точки О опущены перпендикуляры па кавательняи г 
ИлОСКОН: кривон #1 каждый 135 НИТ (> (керлн. 5) продол.леенъ 00 неон тонки (), 2, 
ОР. 09 = а”, 9ъ а есть постоянная величина: ини касательно к5 кривое. слулеиней 


зеометрическимь мостомь точекз 0. 





О 


Черти. 5. 


Пусть 9 и © будуть двЪ безконечно-близюя точки разсматриваемаго геометри- 
ческаго м5ета, соотвётетвуюция двумъ касательнымъ МТ и ЛГТ', точки касаня ко- 
торыхъ суть М и ЛГ. ИзвЪфетно (85), что разстояще ОО’ есть безконечно-малая того 
же порядка, что и ЛГ, которую мы примемъ за главную безконечно-малую. Такъ же, 
какъ и въ предыдущей задач, ведемъ черезъ точку М прямую МР”, параллельную 
касательной АГР’, и назовемъ черезь Р" точку пересфченя этой параллели съ ОГ’. 
Отр$зокъ РР” будетъ, какъ мы замЪтили (8 8), безконечно-малая второго порядка. 
ДалЪе, опредЪлимъ точку @’ такъ, чтобы ОР". 00" = а?; О’'О" есть безконечно-малая 
второго порядка, потому что О®’ есть функщя отъ ОР’, а ОО" есть такая же функщя 
оть ОР”; поэтому переходимъ отъ одной изъ этихъ лин къ другой, приписывая пе- 
ремфнной ОР’, въ этой функши, безконечно-малое приращене второго порядка Р’Р”, — 
функция тогда возрастетъ ($ 2) на безконечно-малую О’'®” того же порядка, т.-е. 
второго. 

На основати сказаннаго можно подставить вместо точки (@’ точку ©”, и иско- 
‚ мою касательною явитея предфльное направлене лини ОО”. ЗамЪтимъ теперь, что 
точки Ри Р” расположены на окружности круга, описаннаго на 04[, какъ на д1а- 
метрф, и примф$нимъ теорему: если нанести на хордахъ круга, проведенныхъ изъ 
конца дзаметра, длины, обратно-пропорцюнальныя самимъ хордамъ, то геометрическим 
м5стомъ концовъ этихъ длинъ будетъ прямая лимя, перпендикулярная въ данному 
_ Даметру:; въ такомъ случа$ мы можемъ сказать, что @ и @” лежать на прямой, пер- 
пендивулярной къ ОМ, и слЪдовательно, искомая касательная совпадетъ съ перпен- 
- дикуляромъ ЧК, опущеннымьъ изъ точки ®` не 01/. Изъ подобя ое 

ОФЕ.. й. 9МР слЪдуеть,. что - 


0. ОК == ор.09— ел; 
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отсюда заключаемъ, что если поступить съ кривою, являющеюся геометрическимъ 
мВстомъ точекъ (©, такъ же, какъ мы поступили съ данною кривою, то получимъ эту 
посл5днюю, а это значить, что об кривыя можно разсматривать, какъ сопряженныя. 

Задача И. — На каждой нормали къ плоской кривой отз точки ея вотръьчи сз 
кривой отлолсеена постояниая длипа; найти касательную кз зеометрическому мюету 
концовь этихь длииз. 

Пусть ЛГи М’ (черт. 6) будутъ двЪ безконечно-близкя точки на данной кривой, 
а Ри Р' соотвЪтетвенныя имъ точки, полученныя вышеуказаннымъ путемъ, т-е. 


М М” 





Черт. 6. 


таюмя, что если МР и МР’ представляютъ нормали, то МР = ГР’ =1{. Соединяемъ 
М съ Г и Р ъ Р'и опускаемъ изъ точекь М и Р перпендикуляры {К и РА’ на 
МР’; тогда ь 
те КК’ = МРсозф = 16030, 

гдЪ © есть уголъ между двумя разематриваемыми нормалями; слЪдовательно, 

ГР — КК' = МК—Р'К' = 1 — 33) = 2182 >. 
Такъ какъ уголъ ох есть безконечно-малая перваго порядка (8 6), то ЛГА— РК’ бу- 
детъ безконечно-малою второго порядка. Замфчая же, что ДГК = МО соз МАГА, гдЪ 
ММ' — безконечно-малая перваго порядка и уголъ 1/МА безконечно-мало отличается 
отъ прямаго, выводимъ, что М'А — безконечно-малая порядка выше перваго, а это 
показываетъ, что и безконечно-малая Р’К — порядка выше перваго, такъ какъ раз- 
ность между нею и МАК — второго порядка. Отсюда, на основан!и равенства: 

Р'К' = РР’ соз РР'К, 


мы должны заключить, что или РР’— безконечно-малая порядка выше перваго, или что 
РР’К безконечно мало отличается оть прямого угла. При первомъ предположении ($ 5) 
кривая приводится къ точкЪ и, слФдовательно, лия Д/ЛМ’ есть кругъ рамуса [. 
При второмъ предположении, которое, въ общемъ случа, является единственно до- 
пустимымъ, т.-е. когда уголъ РР’А стремится къ прямому, РР’ обратитея въ пер- 
пендикуляръ къ А’Р’ и, значитъ, къ ливи ЛГР’ которая въ предфл не отличается 
оть МР; слБдовательно, касательная къ кривой, представляющей геометрическое 
м5сто точекъ Р, будетъ параллельна касательной въ соотв$тетвенной точк$ на данной 
‚кривой, т.-е. об$ кривыя будуть имЪть одн$ и ТБ же нормали; ихъ называютъ па- 
раллельными кривыми. 


О* 
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Задача 1\. — Около данной кривой описань уюлз постоянной велизеты: пени ка- 
сеапельную кз кривой, предетавляющей гометричеекое лиьето пололесий ею верхинны. 

Пусть Р (черт.Т) одна изъ точекъ геометрическато мВста, а АГ и М соотебт- 
ственныя точки касашя двухъ касательныхъ, перес5кающихея въ точк% #2; пусть 
Р’-—вторая точка геометрическаго мЪста, безконечно-близкая къ Г ан М — 


точки касатя, соотв$тетвуюция этой второй точкЪ. Такъ какъ координаты точки 
суть опред$ленныя Ффункши отъ абсциесы точки 1/, то разстоямя РР’ и ЛДЕЙХ 0у- 
дутъ (8 5) безконечно-малыми одного и того же порядка; примемъ ихъ за безконечяо- 


малыя перваго порядка. Ведемъ теперь черезъ точки ЛГ и М лини, параллельный ка- 





Черт. Т. 


сательнымъ въ ЛГ’ и №'-—получимъ. параллелограммъ Р"КАР'Т, стороны котораго суть 
безконечно-малыя второго порядка (8 8), и потому мы можемъ ($ 13) подставить вмЪсто 
Р’ противоположную вершину Р” этого параллелограмма. Наконецъ, принимая во вни- 
мае, что Р и Р’ расположены на сегмент, вм5щающемъ уголь Р и описанномъ 
на ММ, какъ на хорд, и что РР" въ предл есть касательная къ этому сегменту, 
заключаемъ, что искомая кривая имфетъ въ точкБ Р ту же самую касательную, что 
и этотъ сегментъ, описанный около треугольника ММР. 

` Задача У. — Провести кавательную кз циклоидь. = | 

Циклойда представляетъ весьма замБчательную кривую; мы часто булдемъ ею 
пользоваться, какъ прим5ромъ, при приложени общихъ методовъ. Начнемъ съ ея опре- 
дьлерля. | 

_ Циклоиду описываетъ точка окружности, катящейся безъ скольжевя по одной 
изъ своихъ касательныхъ, остающейся все время неподвижною *). 

Пусть ОМ (черт. 8) есть положене производящаго круга и М положете точки, 
описывающей циклоиду. Разсмотримъ кругь въ смежномъ положеши О’М', при чемъ 
точка М переходить въ точку М’и дуга ОГ, коснувшись прямой послЪдовательно 
вс$ми своими точками, будетъ равна отрфзку ОО’; такимъ образомъ, этотъ посл дей 


_*) Говоратъ, что подвижная кривая катится безъ скольженля по неподвижной лини, если эта 
кривая неремфщается, оставаясь постоянно касательною къ неподвижной зив!и и притомъ касаясь 
этой посл$ дней свопми различвыми точками такимъ образомъ, что каждая дуга подвижной кривой 
_ равна по длин той дугЪ неподвижной лини, которая пройдева точками окружности. На основан! 
| ‘законовъ физики, приводить которые здесь не мЪето, мы говоримъ, что колесо кареты катится 
почти безъ екольжеша, и если дорога прямолинейна, то-кривая, описываемая какою-нибудь точкою 
колеса, будеть циклоида. = - 
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равенъ разности ОМ —ОМ. Точка Т окружности (ОТ должна при движен!и перейти 
вь точку О, такъ какъ она является точкою касаня прямой и круга: можно заста- 
вить окру бе МО перейти изъ первоначальнаго положеня въ новое положеше 0'М’ 
при помощи трехъ посл$довательныхъ движенй: 


М’ 


т 
о о 


Черт. 8. 


1. Вращене вокругъ первоначальной точки касан1я О, при чемъ уголь вращеня 
100’ таковъ, что точка 1 перемфетится въ Г’ на прямой ОО’. 

9. Велфдетые этого перваго движен!я подвижная окружность станеть перескать 
прямую 400’ и дастъ на ней хорду ОГ; вращене около точки Г, равное первому, 
сдфлаетъ окружность снова касательною къ этой прямой. 

3. Наконецъ, чтобы привести подвижную окружность въ желаемое. положение, 
достаточно заставить вс$ ея точки перем$ститься на разстоян1я, равныя и парал- 
лельныя отр%зку ['О'; тогда точка, находившаяся первоначально въ /[, перейдетъ въ О’ 
и станетъ, очевидно, точкою касашя прямой и круга. 

Итакъ, точка М, чтобы занять на циклоидЪ смежное положев1е М’, должна бу- 
деть пройти двЪ дуги круга, вм$щающихъ одинъ и тотъ же уголъ, соотвЪтственно 
около центровъ О и Г, и прямую, равную и параллельную ГО’. 

Эта послздняя прямая ГО’, равная разности между безконечно-малою’ дугою и ея 
хордою, есть безконечно-малая третьяго порядка *) и, слФдовательно, не вл1яетъ ($ 13) 
на предфльное направлете 2/1. 

Что же касается до обЪихъ дугъ круга, то такъ какъ нормали ихъ направлены 
къ двумъ безконечно-близкимъ точкамъ О и Г’, то уголь между ними стремится къ 
нулю, и лия, соединяющая первый конецъ одной изъ нихъ со вторымъ концомъ 
другой, въ предБлБ обратится въ перпендикуляръ къ общей нормали, т.-е. совпадетъ 
съ лийею МО. 

Итакъ, нормаль къ циклоидЪ направлена въ точку касан1я я круга. 
и прямой, по которой онъ катится. 


ОПРЕДЬЛЕН1Е НЪКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ ПЛОСКОСТЕЙ 


8 15. Нлоскостью касательною къ поверхноети въ нфкоторой точк$ называется 
такая плоскость, на которой лежатъ касательныя въ этой точкБ ко вс$мъ кривымъ, 

*) Въ Тригонометран доказывается, что разность между дугою п ея синусомъ меньше шестой 
части куба этой дуги и что разность между дутою и ея хордою равна удвоенному избытку поло- 
вины дуги надъ соотв$тетвеннымъ синусомъ. 
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нанесеннымъ на данной поверхности. Докажемъ сначала сушествоваве такей ино. 
скости. Пусть 4/ будетъ точка на дапной поверхности, а ЛИЛ и 4/9 дв№ каББеВИ- 
буль кривыя, пересЪкаюпцияся на этой поверхности въ точкз 1/ Въ таколь случай 
касательныя къ этимъ кривымъ въ точкЪ 4/ находятся въ одной и той жж илоскоети 
съ касательною въ той же точк$ къ третьей кривой Л/Й!, проведенной пропзвольз 
на той же поверхности, Въ самомъ дЪлЪ, разсмотримъ эту третью кривую 1 т ', КАКЪ 
предфльное положене такой кривой Л’Н”, которая, постоянно находясь па данной 
поверхности и перес$кая Л7Г и 410 соотвЪтетвенно въ Л и ВБ, приближается непро- 
‚ рывно къ своему предБльному положевю А. Прямыя 1/4, 1113 и 4 лежатъ всегда 
въ одной плоскости, проходящей черезъ три точки 11, А и Б; поэтому, и ихъ пре- 
дзльныя направлевшя будутъ въ той же плоскости. А такъ какъ предЪльное напра- 
влене МА есть касательная къ кривой Л/Г, предБльное направлен!е Б есть каса- 
тельная къ кривой 110, а АБ. соединяющая двЪ безконечно-близкя точки кривой 
В’'В”, будетъ касательною къ этой кривой въ предфлЪ, т.-е. къ кривой МД, то _ 
теорема, такимъ образомъ, и доказана. Однако не трудно замЪтить, что могутъ быть 
исключеня для нфкоторыхъ точекъ, такъ какъ ливня, соединяющая двЪ безконечно- 
близмя точки кривой, можетъ и не быть касательною, если одна изъ этихъ точекъ 
не вполнф опред$ленная; слФдовательно, лия „ВБ въ предл не всегда окажется 
касательною къ МД. Подобное исключеше не лишаетъ, конечно, доказательства, 
силы, потому что въ тфхъ отдфльныхъ случаяхъ, когда теорема не оправдывается, 
изъ самаго доказательства легко усматривается возможность такихъ случаев. 

8 16. Нлоскость касательная къ поверхности 5 находится на безконечно-маломъ 
разстояти второго порядка оть всякой точки Л/’, находящейся на той же поверх- 
ности и расположенной на безконечно-маломъ разстояви перваго порядка отъ точки 
касан1я 2. Въ самомъ дфлЪ, если провести плоскость Р черезъ прямую МЛ’ пер- 
пендикулярно къ касательной плоскости въ точкЪ 4, то эта плоскость пересБчетъ 
поверхность 5 по кривой 4/ЛГ и разстояюе точки ДГ до касательной плоскости въ 
точкЪ 21, очевидно, будетъ то же, что и разстояте до касательной къ этой кривой ЛАТ’; 
значитъ ($ $8), оно будетъ безконечно-малою второго порядка. 

.$ 17. Чтобы опредфлить плоскость касательную къ поверхности въ точкВ 1 на 
этой поверхности, необходимо разематряивать одновременно съ этою точкою М двъ 
друйя безконечно-близюя точки Аи Р и искать предфлъ для плоскости МАГ. ДЪЙ- 
ствительно, 4А и МР въ предЪль будуть касательными къ двумъ кривымъ, про- 
веденнымъ на данной поверхности черезъ точку М и, слБдовательно, плоскость, про- 
ходяшщая чрезъ нихъ, будетъ плоскостью, касательною въ точк$ М. 

замфтимъ, что точно такъ же, какъ и въ $8 13-мъ, можно точки № и Р, раепо- 
ложенныя отъ’ М на безконечно-малыхъ разстоявн1яхъ перваго порядка, замфнить 
другими точками № и Р’, если разстоявя №№’и РР’ — безконечно-малыя высшато 
порядка. Такая подстановка, не изм$няя предфльнаго направленя прямыхъ ММ 
и МР, не измфнитъ также предфльнаго положен1я плоскости ММР. 

то Задача 1.— Из нокоторой точки 0 опущены перпендикуляры па плоскости, каса- 
тельныя 15 данной поверхности; найти плоскость, васательную. къ зеометрическому 
_  аиету овнованй этиль перпендикулярова. | 
Пусзь ОР будетъ перпендикуляръ, опущенный изъ точки. О на плоскость, Ка- 
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сательную въ точк$ Л, а 0 и ОП — перпендикуляры, опушенные изъ той же точки О 
на плоскости, касательныя соотвЪтственно въ точкахъ Ви С, безконечно-близкихъ 
КЪ „1. На разсматриваемой поверхности три точки Р, Фи Е будуть безконечно- 
близкими, и плоскость, проходящая черезъ нихъ, въ предБлЪ явится искомою каса- 
тельною плоскостью. 

Если разстояя АБВ и АС — безконечно-малыя перваго порядка, ‘то такими же 
безконечно-малыми ($ 7) будуть и разстоямя РО и РА, а сл$довательно, можно. 
точки Фи Л замфнить другими © и Д,, если 40, и АВ, — безконечно-малыя вто- 
рого порядка. 

Мы получимъ эти точки ( и Д,, если проведемъ черезъ точку А плоскости, 
параллельныя плоскостямъ, касательнымъ въ В и С, и опустимъ на эти плоскости 
перпендикуляры 0% и ОЁ,. ДЪйствительно ($ 16), каждая изъ этихъ новыхъ пло- 
скостей находится на безконечно-маломъ разетоянми второго порядка отъ той каса- 
тельной плоскости, параллельно которой она проведена, и обпий перпендикуляръ къ 
этимъ плоскостямъ перес$четъ ихъ въ двухъ точкахъ, которыя можно замЪнять одна 
другою; сел$довательно, искомая касательная плоскость есть предёлъ плоскости РИ. В,, 
когда точки ( и Д, безконечно приближаются къ точк$ Р. Принимая же во вни- 
мане, что геометрическимъ м$стомъ основаюшй перпендикуляровъ, опущенныхъ изъ 
точки 0 на всевозможныя плоскости, проведенныя черезъ точку А, есть шаровая по- 
верхность, описанная на 04, какъ на д1аметрЪ, а плоскость РО,Ё,, проведенная че- 
резъ три безконечно-близкя точки на этой поверхности, есть касательная къ ней въ. 
предл, заключаемъ, что искомая касательная плоскость касательна въ точкЪ$ Р къ 
цтаровой поверхности, описанной на (0., какъ на даметрф. 

Задача ПН. — Из5 нъкоторой неподвижной точки О опущены перпендикуляры на 
нлоскости, касательныя кз данной поверхности, и каждый перпендикулярь ОР продо- 
сень до такой точки 0, что произведее ОР.ОФ равно данному квадрату а?; найти. 
плоскость, касатедьную къ поверхности, служащей зеометрическимь мтьстомь точекъ 6}. 

Разсуждая совершенно такъ же, какъ въ предыдущей задачЪ, найдемъ, что 
искомая касательная въ точкЪ () плоскость перпендикулярна къ прямой О, соеди- 
няющей точку () съ точкою касатя той касательной плоскости, къ которой 04 пер- 
пендикулярна, и притомъ пересЪ$каетъ прямую ОЛ въ такой точкЪ ВБ, что Ой. ОВ== а". 
Такимъ образомъ, данная поверхность и поверхность, служащая геометрическимъ м$- 
стомъ точекъ (, могутъ замфнять одна другу, т.-е. если мы поступимъ со второю 
поверхностью такъ же, какъ съ первою, то получимъ эту посел$днюю; таюмя поверх- 
ности называются сопряженными. 

Мы не станемъ приводить подробно всфхъ разсужден!й, не представляющихъ 
никакого затруднеюя для ТЪхъ, кто хорошо понялъ начало этой главы. " 

Задача !!.— Дани поверхность 5 и пноснроена друая поверхность 5 такая, каж 
дая почка которой связана сэ воотвыпственною ей кавательною плоскостью кз поверх- 
ности 5 по одному опредьленному закону. Найти пловкость касательную в5 пьъкоторой 
таить кз повертиости 5. 

_Пуеть А есть точка на поверхности 5, 1/Х — касательная плоскость въ этой 
точк5 и Р— точка на поверхности 5’, связанная съ плоскостью 1/\№ по опред$ленному 
закону. | у 
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Искомая касательная плоскость проходнтъ черезъ точку Р и черезъ двЪ точки, 
и АВ, связанныя по тому же закону, какъ п точка Р, съ плоскостями, касатель- 
ными къ поверхности ^ въ двухъ точкахь Би С, безконечно-близкихъ къ а. Вместо 
этихъ плоскостей, касательныхъ въ точкахъ БВ и (С. можно взять плоскости, имъ 
параллельныя, проведенныя черезъ точку А и находянияся отъ первыхтъ (8 1$) на 
безконечно-малыхъ разетоявяхъ второго порядка, и замЪнить @ п А точками ий, 
соотвфтствующими этимъ новымъ плоскостямъ. Въ самомъ дЪлЪ, ясно, что коорли- 
наты какой-нибудь изъ этихъ точекъ при какомъ-угодно построенит зависятъ отъЪ 
-коэффищентовъ уравневн1я той плоскости, съ которой эта точка связана, и ито если 
эти коэффищенты измф$няются на безконечно-малую величину второго порядка, то и 
соотвзтственное изм$нен!е координатъ будетъ безконечно-малая того же порядка (8 2). 

А такъ какъ /, 9, В, — три безконечно-близюмя точки, расположенныя на ио- 
верхности, служащей геометрическимь.мВстомъ точекъ, связанныхъ однимъ и т%ыъ же 
опред$леннымъ построешемъ со всъми плоскостями, проведенными черезъ точку 4, 
то искомая касательная плоскость есть не что иное, какъ касательная плоскость къ 
этой послЪБдней поверхности. 

Отсюда видно, что плоскость, касательная къ поверхности 5, можетъ быть опре- 
дфлена при помощи зам$ны касательныхъ плоскостей къ поверхности © плоскостями, 
проходящими черезъ неподвижную точку. Такая замфна устраняетъ веЪ трудности, 
проистекаюпая отъ большей или меньшей сложности данной поверхности. 

Это общее замфчане содержитъ въ себЪ неявно р-шеше [и И задачъ и мно- 
жества другихъ въ томъ же родЪф. Не м$ёшаетъ веяюмй разъ имЪть въ виду, что со- 
вершенно произвольное построене, при помощи котораго получаются точки разематри- 
ваемаго геометрическаго м%$ота, не должно, однако, зависть отъ положеюпя точки 
касавля. 

ели опустить, напр., изъ точки О перпендикуляръ ОР на плоскость, касатель- 
ную къ данной поверхности, и отложить на этомъ перпендикулярЪ длину ОО, равную 
разстоянтю ОГ точки О до точки касатя, то плоскость, касательная къ геометри- 
ческому мЪсту построенныхЪъ такимъ образомъ точекъ (, не можетъ быть получена 
по предыдущему способу, такъ какъ положен1е точки © зависитъ не только отъ по- 
ложен!я касательной плоскости, служащей для ея опредфленя, но также и отъ поло- 
женя точки 1/1, въ которой эта плоскость касается поверхности. 

Задача 1\.—Изь неподвижной точки О проведень кз ипжоторой точкь М иа дан- 
0 повертиости 5 радауеь вектор ОМ (черт. 9), черезь точку М проведена нормаль 
МА къ повертности 5 и черезь точку О, в5 плоскости ОММ, проведена прямая ОР, 
перпендикулярная кз ОМ и равная ей по длинь. Найти плоскость, кавательную кз 
повертности Х, служащей чеомлтрическимь мтетоме точекъ Р. 

Пусть МТ есть проэкшя ОМ на плоскость, касательную къ поверхности 5 въ 
точкБ М. Эта лия, очевидно, касательна къ кривой пересЪченя поверхности 5 
плоскостью. ОМ. Прелположимъ, что точка 1 перемщается по этой кривой; въ 
такомъ случа можно допустить, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, 
` ито она перейдеть въ точку №, расположенную на 41/7. Если бы нормаль въ М, 
къ поверхности 5. находилась въ плоскости ОММ, то соотвЪтетвенная точка поверх- 
ности Х лежала бы въ той’ же самой плоскости и была бы концомъ прямой РО, пер-. 
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пендикуларной къ МЛГ и равной ей по длинЪ. Въ самомъ дфлЪ, ясно, что треуголь- 
ники (УЛ и ОРФО были бы равны и имфли бы взаимно-перпендикулярныя стороны. 
А такъ какъ 005 точки ЛГи ЛГ расположены на поверхности ©, на безконечно-ма- 
ломъ разстояи первато порядка одна отъ другой, то нормаль въ Л/, составитъ какъ 
сь нормалью въ Л, такъ и съ плоскостью ОЛ/Х, вообще, безконечно-малый уголъ 
перваго порядка; такимъ образомъ точка Р, поверхности Х, соотв$тствующая М,, не 
совпадетъ съ (): она получится, если возставить къ 01[, перпендикуляръ въ плоскости, 
проходяшей черезь ОЛГ и образующей съ плоскостью 02/МРО безконечно-малый 


М М т 





О 


Черт. 9. 


уголъ, и отложить на этомъ перпендикулярв ОР, = О. Ясно, что для полученя 
этой прямой достаточно повернуть 0, не изм$няя ея длины, на безконечно. малый 
уголъ вокругь 01[; при этомъ вращевли точка @ опишетъ безконечно-малую дугу 
круга ФР,, которая можетъ быть замБнена, если пренебречь безконечно-малыми вто- 
рого порядка, ея тангенсомъ, перпендикулярнымъ къ плоскости ОРОМЛГ:; слЪдова- 
тельно, плоскость... Р.ФР перпендикулярна къ Л/Т, а, значитъ, перпендикулярна къ 
МТ и лия РР., которая, соединяя дв безконечно-близюмя точки поверхности », есть 
касательная къ этой поверхности. | 

‚ Докажемъ, что какая-нибудь вторая касательная къ поверхности Х перпендику- 
лярна къ 411. 

Чтобы найти эту вторую касательную, предположимъ, что точка .{ перем$- 
щается по поверхности © и приходитъ въ точку 2[., служащую концомъ перпенди- 
куляра 1/11, беконечно-малой длины, возставленнаго въ 1/ къ плоскости ОГ. 
Пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, можно допустить, что опредфленная 
такимъ образомъ точка 41, принадлежитъ поверхности 5, потому что лия МГ, 
будучи перпендикулярна къ плоскости ОМХ, перпендикулярна также къ нормали 4/ № 
и, значить, расположена въ касательной плоскости. | 

Чтобы построить точку поверхности », соотвфтствующую М.. нужно соединить 
точку О съ М, и возставить къ 011, въ точк$ О, въ неизв$стной плоскости, про- 
ходящей черезь ОМ, и черезъ нормаль Л/,№, къ поверхности 5; перчендикуляръ, 
равный по длинф 01/,. Каково бы ни было неизвфетное направлене нормали ЛЁМ,, 

ДИФФЕРЕНИТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ 3 
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этотъ перпендикуляръ, который мы назовемъ черезъ ОР., расположенъ въ плоскости И, 
проведенной черезъ точку О перпендикулярно къ (/1/,; далЪе, эта плоскость есдор- 
жить ОР и образуетъ съ плоскостью РОЛ уголъ, безконечно-мало отличаюнийея о2ъ 
прямого; сверхъ того (8 8), пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, имбемиь: 


ОЛ. — ОМ . 
и, слЪдовательно, 


ОР ОР. 


Такимъ образомъ точки Р, и Р лежать на окружности круга, описаннато изъ 
точки О, какъ изъ центра, въ плоскости П; значить, безконечно-малая лишя ГР, 
есть, въ этой плоскости, перпендикуляръ къ радмусу ОР, и такъ какъ плоскость ИП 
образуеть съ плоскостью РОТ уголъ, безконечно-мало отличаюнийся отъ прямого, то 
направление РР, въ предБлБ перпендикулярно къ плоскости РОД{ и, слЗдовательно, 
перпендикулярно къ 4/Т, что мы и высказали выше. 

Итакъ, мы нашли двЪ касательныя къ поверхности », перпендикулярныя къ ЛГ. 
поэтому, искомая касательная плоскость, проходящая чрезъ нихъ, также перпендику- 
лярна къ 4171. 

Въ заключене можно сд$лать одно любопытное зам$чане. ДвЪ поверхности 
и У могутъ замнять одна другую; иначе говоря, если мы разсмотримъ поверхность 2: 
какъ данную и поступимъ съ нею такъ же, какъ поступили съ поверхностью 5, то 
получимъ эту посл5днюю. Въ самомъ дЪлЪ, ведя ращусъ векторъ ОР и черезъ точку Р 
нормаль къ поверхности *, зам$тимъ, что эта нормаль параллельна Л.Г и что, поэтому, 
плоскость, проходящая черезъ эти двЪ ливи, есть какъ-разъ плоскость РОЛ: значитъ, 
перпендикуляръ въ этой’ плоскости къ ОР въ точкЪ есть 041, и если мы отложимт 
на немъ длину, равную ОР, то получимъ точку М. 


ДлиндА ДУГЪ НЪКОТОРЫХЪ КРИВЫХЪ 


$ 18. При вычислети суммы безконечно-малыхъ можно, не измфняя пре- 
ДФла (8 1), отбрасывать безконечно малыя порядка высшаго, чфмъ каждая изъ раз- 
сматриваемыхъ величинъ. Этотъ принципъ часто употребляется въ исчислен!и безко- 
нечно-малыхъ. Приложимъ его къ опред$леню длины дугъ нфкоторыхъ кривыхь. 

Разсмотримъ длину дуги нфкоторой кривой, какъ предЪлъ, къ которому прибли- 
жается периметръ вписаннаго многоугольника при безпред$льномъ уменьшени его 
сторонъ. Не трудно замЪтить, что такое опредфлеше вполнЪф справедливо и .что’ пре- 
дЪлъ не зависитъ отъ закона, по которому увеличивается число сторонъ вписаннаго 
многоугольника. °_ 

- Въ самомъ д5лЪ, пусть АВ (черт. 10) ееть дуга н®которой кривой. Отнесемъ 
ее къ двумъ прямоугольнымъ осямъ ОХ, ОУ и раздБлимъ на безконечно-большое 
число равныхъ частей отрфзокъ РО оси Х-овъ, на которую она проэктирована. Если 
вписать въ дугу АБ два различныхъ многоугольника, но оканчивающихся оба въ 
 точкахь А и Б, то предфлы периметровъ этихъ многоугольниковъ будутъ равны, но- 
‚тому что отношене безконечно-малыхъ частей между двумя параллелями оси У-овъ, 
проведенными черезъ дв послФдовательныя точки дфленя, въ предл равно еди- 
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ницф. ДЪйствительно, эти дв безконечно-малыя части многоугольниковъ имфютъ 
однв и тб же проэкщи на оси Х-овъ и каждая изъ этихъ проэкщй, очевидно, равна 
сумм проэктированныхъ длинъ, умноженной на н%которое среднее значен1е косину- 
совъ угловъ, образуемыхъ съ осыо различными сторснами или частями сторонъ, со- 
ставляющими разсматриваемую часть периметра; углы же эти безконечно-мало отли- 
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чаютея отъ угловъ, образуемыхъ съ осью касательными, проведенными въ соотвт- 
ственной точк$ дуги АВ. Итакъ, отношене длинъ, которыя, будучи умножены хотя 
и на конечные косинусы, но между собою различающеся на безконечно-малую вели- 
чину, даютъ одно и то же произведене, въ предлЪ$, очевидно, равно единипф. 

$ 19. Разность между дугою н$которой кривой и ея хордою, на основани пре- 
дыдущаго, есть безконечно-малая третьяго порядка, когда самая дуга принимается за 
безконечно-малую перваго порядка. 

Чтобы доказать это, разсмотримъ безконечно-малую дугу АМВ и ея хорду АБ. 
Дуга АМБ, по опред$ленио, есть предфлъ вписаннаго многоугольника, число сторонъ 
котораго возрастаетъ безпредЪльно. Если спроэктировать каждую изъ этихъ сторонъ 
на хорлу АВ, то сумма проэкшй будетъ сама хорда 4.6; но такъ какъ проэкщя какж- 
дой стороны равна длин$ этой стороны, умноженной на косинусъ угла, образуемаго 
ею съ АВ, и такъ какъ этотъ уголъ есть безконечно-малая перваго порядка и, сл*- 
довательно, разность между его косинусомъ и единицею есть безконечно-малая вто- 


рого порядка, что, очевидно, вытекаеть изъ формулы 1 — 6085 = 251252, то, за- 
мняя вписанный многоутольникъ его проэкшею 4Б, мы сдЪфлаемъ ошибку, равную 
сумм$ его сторонъ, умноженныхъ соотв$тственно на`безконечно-малыя второго по- 
рядка. Итакъ, эта ошибка равна безконечно-малому периметру многоугольника, умно- 
женному на н$которую среднюю величину изъ безконечно-малыхъ второго порядка; 
значить, сама она есть безконечно-малая третьяго порядка. 

$ 20. Дуга циклоиды. — Разсужденя, съ помощио которыхъ мы сумФемъ опредф- 
лить тангенсъ въ любой точк$ циклоиды, дадутъ намъ возможность вычислить длину 
какой-угодно дуги этой кривой. : 

Пусть АВ (черт. 11) есть положен!е катящахгося круга въ тотъ моментъ, когда 
производящая точка находится на неподвижной прямой, а М и М —двЪ безконечно- 
близюя точки, соотв$тетвующя положевямъ подвижного круга въ т$ моменты, когда 
онъ ‘касается. неподвижной прямой. соотвфтетвенно въ точкахь Си С. Мы ви- 

3* 
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дли (5 14), что для перемфщен1я точки М циклоиды въ точку Л/’ можно полвергиуть 


ее двузгь посл$довательнымъ вращен1ямъ на одинъ и тотъ же уголъ, 1) вокруг точки 
Сп 2) вокругь точки, находящейся на безконечно-маломъ разетоянит третьято по- 
рядка отъ точки С, а зат$мъ перенести ес на безконечно-малое разетоиие тречьяго 


порядка параллельно ('С”. Изъ доказанныхъ выше теоремъ вытекастъ, что бозтовсчно- 
мальшмь перем щенемъ третьяго порядка можно пренебречь и что обЪ круговыя дуги 
можно разсматривать какъ дуги одного радуса и, слБдовательно, считать ихъ равными; 
измфняя такимъ образомъ длину пути 11ЛГ, мы на самомъ дЪлЪ отбрасываемь только 
безконечно-малую часть ея истиннаго значення, и предЪлъь суммы безконечно-малыхъ 
дугь остается безъ изм$неюя. Итакъ, вычислимъ круговую дугу рашуса СМ, соот- 
вЪтственный центральный уголъ которой (8 14, Задача У) измЪряется, въ производя- 
щемъ круг5, половиною дуги, равною СС’. Проведемъ, теперь, черезъ точки Ми М' 
прямыя, параллельныя основанию: он встрЗтятъ . первоначальное положете произво- 
дящаго круга въ такихъ двухъ точкахъ Л, и №, , что дуга М, М, по самому обра- 
зовавю циклонды, окажется равною СС’ и, значитъ, утолъь 1, АМ, будетъ равнымъ 
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центральному углу дуги, которую мы хотимъ вычислить, кромЪ того, замфчая, что 
радгусъ этой дуги равенъ МА, мы можемъ замфнить безконечно-малую лугу 4/0Г 
циклоиды ‘удвоенною дугою М.Р, описанною изъ точки А, какъ изъ центра, и за- 
ключающеюся между АМ, и АМ,. Соединяя точку М, съ точкою В, даметрально 
противоположною точк$ А на производящемъ кругЪ, Увидимъ, что БТ, есть каса- 
тельная къ 1/,Р и что часть № этой прямой, заключенная между АМ, и 44Т,, мо- 
жетъ зам$нить лугу Л.Р. `А такъ какъ прямая БМ,, перпендикулярная къ АЛ’, 
равна БЕ (8 8), если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, то бтр$зокъ 11. 
можетъ быть замф$ненъ разностью ВМ,—В1/, и дугу циклоиды можно считать рав: 
дою удвоенной этой разности. Отсюда сл$дуетъ, что ‘если мы станемъ такимъ же 
образомъ вычислять безконечно-малыя дуги, содержапияся между точкою М и высшею 
точкою ^ разематриваемой кривой, то ихъ сумма, т.-е. дуга 25, будетъ равна удвоен- 
_ ной суммЪ послБдовательныхъ уменьшен, претерп5ваемыхъ литей БИМ, при ея измф- 
нени оть ВМ, до нуля, иначе говоря, будеть равна 2ВМ., или, что то же самое, 
удвоенной части касательной МТ, заключающейся между точкою М и касательною 
въ вернтинВ. _ 4 ть р 

$ 21. Измбнеше длины прямой лини.— Когда прямая перем щается въ пространств 
и заняла какое-нибудь новое положене, то измфнен!е ея длины есть сумма. изм ней, 
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претерпЪваемыхъ ею при каждомъ изъ безконечно-малыхъ персм5щевй, изъ которыхъ 
въ ихъ послБдовательномъ порядкЪ и можеть быть составлено все перемфщеше. Мы 
сейчаст, изложимъ одну весьма полезную теорему, при помощи которой можно полу- 
чить выражене для такихъ безконечно-малыхъ измёненй, пренебрегая безконечно- 
‘малыми второго порядка. | 

Пуеть 4Ви АБ (черт. 12) два безконечно-близкихь положеня, образующихъ (8 6) 
между собою безконечно-малый уголъ перваго порядка, косинусъ котораго отли- 
чается отъ единицы на безконечно-малую второго порядка. Пренебрегая безконечно- 
малыми второго порядка, мы можемъ прямую .4’В’ считать равною ея проэкши РО 
на АБ и, сл$довательно, разность 4’Б'—АВ считать равною Ро— АВ, т.-е. ОВ-— АР, 


А Р В О 
с ирь 0) 
В' 
Черт. 12. 


или ББ'соз3ВВО — АА‘созА'АР, или, наконецъ, сумм перемфщенй прямыхъ 
АА’ и ВВ, при вращени ихъ около точекъ А и В, умноженныхъ соотв$тственно на 
косинусы угловъ, образуемыхъ ими съ прямою АБ, причемъ направлене. 4.8 прини- 
мается отъ А къ В. для перемфщеня ВБ и оть В кь А для перемфщен1я АА’. 

Отм$тимъ два замфчательныхъ случая. 

Когда прямая остается постоянно нормальною къ лини, пробЪтаемой однимъ изъ 
ея концовъ, то членъ, пропорцюнальный перемфщен!ю этого конца, будетъ содержать 
множителемъ косинусъ прямого угла и, слЪдовательно, будетъ равенъ нулю; отеюда 
заклточаемъ, что безконечно-малое приращен1е длины въ этомъ случаЪ приведется къ 
одному только члену. | 

_ Когда прямая остается постоянно касательною къ кривой, пробфгаемой однимъ 
изъ ея концовъ, то членъ, пролорщональный перем$щен!ию этого конца будетъ содер- 
жать множителемъ косинусъ угла, равнаго нулю, и приведется, слфдовательно, къ 
самому перемВщению, т.-е. къ безконечно-малой дуг кривой, къ которой разематри- 
ваемая прямая остается касательною. 

$8 22. Дуга эволюты. — Два предыдущихъ случая могутъ представиться одно- 
временно. Разсмотримъ таюмя двЪ кривыя, что касательныя къ одной изъ нихь бу- 
дуть нормалями къ другой; прямая ЛР (черт: 13), оставаясь нормальною къ первой 
кривой и касательною ко второй, перем5щается изъ положеня ДГР въ положеше №@ 
такимъ образомъ, что ея приращение, равное, по предыдущему, сумм$ элементарныхъ 
дугъ, составляющихъ дугу РО, будетъ сама дуга РО; слЪдовательно, 


дуга РО = №0 — МХ. 


Обратно, если мы разсмотримъ какую-нибудь кривую РО (черт. 14) и отложимъ 
на каждой касательной ДТ длину ВАТ, равную нЪкоторой постоянной, увеличенной 
на дугу АФ, отд5ляющей точку касавшя отъ неподвижной точки ©, то вс касатель- 
ныя къ разсматриваемой кривой будутъ нормалями къ кривой ЛТХ, представляющей 
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геометрическое м$ето точекъ 7. ДЪйствительно, когла лишя ©Х\Х, совнадая Нос о- 
вательно съ различными касательными опредбленной длины, займеРъ комеоное ноло 


жене Л, всё ся приращеве будеть равно, по предположенио, дуг Ро. т.-. ‚ сумы 
безконечно-малыхъ членовъ, пропорщюональныхъ перемфщенио конпа те Въ Обе 
‘выражен элементарнаго приращеня. Отеюда слЪдуетъ. что остальные чле НЫ, ПРО- 


М 
Р В 
О Т 
М 
Черт. 14. 
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порщональные перемфщетямъ конца; №, въ сумм постоянно должны давать нуль и, 
слБ$довательно, Должны быть равными нулю; для этого же необходимо, чтобы былъ 
равенъ нулю косинусъ, на который умножается перемфщене точки М и, значит, 
чтобы подвижная прямая составляла постоянно прямой уголъ съ тою кривою, кото- 
рую описываетъ ея конецъ. 

Изученме такихъ кривыхъ, какъ РИВО и МТМ, для первой изъ которыхъ слу- 
жатъ касательными ве нормали второй, играетъ весьма важную роль въ геометри. 
Мы разсматриваемъ ихъ здЪсь, какъ простой примЪръ спрямляельь кривыхъ. При- 
бавимъ еще, что первая изъ нихъ, РАФ, называется эволютою второй кривой МТМ, 
а кривая Л/ТУ называется эвольвентою РИО. Изъ предыдущаго, очевидно, вытекаетъ, 
что кривая имЪетъ только одну эволюту и, наоборотъ, безчисленное множество эволь- 


венть. Мы вернемся впослфдетыи къ этой важной теори и остановимся на ней 
тогда боле подробно. 


УПРАЖНЕНИЯ 


_1. Какова бы ви`была функця ©(5)‘оть перемфнной 2, выражене 
9(д- 21) — 2% (& + 1) + з(@), 
гдЪ А—безконечно-малал перваго порядка, сеть безконечно-малал второго порядка. 

2. Дана плоекая кривая п соприкасаюцййся еъ нею кругъ въ вфкоторой точ; доказать, что 
отрфзокъ прямой, параллельной общей касательной, заключевный между обфими кривыми, есть 
. безковечно-малая второго порядка, если разстоянйя точки касандя до обфихъ точекъ И 
безконечпо-малыя перзваго порядкз. | 

-3. Вели изъ точки О, расположенной въ плоскости нфкоторой плоской кривой, опустить пер- 
пендикуляры па касательныя къ этой кривой п на каждомъ изъ нихъ отложить отъ точки О лнв1ю, 
пропоршональную его длин, если точно такъ же поступить съ вновь полученною кривою и повто- 
_ рать это ностроен:е неопред®ленное число разт, то предфльная кривая, соотвтетвующая безчислен- 
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ному множеству такихъ дЪйствай, перес$четъь вс рад1усы-векторы, псходящ!е изъ точки (0, подъ 
одипмъ и тзыъ же угломъ. 

4. Изъ точки О, расположенной вт, плоскости нЪкоторой плоской кривой, проведепы радлусы- 
векторы кл точкамт этой кривой и каждый изъ нихъ продолженъ за данную кривую на постоян- 
ную дишу. Найти касательную къ кривой, представляющей геометрическое м$сто полученныхъ та- 
кимъ образомъ точекъ, и доказать, что нормаль къ этой кривой, пормаль въ соотвЪтственной точк$ 
къ данной кривой и перпепдикуляръ въ радусу-вектору, проведенному черезъ точку О, сходятся 
ВЪ ОДНОЙ ТОЧЕЪ, 

5. Изъ точки О, расположенной въ плоскости нзкоторой пзоской кривой, проведены рад1усы- 
векторы къ различпымъ точкамъ этой кривой ип на каждомъ изъ нихъ отъ точки О отложена длина, 
обратно-пропорцовальная длинЪ радуса; зайти касательную къ кривой, представляющей геометри- 
ческое м’»Ъсто полученныхъ такимъ образомъ точекъ. Доказать, что если двЪ дапныя кривыя пере- 
сфкаются подъ какимъ-нибудь угломъ, то подъ т$мъ же угломъ пересфкаются и кривыя, построеп- 
пыл ио указанному способу. 

6. Если всЪ касательныл плоскости къ нфкоторой поверхности касаются ея по ливямъ, то 
эти лини непремфнно прямыя. 

7. Изъ неподвижной точки О проведепы рад1усы-векторы къ различпымъь точкамъ ниЪкото- 
рой поверхности п па каждомъ изъ нихъ отложена оть точки О длина обратно-пропоршональвая 
длип$ рад1уса-вектора; ваЙти плоскость, касательную къ поверхности, представляющей геометри- 
ческое место получевныхъ такимъ образомъ точеБъ. 

Нормали въ соотвфтственныхь точкахъ къ обфимъ поверхностямъ перес$каются между собою. 

Если дв данныя поверхностн пересфкаютея подъ н%которымъ угломъ, то подъ ТВМЪ же 
угломъ пересЪкаются и поверхности, построепвыя по указанному способу. 

3. Разсматриваются ва плоскости дв кавя-нибудь крпвыя и за соотвютственныя точки 
приняты точки, въ которыхъ касательныя параллельны; если черезъ неподвижную точку провестп 
прямыя, равныя п параллельныя прямымъ, сосдиняющимъ двф соотвЪтственныя точки, то каса- 
тельная къ кривой, представляющей геометрическое м$ето получепныхъ тавимъ образомъ точекъ, 
параллельна касательнымъ къ даннымъ кривымъ въ соотв$тетвевныхъ точкахъ, и дуга этой врнвой 
есть сумма пли разность лугъ, соотвЪтетвующихъ ей на дапныхъ кривыхъ. 

9. Доказать посредствомъ разсужден, подобныхъ тЪмъ, вавими мы пользовались (8 20) при 
нахождев1и дуги цпклонды, что площадь, заключенная между циклопдою ин ея основанемъ, втрое 
больше площади производящато круга. 

10. Если какая-набудь плоская кривая катится безъ скольженя по пеподвижной. прямой, то 
точка плоскости, связанная неизмфнно съ этою кривою и увлекаемая послфднею вь ея движен!т, 
описываетъ такую кривую, нормаль къ которой въ какой-нибудь точкЪ проходить черезъ точку 
касан1я пеподвижной прямой съ соотвфтетвенвымъ положен1емъ катящейся кривой. 

11. Если изъ точки О, расположенвой въ плоскости н%®которой кривой, опустить перпенди- 
куляры на касательныя къ этой кривой, то длина дуги кривой, представляющей геометрическое 
мЪсто основав!Й этихъ перпендикуларовъ, равна длин дуги кривой, описываемой точкою О, евя- 
занной неизм$нио съ данною кривою, въ то время какъ соотвфтетвепная дуга посл$дней катится 
безъ скольженя по неподвижной прямой. 


ГЛАВА БТОРАЯ 


Производныя и дифференщалы перваго порядка 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ПРОИЗВОДНОЙ 


$ 23. Мы уже видЪфли (8 2), что если <‹(2) обозначаеть какую-нибудь функцию 
оть перемЪнной х, то выражене 


9(# Е 1) — $ (2) 
й : 
т.-е. отношене приращеня функши къ приращеню перем$нной, имфетъ, при 1 без- 
конечно-маломъ, опредъленный предфлъ для каждаго значення х. Этотъ предфлъ, пред- 
ставляюпий также функщю отъ х, называется производною отъ $(х) и часто обо- 
значается такъ же, какъ и первообразная функшя, но только со значкомъ наверху. 
Итакъ, | 
©'(2) есть производная отъ (5х). 


$ 24. Если разематривать функцию (5), какъ ординату н*Ъкоторой кривой, за- 
данной въ прямолннейныхъ координатахъ посредствомъ уравнен1я у = $(х), то произ- 
водная (1) есть угловой коэффишентъ касательной къ этой кривой. Въ самомъ дЪлЪ, 
отношене 


9(х + 1) — (2) 
й 


_ есть угловой коэффищентъ хорды, соединяющей дв точки, абсциссы которыхъ суть 
хи х--й; селБдовательно, предфль этого отношеня есть коэффишентъ касательной, 
служащей предфльнымъ положетемъ упомянутой хорды. 
Покажемъ, какь можно вычислять производныя отъ функц, заданныхъ явно 
посредствомъ знаковъ, обычно употребляемыхъ въ элементарномъ анализЪ. 


Производныя отЪ ПРОСТЫХЪ ФУНКЦИЙ 


$ 25. НЪкоторыя изъ функшй, употребляемыхъ въ анализф, носятъ назване 
простых: функшй. Число ихъ можеть быть увеличено или уменьшено, до нёкоторой 


25 


степени, по нашему произволу. ДЪйствительно, эти простыя функши таковы, что къ 
нимъ приводятся друпя и посредствомъ комбинировая ихъ образуютея сложныя 
функщи; поэтому, можетъ случиться, смотря по точк% зрён1я, что одна и та же функшя 
разсматриваетсея то какъ простая, то какъ сложная. Приведемъ для примфра функщи 
$11 И ©0087, которыя весьма часто разсматриваются въ анализ и кото›ыя мы сами 
будемъ разсматривать, какъ простыя; тЪмъ не менЪе, каждая изъ формулъ: 


6081 = И1 — вш2х, 


608% = Ш (= — г), 

выражающая со$х посредствомъ дБйствй, куда входитъ символъ 5/5, даетъ возмож- 
ность разсматривать косинусъ не какъ простую функцию. Какъ бы то ни было, мы 
будемъ принимать за простыя слфдуюция функции: а” (при т цломъ), а”, 1юех, зшх, 
605% и бапол. Отыщемъ сначала ихъ производныя, а затёмъ дадимъ обиия теоремы, 
посредствомъ которыхъ можно было бы выводить производныя отъ воБхЪ явныхъ 
функщй. 

$ 26. Производная отъ =”. — Первая изъ простыхъ функшй, ветрёчающаяся въ 
алгебр, есть 2"; отъ нея мы прежде всего и отыщемъ производную, предполагая, что 
показатель 7+ — цфлый и положительный. Функшя дл” при 2 дробномъ можетъ быть 
разсматриваема такъ же, какъ простая функщя, но для насъ будетъ выгоднЪе свести 
этоть боле обший случай къ случаю, когда 2л—пЪлое. 

Производная отъ а”, по опред$леню, есть пред$лъ отношен1я 


а” 
А 


при # стремящемся къ нулю; но такъ какъ т--ц®лое, то эта дробь равна 


ре 
й 


ь 27%. (т — 1 
трдт—1 т. (т— 1 2 а 


д дд) 


Выполняя дЪлен1е на / и полагая затЪмъ Л =0, находимъ, что предфлъ этой дроби 
есть 714”. Итакъ, производная озтз 1% овть ана" 1, 
$ 27. Производная отъ 4“. — Производная отъ =", по опредБленю, есть пред®лъ 
отношеня 
ат! — а* 
й 


при й стремящемся къ нулю, но такъ какъ, очевидно, 
ай — а? — 4*(а — 1), 
то производная есть предЗлъ отношен1я 
в 
Ф —1 
ПА. (4) 


ДИФФЕРЕНЦАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЦЕ + 


7. 
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Полагаемъ а’ —1==а и, слЗдовательно, х" = 1 а, 110°а = 108(1 -- *); выражее (44) 
преобразуется слЗдующимъ образомъ: 


а105 0 ай 


—_—_—_—_—`— 
” 108а а) = 


10а __  9\10°4а 


— 081 -- &) 





Е (2) 

105 (1-- а) ° 

Когда й стремится къ нулю, а, равное а” — 1, стремитея также къ нулю; значить, 
1 


(1--х)“ въ предБл$ есть основане неперовыхъ логариеомовъ, обозналаемое обыкно- 


г ы , . 09а 
венно буквою е; такимъ образомъ, выражете (6) имфетъ предфломъ 42 м И 71роиз- 


12а * 
водная отз а? сеть а? 5% 
105 


Основате системы, въ которой взяты оба логарпема, произвольно и не впяеть 
на ихъ отношене, въ какомъ видЪ они только и входятъ въ полученное выражеше. 


если а равно е, то отношевне логариомовъ будетъ единица, и, значитъ, производная 
015 е* есть с". 


$ 28. Производная отъ 105. — Производная отъ функщи 1097. по опредфлению, есть 


._ 105(2- А) —105х __ 
пред$лъ отношеня ЕН при / стремящемся къ нулю. Нишемъ: 


и (1-= 
105 (х-- 1) —ю5х __ 26: =] (С) 
т А = 1 


Полагаемъ =, й — ах; предыдущее выражеше преобразуется слвдующимъ образомъ: 


1 


108 (1- а 1 а 

В тор (о) 
= 

При 1 стремящемся къ нулю (1--«) “ въ предфлЪ дастъ се и выражеше (С`) будетъ имФть 


102 е : 10° е 
предфломъ —2-; итакъ, производная отз 10° есть 2 





Логариемъ, взытый по ‘основан!ю е, обозначаютъ обыкновенно черезъ 15; въ 
такомъ случаБ производная отз | есть ——. 
$ 29. Производная отъ зтх. — Производная отъ зшх, по опредФленю, есть пре- 
дфлъ отношеня 
эт (4 -|- 4) — зтх 
й з 
_ Преобразовываемъ это выражение: 


к 
зш (+ #) —зтх __ Шо 605 |2 тэ 


й ща. й 
ор 
о 
_ и замчаемъ, что по извфстной теорем$ предЗломъ —-- При й стремящемся къ нулю 


будеть единица, а второй множитель въ предфлЪ обратится въ 082; слБдовательно, 
производная отз Вт есть. сов. й 
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5 30. Производная отъ 60552. — Производная отъ созх, по опредфлениюо, есть 
предзлъ отношея 


0$ (2 -+ 1) — с03%. 
й 


Преобразовываемъ это выражение: 


о нес. 2 

0$ (1 + №) — с0$ж __ р т 9 

ан 
. Й 
25115) 





и замБчаемъ, что предёлъ > есть единица, а слдовательно, предфлъ всего выра- 


женя есть — $12; итакъ, производная отъ с0зх есть — тт. 
$11 5 
$ 31. Производная отъ ба15х.—Такъ какъ функщя фапох равна, то ее можно 
не причислять къ простымъ функшямъ, но можно ея производную получить и не- 
посредственно, боле легкимъ путемъ. Эта производная, по опредфленио, есть предЪлъь 


отношен1я 


12052 -- №15 _ Е 
фапо (Л) — сх _ 1 — лох той "И __ Тапой (1 - 4а15* 5). 
Й Во 71 _ Ва — 12102 4а0о]) ? 


| алой 
зная же, что предЪлъ - = при № стремящемея къ нулю есть единица, заключаемъ, 





- 1 
что это посл$днее выражете стремится къ 1--{апо?х или, что одно и то же, къ ее 


1 
итакъ, производная оть фбапох есть НЫ 


Производныя отЪъ ОБРАТНЫХЪ ФУНКШЙ 


$ 32. Когда двЪ перем5нныя связаны уравнешемъ, то каждая изъ нихъ можетъ 
быть разсматриваема какъ функя отъ другой. Если, напр., дано, что 


Х— (у), 
то можно, ршивъ это уравнеме относительно у, представить его въ видЪ: 
у —% (2), 


гдЪ знакъ Фх обозначаеть функцио обреитную той, которая была, обозначена знакомъ \. 
Поэтому, если мы возьмемъ какую-нибудь Ффункшю отъ перемЁнной,. а затЪмъ 
обратную отъ результата, то эти два дЪйстня взаимно уничтожатся и мы придемъ 
снова къ самой перем$нной. Такимъ образомъ, удерживая предыдуция обозначения, 
можемъ написать: 

[$ (у) ] = (2) =, 

9 [$ (2)] = (у) =®. 

Примёры.—Если дано, что 
х—=у, 


к 


То 


4% 
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сл5довательно, квадратный корень есть обратная фунюия отъ второй стойени: кромЪ 
того, очевидно, что эти два дЪйстыя взаимно уничтожаются, сели ихо и: 
послЪдовательномъ порядкЪ. 

Если дано, что 


заацагьЬ ВЗъЪ 


ей. 
то 


слфдовательно, логариемъ есть обратная функшя степени; кромЪ того, сотласло съ 
общимъ замБчатемъ, 
И 


$ 33. Зная производную отъ н$которой функши, можно найти производную и 
оть функщи, ей обратной. Пусть х есть функшя отъ у, опредзляемая уравнешемъ 





—9 (9), 


и предположимъ, что это уравнеше. даетъ: 
У— (2). 


Производная © (у), т.-е. производная отъ х, взятая по у, есть предЪль отношетя при- 
ращен1я х къ соотвЪЗтетвенному приращению у, иначе говоря, производная х'’ (у) есть 


| ‚0х ыы 
пред5лть отношен!я ГДЪ Ах обозначаетъ приращене 2, а Ау—-соотвЪтотвенное при- 


‚ралцете у; этими обозначетшями мы будемъ пользоваться весьма часто. 
Производная + (5), т.-е. производная отъ у, взятая по х, есть предЪлъ отношения при- 


ращетя у къ соотв$тственному приращеню х, иначе говоря, есть пред$ль отношен1я 
А 
1 и такъ какъ перемБнныя хи у ТБ же самыя, что и въ предыдущемъ случаЪ, то 


ан Ах | е 
отношевя о и имБютъ пред$лы, обратные друтъ другу; итакъ, 





ау В© 

а Ф' (9) 

Это равенство даеть намъ производную отъ функщи %. 
$8 34. Нокажемъ, какъ вышеизложенное примняется на примЪрахъ. 
Пусть 

2 — У”; 

отсюда, 


Уи и—=х 





1 Фо: 
Сл$довательно, производная оть функши х”, взятая по х, есть обратная производной 


1 
отъ У”, взятой по у, т.-е. равна ——; замфняя здЪесь у его величиной, находимъ, 
: 1 
ук . еее 
что эта производная есть — „р, или, что одно и то же, 2”. 
т. 


тх 
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1 1 
Итакъ, производная отъ х” веть = п ‚10% т есть какое-уюдно цълое число. 
Раземотримъ еще 
= ШУ. 
Изъ этого равенства сл$дуетт. 
/ —= агеят т; 


поэтому производная отъ агсзшх, взятая по х, есть обратная производной отъ зшу, 











1 1 
взятой по 1, т.-е. равна ——_, или, что одно и то же, —- ——. 
60$ И1— 22? 
Полагая 
 — с0$4, 
зе 
мы точно также нашли бы, что производная отъ агесо$х ееть ————. 
1-2 


Этотъ весьма важный результатъ требуетъь нфкоторыхъ пояснений. 

Функщя $2 есть вполн$ опред$ленная функшя, т.-е. такая функщя, которая 
для каждаго значення х имБетъ единственное и опред$ленное значен!е; нельзя того же 
сказать про функщю агезтх. ДЪйствительно, одному и тому же синусу соотвЪтствуетъ 
безчисленное множество различныхъ дугьъ и если а обозначаетъ одну изъ нихъ, то 
остальныя заключаются въ формулахъ 28 Кл хи (2Ат1] ха ГД К есть про- 
извольное цфлое число: изъ сказаннаго заключаемъ, что въ общемь выражеи ихъ 
производной Долженъ стоять двойной знакъ =. Если же приходится, въ частномъ 
случа, разсматривать одну изъ дугъ, выражаемыхъ символомъ агсятл, то опред$леше 
знака производной не представляетъ никакой трудности. Въ самомъ дЪлЪ, полагая 

& — 5:11, 
| 1 ! 
находимъ, что производная отъ у, взятая по х, есть го и что въ этомъ выражений 
нфтъ никакой двойственности. Вопросъ о двойномъ знакЪ -+- можетъ представиться 


только въ томъ случа, когда созу замфняется черезъ у в 1, причемъ видно, 
что знакъ радикала долженъ совпадать со знакомъ с0$у. Точно такъ же, если 


$ — 6084, 
то 
у — агеси$х, 
‹ 1 1 
и производная отъ у, взятая по х, есть — — ———, Причемъ знакъ этого вы- 





ф. Т.-е. | лин 
раженя противоположенъ знаку эшу. 
Пусть 
| Хх — {21029 
и, значить, 
у = аговапо’х. 


Производная отъ у, взятая по х, есть, слфдовательно, 


1 
р <" 





$? 


605° у = 
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эдЪсь нЪфть двойственности, такъ какъ дуги съ однамъ и тфмь до таиТСНеНЕ 
содержатся въ общемъ выражеши Ат- о и, значитъ, отличаются ояна 
на постоянную величину, что на производную не вл1яетъ. 

$ 35. Введене обратныхъ функщЙ даетъ возможность производных эть бовёнй 
а” и 10°х, полученныя отдфльно, вывести одну изъ другой. 
Если 


Г | [1] 


же ау, 


то 
у —= 02. 


Сл$довательно, производная отъ |155, взятая по х, есть обратная производной отъ С, 
взятой по у, т. е., если логариемы взяты по основаншо а, то. 


105е _ 10°е 


у д 


Производныя ФУНКЦЙ ОТЪ ФУНКЦИЙ 


$ 36. Если буква и обозначаетъь данную функщю отъ перемфнной х, то всякая 
функщая отъ и будеть функшей отъ л. поэтому, тамя функши получили назван! 
функций оть функий. 
Такъ, напр., если 
11 — © (х), у—= Е (1), 


то у, разсмотрЪнная въ зависимости отъ х, есть фунющия оть фуикющи. 
Покажемъ, что если функщи х и Е таковы, что мы можемъ составить ихъ произ- 
водныя, то мы можемъ также составить производную отъ у по 2. 
° Въ самомъ дБлЪ, предположимъ, что перем$нной х придано приращене Ах и что 
вслБдетве этого получилось 


для и приращете Ду, 
для у приращене Ду. 
Нишемъ тождество 


Ау _ и 1 
Ах Ах‘ А 


и переходимъ къ пред$лу, приближая Ах къ нулю; первая часть этого равенства, по 
опредБленю, въ предфлЪ дасть производную отъ у по х, два же множителя второй 
части будутъ стремиться соотвЪфтственно къ производной оть и пожи къ производной 
от у по и. Обозначая эти производныя черезъ $'(х) и Е' (и), заключаемъ, что произ- 
водная отъ у по 4 есть 

Ф' (2) Е" (и). 


Этотъ результать можно прочесть слфдующимъ образомъ: 

`Производная функщи отз функши есть произведене производных отз составляю- 
^щижь ее простнихз функий, причемь каждая из послюднихь берется по той перемти- 
ной, отз которой она, неповредетвенно . зависито, 
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Примфры. — Пусть дана функшя у == 0$ 1 —= т [= —#) . Это выражеше мо- 
/ 
щеть быть разсматриваемо, какъ функшя отъ функщи. ДЪйствительно, полагая 


— 
9` 


—Ж—ы, 
мы можемъ написать, что 
1] —= $1 %. 
Прилагая общее правило, находимъ для производной оть у по х 


(— 1) 0$ и = — Ш х, 


что согласно сь найденнымъ раньше ($ 30). 


` 


Пусть дана функщя у = с0& х = фа10' | — г) ‚ Полагая 


—%#=(, 


Е 


мы можемъ написать, что 
/ —= ба12' 4. 


Прилагая общее правило, находимъ для производной отъ у 


р 1 
-1 с03?% = 31020‘ 





Пусть будетъ дана еще функшя 145. Полагаемъ: 


Е 
9) — №. 


По общему правилу находимъ для производной отъ у 


— 0’ = —— , 
4 Ч 


5 
д 
и, дйствительно, 11° == 5х, откуда ясно, что производная отъ заданной функщи должна 

быть равна производной 12, взятой пять разъ. 


т 
$ 37. Какъ посл5дей примЪръ, составимъ производную отъ функщи у=х” , гдЪ 
т и п обозначаютъ цфлыя числа. Эта функшя можетъ быть разсматриваема, какъ 
функшя отъ функщи. Въ самомъ дЪлЪ, полагая 


1 
"7 — 
ЖЕНЯ 


напишемъ: 
1) — ". 


Но общему правилу и на основанйи результатовъ, полученныхъ въ 88 26-мъ и 34-мъ, 
находимъ для производной отъ у 


т 
м 5 
у и” 1 ий 1 — >. а“ „жт — и д” ) 
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3) 


слЪдовательно, производная оть т” получается по той ме самой берут“ какъ 


72% - 
если бы показатель а оылъ цзлымъ числомъ. 


$ 38. Предыдущее правило можно распространить на соехавленю производной 
функщи отъ функцш, связанной съ перем5нною сх посредетвомъ ибеколькахъ ироме- 
жуточныхъ функшй. ДЪйствительно, полагая 


в=о(т), ==), ==) УИ), 


поищемъ производную отъ у по х. Пусть Ах есть прпращене х, а Ан, Ах, Аю, Ау— 
соотв$тственныя приращеюня и, г, 2, 7: пишемъ тождество 


ду _ у №0 А Аи 





А А № Ан 


ни замЪчаемъ, что когда Ах стремится къ нулю, то первая часть этого равенства въ 
предБляВ даетъ производную отъ у по х, а множители второй части стремятся къ про- 
ИЗВОДНЫМЪ ОТЪ 1, 26, Г, и, Причемъ каждая изт этихъ послЪднихъ берется по той пере- 
мфнной, отъ которой она непосредственно зависитъ. Отсюда заключаемъ, что про- 
изводная отъ у есть произведен!е производныхъ отъ отд$льныхъ функшй и, в, ь, и 


` 9 


причемъ каждая пзъ производныхъ взята по той перем$нной, отъ которой она непо- 
средственно зависитъ. 


ПроизводнАЯ ОТЪ ПРОИЗВЕДЕНТЯ 


6 


а. 


8 39. Пусть в, ®, в будутъ данныя функщши отъ одной и той же перем нной а; 
назовемъ черезь у ихъ произведене, отъ котораго и требуется найти производную. 
Пишемъ: 


у—=и.0. 0; 


3 


беремъ отъ обфихъ частей этого равенства неперовы логариемы: 
у — ше -- 10; 


теперь переходимъ къ производнымъ отъ обЪихъ частей поел$дняго равенства, при- 
мф$няя правило функшй отъ функшй и обозначая черезъ у, и, ®, и производныя 
ОТЪ. 9, и, %, Ш: 

1 7 1 Е + 1 1 1 ] 
отеюда 


од О а Ш / 1 / / 
Рио = и | ишу А ш.. 
у 4 2 т. 7 


Такимъ образомъ, производная отъ произведен1я есть сумма произведевй, получае- 


мыхъ от. посл довательнаго умноженя производныхъ каждаго множителя на произве- 
дене воБхь остальныхъ; 


Производная отТъ ЧАСТНАГО 


$ 40. Пусть и и › будутъ дв$ функщи отъ одной и той же перемЁнной 2; на- 
зовемъ черезъ у ихъ частное, отъь котораго и требуется найти производную. Пишемъ: 


а и ы 
и == Ф 
беремъ отъ обБихъ частей этого равенства неперовы логариемы: 

1 — 1 — №; 


теперь переходимъ къ производнымъ отъ об$ихъ частей посл$дняго равенства, поль- 
зуясь т5ми же обозначениями, что и въ предыдущемъ случаф: 


9 и ИР 
отсюда к й: 
9 9 Шри 
— и пм 


. ” 4 | ы 
По этой формул и составляется производная отъ частнаго —_› если извфетны про- 


изводныя # и $ отъ дфлимаго и лЪлителя. 


ПроизводнаАЯ ОТЪ СТЕПЕНИ 


$ 41. Пусть + есть функшя отъ х, а т—какой-нибудь показатель, положитель- 
ный или отрицательный. Полагая | 
| у — 1”, 


‚беремъ логариемы отъ обфихъ частей этого равенства: 
[у — ть; 


переходимъ теперь къ производнымъ по х отъ об$ихъ частей зато равенства, 
пользуясь прежними обозначенями: 





у". 9 
у и’ 
отсюда 
‚ _ туш р 
== ПУ — тн. 
' 4 
Замфчане.—Если положить #==, то и =1, и предыдущая формула покажетъ, 


что производная отъ функщи а” есть зна”-1. Этотъ результать былъ полученъ для 
показателя цфлаго (5 26) или дробнаго (8 37) и притомъ положительнаго. Теперь же 
мы можемъ считать его вполн$ общимъ, потому что предыдущее доказательство при- 
латается ко всфмъ безъ исключен1я положительнымъ или отрицательнымъ значе- 
НЯМЪ 21. 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕЩЕ о 


ПРОИЗВОДНАЯ ОТЪ 1 


$ 42. Разсмотримъ, наконецъ, сложное выражене и, гл и п 2 оЗозваЧАОТЪ 
функции отъ перем$нной х. Полагаемъ 


И 
и беремъ логариемы отъ обЪихъ частей этого равенства: 
[у — ®и ; 


далЪе, переходимъ къ производнымъ отъ обЪфихъ частей послфянято равенства, поль- 
зуясь правиломъ ($ 39) для производной отъ произведетя: получаем: . 


/ > 
4) 

У — а -- — 4’, 
9 и 


откуда 
о 
уу (51 5) 
Если предположить, напр., что 


ЕЕ а. 
‚ ТО 


1 = 1, == 
и производная отъ 1” будетъ 
2 (Ш-НТ). 


НъкотоРЫЯ ПРИЛОЖЕНГЯ 
$ 43. Полученные въ этой глав результаты даютъ возможность найти про- 


изводную отъ какой-угодно явной функщи, составленной посредствомъ простыхъ дЪй- 
стай. Важно освоиться съ этими первыми принципами на примрахъ. 


1: Производная отъ агфаро р орк НИ у 
| а (а — 34?) ^’ 
Полагаемъ 
| 31—12 о 
а(— 3)“ 


тогда 
) — агсйа по’ и 


| | 1 
и у есть функшя отъ функщи, производная оть которой равна произведен!ю т 

ы > 

на производную отъ и. Примняя правило $ 40-го, находимъ для производной отъ и 


З(а^ -|- 20227 + 2“) > 3 (а? -- 42)? , 


— ——- 


а (а? — 312 аб}, 








_ кромЪ% того, 
| Вы с“ 1 __ аа? — 322}. 


1+ (а? 





ДНОЙ 
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зга..гь, искомая производная, посл веБхъ упрощен, будетъ 


за 
их?‘ 
Этоть результатъ не трудно было предвид$ть, такъ какъ по извЪстнымъ формуламъь 
тригогометри функщя у равна Загсбапо -.. И если бы мы стали составлять произ- 


водную отъ поселЗдняго выражетя, то нашли бы непосредственно полученное выше 
значеше. 


| / 1-Е т 
2. Производная отъ Я, 
1 — 51% . 
‚ | „. Е-- 5х 1 
Разсматривая у, какъ степень отъ дроби —___ съ показателемъ >, и прим$- 


няя къ этой функши правило, данное въ $ 41-мъ, находимъ для производной отъ нея 


и 1 с035(1 — 5105) -- с03%(Е-- 9112) __ 2055 | 1 
Ам т ж—  ъЪ= м... 
о 12 а 2(1-- 902) И 1—2 1 92 
п 1—5115 | 


Къ тому же результату можно придти, замЪтивЪъ, что 


1-- $10% т х\. 
И — ав (2 +5); 





в д 
дЪйствительно, производная отъ 81° (=+5) равна а у Что равносильно 
; , 26057 (1-5) 
предыдущему выражен!ю. 
3. Изъ формулы 
„. РЕ п 
т —= ты 
ях -- $ш22-—-...-- Яйих=- а 
$10 


9 
= 


вывести выражене для суммы 
6082 -|- 800895 --... + ясозих. 


Для этого достаточно взять производныя отъ обфихь частей: 





1 х 2 -- 1 ПТ 


| 5 Шут 5 о 
6052 —- 960824 -|- 36053х --... -- исозих == м—М—— 
| 31° — 
2 


4, Изъ формулы. 
. ® п ь Эх , (2% = 1) $10 . 
115 $1 (%- =) 7 =) в (= ии) ве 
3 ! |- =) п ( ый зт (а -- р = 
Е * 


вывести выражеюе для суммы 


} 


софа: —- с0% (+=) и вы — е0% (2+ м - .: 





5* 
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Для этого достаточно взять отъ обфихъ частей даннаго равенетва 


сбачала Иага- 
рнемы, а потомъ производныя;: найдемтъ: 








совж-|- 0% (& +=). оо (в +" <)= 


УпотреекБЛЕН!Е ПРОИЗВОДНЫХЪ ПРИ ПИЗСЛЬДОВАН1И ФУНКЦ!И 


8 44. Если безконечно-малое приращене фу Нк совпадаетъ по знаку съ без- 
конечно-малымъ приращешемъ перем$нной, то говорятъ, что такая функшЯ —- возра- 
стающая; въ противномъ случа она— убывающая. Сл$довательно, на основаши этих 
опредЪлей, выражене, напр., такое, какъ «функщя-— возрастающая» означаетъ, что 
она возрастаетъ влиьетиь в5 перелмнною. 

Когда функщя— возрастающая, ея производная —положительна, такъ какъ дробь 
Ф(х -- #) — ®(1) | 
——____, дающая въ предЪтв эту производную, постоянно положительна; на- 
оборотъ, если функшя —убывающая, ея производная — отрицательна. Эти, очевидно, 
справедлнвыя замфчан1я часто бываютъ полезны при изучеви посл$довательныхъ 
значенй функщи; приведемъ нфеколько примровъ. 

1. Раземотримъ функцию 

5107. 
==, 





производная отъ которой есть 





‚__ 260$5 — ща 
у ра 3 ®Й 


Такъ какъ въ предЪлахъ оть х==0 до х == > всегда х<Цапах и, значить, хобби < 0, 





: : гг ош, 914% Е 
то эта производная отрицательна: функщя „_, Поэтому, убывающая; Кром того, 


ь 


: о п 
эта, функшя равна единицъ при д —® и — при #— 5. Сл5довательно, она, Для вся- 


2 


каго промежуточнаго значення х меньше единицы и больше 
2. Дана функщя 


[6% 


У—=1 (1 --2) — 2; 
ея производная 
о и 1 
1-х ° 


Эта послБдняя отрицательна.при положительныхъ значешяхъ 1. слфдовалельно, дан- 


ная функщя— убывающая и, такъ какъ она равна нулю при х=0, то при всякомъ 
положительномъ значеши х 


1 (1 в 


.3.  Разомотримь наконецъ, функщю 


у— К Ч 2. + = 


производная отъ которой 


И и Е 22 
1-х | АР ° 





та послЗдняя положительна при положительныхъ ‘значеняхъ 2; слЪдовательно, дан- 
ная функщя — возрастающая и, такъ какъ она равна нулю при х==0, то она по- 
стоянно положительна, т.-е. 


И —2-5-> 0. 





> 





Такимъ образомъ, для всякаго положительнаго значешя х функщя 1(1-- 5) содер- 
и | 
жится между фи х— >; отсюда заключаемъ, что ее можно представить посредствомъ 


(02 
2—5, ГДЪ 0 меньше единицы. 


Порядокъ ВЕЛИЧИНЫ БЕЗКОНЕЧНО-МАЛОЙ ПРОИЗВОДНОЙ 


45. Разсмотримъ` функшю отъ 41, 9(х), обращающуюся въ нуль при х=0. 
1 ) р 
Производная ©’(л5) при значени перемЪнной, равномъ нулю, по опред$лению есть 
ви 9 (1) — $(0) 
уй 


всяюй разъ какъ (1) при весьма малыхъ значеняхъ х есть безконечно-малая выс- 
птаго порядка относительно г. 

Можно итти дальше: если $(х) есть безконечно-малая ”-го порядка относительно г, 
т.-е. когда х принимается за безконечно-малую перваго порядка, то ©(х) будетъ без- 
_конечно-малою (я — 1)-го порядка. Въ самомъ ДЪЛЪ, представляя 2(х) въ видЪ 


9® =" (АЕ =) (1 


тд 4 есть постоянная, а =—функшя отъ хх, обращающаяся въ нуль вметЪ съ пе- 
ремЪнно!о, и называя производную отъ з черезъ =, выводимъ: 


(а) = пал (А-Не) На. (2) 


Можно утверждать, что хе’ стремится къ нулю. Это — очевидно, если = не безпре- 


. хх | к 
‚ Т.-е. предёлъ отношеня ч Сл$довательно, она обращается въ нуль, 





Чери. 15. 


! 


дЗльно возрастаетъ; поэтому изел$дуемъ только тотъ случай, когда = обращается въ 
безконечность при х равномъ нулю; строимъ кривую, уравнене которой есть у = з:; 
такая кривая пройдетъ черезъ начало (черт. 15) и въ этой точк$ ось у-овъ будетъь 


38 


къ ней касательною. Пусть 41 есть касательная къ этой кривой вт 


ах о т по 
конечно-близкой къ О, а 1/9— абецисса точки 4. Производная = есть тригеаеь орла 
ОМТ; значитъ, хе равно @Т и, слЪдовательно, меньше 00, т.-е. меныйе +: аз: 
какъ = стремится къ нулю вм$естЪ съ хх, то и выходить, что дз также сиси ом 
нулю. Отсюда заключаемъ, что л”= есть безконечно-малая относительно “тои лы. 
ражеше (2) для ©(т) есть безконечво-малая (х — 1)-го порядка. Также видно, что отно- 
шене Е: имфетъ предБломъ 2.4. 
ие 
Этимъ зам5чатемъ пользовался О. Боннё (0. Вопие) при Ив оне мНо- 


гихъ важныхъьъ теоремъ, о которыхъ мы оу демъ говорить ниже. 


ДИФФЕРЕНЦ!АЛЪ ФУНКЦ!И ОТЪ ОДНОЙ ПЕРЕМБННОЙ 


$ 46. Пусть ©(2) есть функщя отъ перем$нной 2, а ©(х)—ея производная; въ 
такомъ случаЪ 


9’) = и 9 


) 


гдЪ й—безконечно-малая. СлЪдовательно, 
9(2 -- ®) — (2) =1[9(2) + =19(2) -Н1е, 


при чемъ = обозначаетъ другую ‘безконечно-малую. Такъ какъ (1) конечная вели- 
чина, то Йг есть безконечно-малая относительно 412 (2) ‘и разность (т (2) 
равна 152(5), если отбросить безконечно-малую часть ея значетя. 
Итакъ, на основан 8 1-го, произведеше 151), при № безконечно-маломъ, мо- 
жетъ быть подставлено вместо приращевня ©(х--1) — (2). во всякой задач, гдЪ 
рфчь идетъ о вычислети отношеюя или суммы безконечно-малыхъ; это произведене 
называютъ дифференшиаломь $(х%) и обозначаютъ его, ставя букву 4 передъ функщею. 
.. Чо этому обозначетю дифференшаль оть 1 есть не что иное, какъ само при- 
ращен1е этой перемф$нной, такъ какъ производная въ этомъ случа равна единиц. 
Сл$довательно, при замфнЪ буквы й равносильнымъ ей выраженемъ 4х дифферен- 


цалъ функши $(5) приметъ видъ 
421) = $'(#) 4, 


которымъ мы и будемъ теперь часто пользоваться. 

Этоть дифференшалъ 42(2) не равняется строго, какъ только-что объяснено, 
приращен!ю 9(5), но оно можетъ его замфнять, если послднее безконечно-мало, и 
отъ этого не произойлеть никакой ошибки при разысканш предфловъ суммъ ИЛИ 
отношенй, куда входить такое приращене.: р 

8 47. Поясняя почти всегда получаемые результаты, для ясности, геометри- 
чески, ечитаемъ не лиШниМЪ И здЪеь, для деи зил, указать на его геометриче- 
ское значен!е. 


‚ Раземотримт кривую, уравнене которой въ прямолинейныхь координатахъ есть 





— =); 
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угловой коэффишентъ касательной въ точк», координаты которой суть ти _, 
‘есть (8 24) $(1) и, слЪдовательно, уравнен1е касательной будетъ 


и—у=9 (2) (1—2), 


ЛВ и и /[—текуийя координаты этой прямой, т.-е. координаты какой-угодно ея точки. 
Вели, поэтому, мы припишемъ, начиная отъ точки касашя, координаты которой суть 
хи у, абециссЪ точки касательной приращене ‹ то соотвфтетвенное прира- 
щене ординаты будетъ 





и—у=е (ль 


и дифференталъ /2(х) явится приращетшемъ ординаты у, соотв тствующимъ прира- 
щеншю / абсциссы при переходБ отъ кривой къ ея касательной. Итакъ, замЪна при- 
ращеня $(х--1) — (7) функщи $(2) дифференщаломъ $ (5) то же самое, что замЪна 
безконечно-малой дуги кривой ея касательною. ОбЪ эти подстановки равнозначны и 
допустимы при однихъ и тфхъ же обстоятельствахъ. 

$ 48. Казалось бы, что употреблене дифференщала, представляющаго, по пре- 
дыдущему, произведете производной $(5) на приращете 4х перем$нной, будетъ 
тождественно съ употреблетемъ производной и не дастъ ни мал5йшей спешальной 
выгоды. 
Сл5дующее замчане покажетъ однако, что это не такъ и что употреблене 
дифференщаловъ можетъ быть боле _ВЫГОДНЫМТ, чЪмъ употреблене производныхъ. 

Изъ соотношеня 

/— $(х) 


вытекаетъ, что 
| ау= $ (4) 4х; (5) 


. @ 
здЪеь 4х и Чу одинаково произвольны, одно только отнощете = опредБленно и 


равно производной %'(х). Поэтому, можно сказать, что такз какз у является функшею 
оп5 хх, то один изь дифферениаловь, Чу или ах, произволень и отношене ею кз 9ру- 
зом) равно отношенио оезкопечно-малыхь приращенй, капля моилпз прниять одновре- 
менно д и у. 

Это опредзлене, очевидно, равносильное опредБлению, принятому нами вначалф, 
имфетъ весьма существенное преимущество въ томъ случа, если оба количества, 
хи 9, входятъь одинаковымъ образомъ. Разовьемъ это подробнЪе. 

Если у есть функшя отъ т, то х этимъ самымъ есть функщя отъ у, и ничто 
не обязываетъ насъ считать одну изъ этихъ перем$нныхъ или какую бы то ни было 
функшю отъ той или другой изъ нихъ за главную перем$нную. Введете же про- 
изводныхъ требуетъь безусловно подобнаго выбора, потому что производная имфетъ 
опредфленный смыслъ только тогда, когда указана и та перемЪнная, отъ которой она 
взята, и та главная перем$нная, по которой она взята. Наоборотъ, изъ уравнетя: 


Чи’) ак, * (А) 


опред5ляющаго дифференщалъ отъ у, мы узнаемъ отношеше дифференщаловъ Фу. 
и 4х, т.е. отношене безконечно-малыхъ приращен!й, каюмя можно приписать одно- 


4.0 


временно хи у; одинъ изъ этихъ дифференщаловь произволенъ, но клкол именно, 
`ах или Чу, изъ соотношевя (.1) не видно; дЪйствительно, послфднее моцеть быть на-* 
писано. въ видъЪ: 
1 
(1; — —_— 1 
9“ 


и, слБдовательно, дифференщалъ отъ перем$нной х можетъ быть раземотр?аъ какъ. 
функщя отъ перемфнной у, соотв тетвующая произвольному значенио 44. 

Боле того, дифференщальъ функщи всегда одинъ и тотъ же, какова бы ни была 
перем$нная, по которой эта функщя выражена. Въ самомъ дЪлЪ, пусть / есть функ- 
ця оть и, а и, въ свою очередь, есть функшя отъ х, т.-е. пусть | 


=\(и) 


1.=Ф (5). 


Дифференщалъ отъ у, если разсматривать у, какъ функцио отъ х, есть произведене 
4х на производную отъ у ($ 36), равную $(и)2(л); значить, 


Чу — $ (14) ©'(1) 4х. 
Съ другой же стороны, дифференщаль отъ у, если разсматривать у, какъ функцию 
отъ и, есть 
ау —= + (и) а, 


что вполн% совпадеть съ предыдущимъ выражеютемъ, стоитъ только въ этомъ послфд- 
немъ равенств$ дифференщалъ 4и замБнить его значешемъ 


‘аи = (2) Ч, 


вытекающимъ изъ самаго опредфлеютя и, какъ функции отъ д. 
Эдфеь такъ же, какъ и въ предыдущемъ случа, изъ соотношений: 


4 — Ф (5) ах, 
Чу —= $ (и) 4, 


связывающихь дифференщталы 4х, Чу, 4и трехъ перемфнныхъ 2, у, и, изъ которыхъ 
каждая выражается черезъ дв$ друпя, видно, что одинъ. изъ этихъ дифференщаловъ 
произволенъ и что отсюда мы можемъ узнавать только отношеня безконечно-малыхъ 
прирашен!й, каюмя могутъ получить одновременно 5, уи и; при этомъ не указывается, 
какую изъ перем$нныхъ принимать за главную. 

$ 49. То же самое замБчате распространяется на какое-угодно число перем$н- 
НЫхЪ х, у, 2, и, ©, в, лишь бы только онф были связаны между собою такимъ обра- 
зомъ, чтобы ве ихъ можно было разематривать, какъ фунЕЩи отъ одной изъ нихъ. 
Привимая х за главную перемфнную, получимъ для Чу, 42, аи, 4, 4 значеня: 





| 4у=уах, аг=24х, аи=иах, а =04х, аш =иах, 
или, что то же самое, | 


ду _ 42 __ ди _ 49% _ 4% @ 


# реттеоикыкинь 
—- 


Е ИГ 
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не дЪлая новыхъ вычисленй, мы можемъ за главную перемфнную принять другую 
изъ данныхъ, хотя бы и: отношеня дифференщаловь @у, 42, ди, 4х, 4, 4х оета- 
нутся т же, — достаточно будетъ считать @и получающимъ произвольное значене 
взамЪнъ (х. 

| Чтобы вычислить производныя различныхь перем$нныхъ, взятыя по главной 
перем5нной и, достаточно раздфлить на Чи дифференшалы отъ этихъ перемфнныхъ. 
Сл$довательно, производныя будутъ: 


фо ат У 


ау __ 9 42 __ #2 4 9 
ди и’? ди и’ ди и’ ди (ц’’ Чи и’ 


точно таке же результаты мы получили бы на основаюи теори функщй отъ функшй. 


Чадстныя ПРОИЗВОДНЫЯ ФУНКЦ1Й ОТЪ НЕСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМЕННЫХ 


$ 50. Если функшя зависить отъ н%еколькихъ перемфнныхъ, независимыхъ 
другъ отъ друга, то производную отъ нея можно брать по каждой изъ этихъ пере- 
мЪнныхъ, считая при этомъ вс$ остальныя за постоянныя. Взятая такимъ образомъ 
производная называется частною производною. 

Разыскан1е частной производной точно такое же, какъ и производной отъ одной 
только перем$нной, и не требуетъ, поэтому, новаго изложегя. 

_ Если $(х, у, 2) есть функщя отъ трехъ перем5нныхь <, у, г, то частныя про- 
изводныя по этимъ тремъ перем5ннымъ напишутся слБдующимъ образомъ: 
ах’ ау’ @2` 


г 


ми Со ее а 
Смыслъ этихъ символовъ ясенъ изъ предыдущаго: —^ есть предёлъ отношеня без- 





ах 
конечно-малаго приращен1я ох къ соотв тетвенному приращеню х, при чемъ у и = 
| ‚а р 
остаются постоянными: также, при вычислени г. постоянными будуть хи 5, а при 


'. @ + 
вычислении а постоянными соудутЪь ли (1. 


8 51. Разсматриваемая функщя о можетъ быть выражена безчисленнымъ коли- 
чествомъ способовъ, потому что вм5ето перем$нныхъ х, у, г можно подставить три 
новыхъ перем$нныхъ, которыя были бы опред$леннымн функщями отъ первыхъ. По- 
лагая, напр., 

=, (т, у, 7), 
= 9. (<, 9, 5), 
=. (, У, 2), 


‹ 


мы можемъ функщю о выразить въ зависимости отъ ч, г, с и, значить, можемъ 

4х @ 4@? 

ан‘ 42’ аш‘ 

вычислять эти производныя, не выражая явно функшю © въ зависимости отъ но- 

выхъ перем$нныхъ. СлЪдуетъ, однако, замфтить теперь же, что для опредБлеютя зна- 
ах 


чея т. недостаточно знать функщю о и перем$нную и. Эта производная зависитъ 


разсуждать о частныхъ производныхЪъ ДалЪе мы УВИДИМЪ, ЧТО МОЖНО 


ДИФФЕРЕНЩШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 6 
: } 
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также отъ выбора двухъ другихь перемнныхъ в и ге, которыя необходимы, кром% и, 
для выраженя © и которыя должны при дифференцированш оставаться постоииятмги. 
Разсмотримъ, для примЪра. функцио 


ф= 1*(# Ру-- =) 92; 
цишемьъ;: 


9 — 22(а -- у- =) = - 232. 


Полагая же 
у-еы=н, 12=5, 
придаемъ функши х® видъ: 
ОЕ“ 
и находимъ: 


2+ — Эти® —= Эх(х -- у-Ё 2) уг. 


Отсюда заключаемъ, что одна и та же функшя ох можетъ имЪть весьма различныя 
частныя производныя, взятыя по одной и той же перемЪнной т, и что эти производ- 
ныя зависятъ отъ выбора перем$нныхъ, служащихъ вмфет5 съ х для выраженя © 
и остающихся при дифференцировани постоянными. 

$ 52. Предыдуцпий примЪръ не оставляетъ никакого сомнфе!я относительно вЪр- 
ности высказаннаго предложеня. Мы считаемъ, однако, полезнымъ прибавить нЪ- 
сколько пояснешй для лучшаго усвоен1я отмЪченнаго нами различия. 

Раземотримъ, для ясности, функцио отъ двухъ только перемВнныхтъ: 


а= (т, у); (1) 


эта функшя г можетъ быть выражена равнымъ образомъ черезъ х и какую-нибудь 
новую перем$нную, связанную съ двумя первыми даннымъ соотношетемъ. Пусть 
эта новая перем$нная и опред$ляетея уравнешемъ: 


и— Их, у}; (2) 
изъ уравнений (1) и (2) можно исключить у и получить соотношене вида: 


= (т, и). (3) 


Производная — изъ уравнен!я (1) есть предёлъь отношешя приращеня 2 къ 
приращеню 5х, козда у остается постояниымь. 

Производная я изъ уравнен1я (3) есть предфлъ отношеня приращетя 2 къ - 
ириращенио 2, козда 1% остается постояииым. 

Съ другой же стороны ясно, что при у постоянномъ и -— перемЪнная, а при и 


| г .  @2 
поетояниомъ у—перемБнная; слфдовательно, оба значеня -7т;› выведенныя изъ урав- 


нен!й (1) и (3), не тождественны по опредфленио и, понятно, не равны между собою. 
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а . д 
Сели разсматривать уравнене (1), какъ представляющее поверхность, то о 
явится пред$ломь отношешя приращеня хз къ приращеню х, когда перемвщене по 
поверхности происходить безъ измфнеюшя у, т.-е. происходитъ по части, параллельной 


2 


и, = (2 . * 
плоскости (Л. Наобороть, вывести 1; Изъ уравнен!я (3) значить найти отношен!е 





приращешя 2 къ приращеню х, когда перем щене по поверхности происходитъ при и, 
сохраняющемъ ` постоянное значене, т.-е. по нЪкоторой кривой, зависящей отъ при- 
роды функши и; отношене же приращевя 2 къ приращентю х, вообще говоря, раз- 
лично лля разнаго рода кривыхъ, каюя можно нанести на одной`и той же поверх- 
ности оть данной точки. Это настолько справедливо, что выбирая кривую, получас- 
мую отъ перес$ченя поверхности съ плоскостью, параллельною плоскости АТ, для 
которой 2— поетоянно, мы можемъ всегда это отношене привести къ нулю. Когда же 
2 содержитьъ дв перем$нныхъ и нЪтъ указав для выбора той перем$нной, которую 
нужно присоединить къ х и предположить постоянною при разыскави производной, 
Че 


ах 


х 


тогда является неопред$леннымъ. 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЪ ФУНКЦТИ ОТЪ НБСКОЛЬКИХЪ ПЕРЕМЪЬННЫХЪ 


$ 53. Безконечно-малое приращене функщи отъ н5еколькихъ перем нныхъ мо- 
жеть быть представлено, подобно безконечно-малому приращеню функшй отъ одной 
только перемнной, въ вид$ весьма простого выражевя, отличающагося отъ истин- 
наго значен!я на безконечно-малую величину высшаго порядка. Разсмотримъ сначала 
функщю $(х, у) оть двухъ перем$нныхъ, независимыхъ одна отъ другой. Придадимъ 
каждой изъ этихъ перем5нныхъ безконечно-малыя приращетя перваго порядка й и ^, 
тогда приращене для о будетъ: 








ое №, у--®) — 9 (в, у = а-\, УВ 


Но разность 


ея -- 1, у) -- (= Е Ъ, у) — (а, у). 


ее, у — ее -Нь, у) 


. . , % 
можетъ быть раземотр$на, какъ приращене функщи 2(5- 1, у), въ которой пере- 
м$фнная у получаеть приращеше А. Въ такомъ случа, пренебрегая ($ 46) безконечно- 
малыми второго порядка, пишемъ: 


(д 1, УРА — «(Е -Н у = (ах -Е А У. 
Точно такъ же, отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, находимъ: 
9(# 1, 9) 


Эдеь о, и Ф, обозначаютъ производныя оть ©, взятыя соотвфтетвенно по хи по у. 
Итакъ, пренебрегая вездВ безконечно-малыми второго порядка, имфемъ: 


о(х -- в, у) — о(х, у) = Л, у-Н №. (5, у. 





$(х, у) = „(х, у). 
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А такъ какъ ©,(х--й, и) безконечно-мало отличается отъ ©’,(.г, и), то виоплиелен 


на ЛХ разности этихъ выраженй можеть быть отброшено и, пренебрегая иоз:! лезко- 
нечно-малыми порядка выше перваго, можно написать: 


(т -Е\, и-Н №) — о, =, (ах, У, 


8 54. Предыдущее выражевне весьма замЪчательно: оно показываеть, что для 
значетй перем5нныхъ безконечно-мало отличающихся отъ данныхъ значенй а ии 
приращен1е функщи есть функщя первой степени относительно приращеюй # и Л, 
принисанныхъ соотвфтетвенно 2 и / При этомъ, понятно, всегда отбрасыватотся без- 
конечно-малыя второго порядка. 


Если назвать черезъ Ах п 4у произвольныя приращения | , и замфнить ВЪ 


то же время производныя $, и э', принятыми обозначетями 


С и 2% то выражене 
ах ау’ г 
приращеня функши х будетъ 


4$ 4$ 
ар Ги ь 


Это выражете называется полнымъ дифференщаломъ отъ 9х, который принято обо- 
значать черезъ 4, такъ что, по опредфленю, 


о =: Таг-- 9 ау. 


Этоть дифференталъ 4, если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, есть 
приращене ‘функши 9, соотвтствующее безконечно-малымъ приращшенямъ ах и 4. 
приписаннымъ соотв$тетвенно 5 и у. 

Необходимо при этомъ замЪтить, что во второй части предыдущаго уравневя 


- о [И 
числители дробей т, ‘ау ПРедставляють различные символы и что ни одинъ изъ 


нихъ не должно см5шивать съ полнымъ дифференщаломь 4, который пишется 
точно такъ же. 
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Числитель въ д. @СТЬ дифференталъ отъ ©, взятый по одной только перем$нной х. 


Числитель въ 4 есть дифференшалъ отъ ©, взятый по одной только перемЪнной у... 

Наконепъ, первая часть уравневня есть полный дифференщалъ, представляющий 
сумму двухъ другихъ. 

Неудобно, конечно, писать одинаково количества существенно различныя, но 
предупрежденный читатель не найдетъь въ этомъ серьезнаго затруднеря.. 

8 55. Совершенно такля же разсужден1я показываютъ, что безконечно-малое при- 
ражене функши отъ трехъ перем$нныхъ ©(х, у, 2), когда х, у, г получають безко- 
нечно-малыя приращен!я перваго порядка й, Г, Г можетъ быть представлено, если 
пренебречь безконечно-малыми второго порядка, р ВИД 
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эта сумма называется лолиымь дифференщаломъ при / = (1, Е — (у, [— (2; итакъ, 
По ‘опредфлению, 





4 : (1) 


42 „_ @9.- 
40 — — Ст =— —— (1) == т 


ах у 

Когда (х, Ау, 42-—-безконечно-малыя перваго порядка, то 47 представляетъ, если пре- 
небречь безконечно-малыми второго порядка, приращене ©, соотв$тствующее дезко- 
печно-малымъ приращенямъ (4, 4, 42 трехъ перем$нныхъ. 
| ЗдЪсь нужно слфлать то же зам чан!е, какъ и въ случа функшй отъ двухъь 
перем$нныхъ, именно, что выражене 4$ въ уравнени (1) имфетъ четыре различ- 
ныхъ значегия. 

$ 56. Предыдущая теорема и опред$лен1е распространяются безъ труда на случай 
какого-угодно числа перем нныхъ. Безконечно-малое приращен!е функши <(х, у, 2, и, к), 
соотв$тетвующее безконечно-малымъ приращенямъ #, №, [, т, з перем$нныхъ, равно, 
если пренебречь безконечно-малыми второго порядка. 


4 т, | 
, К -- +5 1-- 9 ат нь 277; 





д 
в 


обозначая въ этой сумм приращения 1, №, 1, зп, п соотвЪтетвенно черезъ ах, ау, а, 
Чи, 4, получаемъ выражете: 


2 








а 4% уча и = 42 + ди -|- 9 а0, 


которое называется полнымъ забери омь отъ © и обозначается черезъ 42; этотъ 
дифференщалъь можетъ замнять приращение: функщи, если ах, Чу, 42, ан, @ё — без- 
конечно-малы. 

$ 57. Пусть и обозначаеть функшю отъ н$5еколькихъ пезависимыхъ перем$н- 
Ныхъ и, чтобы остановиться на чемъ-нибудь опредФленномъ, предположимъ, напр.., 
отъ трехъ независимыхъ перем$нныхъ. Приписывая этимъ посл$днимъ безконечно- 
малыя приращшеня 4х, Чу, 4 и отбрасывая дбезконечно-малыя второю порядка; прира- 
щене отъ + мы выразимъ, по предыдущему, формулою: 


Чи — (> =) 4 ах —- (=) Чу -- (5%) 42, 
ГД (4%), (5 (5) суть три функщи отъ <, у, г, независяция отъ ах дея 4: 
ах (у)? \ 4 2 ыы 2 


Этоть результать можно изложить еще слБдующимъ образомъ: придавая т, у гин 
одновременно четыре безконечно-малыхъ приращеюя и пренебрегая безконечно-малыми 
второго порядка, получаемъ уравнене первой степени относительно этихъ четырехъ 
приращетй, изъ которыхъ каюя-нибудь три будутъ произвольными. | 

Очень важно замфтить, что при такомъ изложети исчезаетъ всякое различще 
между функщею и и перем$нными, отъ которыхъ она зависитъ: т, 9, 2, и являются 
четырьмя перем$нными, связанными однимъ уравнетемъ, и каждая изъ нихъ мо- 
жетъ быть разсматриваема, какъ функшя трехъ остальныхъ. 
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Уравнене первой степени, связывающее 4, Чу, 4: и Чи. будучи рейды. 
довательно относительно каждаго изъ этихъ дифференщаловъ, дасть прогезэдезни для 
соотвЪтственной перем$нной, взятыя по тремъ остальнымъ перемённыхгг, иг мотри- 
нымъ какъ независимыя. Если, напр., 


ди —= Рах + Фау-= Па, (1) 
ГД и разематривается какъ функщя отъ х, ун >, то 
4 
= == а 
‚== я, г 4: 


Но уравнене (1) даетъ также: 


пр с Чи— 54а — й (2; 
слЪдовательно, | 
ди Чи 
ау 1 ду _ ап ду _ а 
о па 
@ ау 4 


с 
Первое изъ трехъ послфднихъ равенствъ очевидно, потому что оба частныя Е и т 
выражаютъ отношеше безконечно-малыхъ приращенй, которыя мотутъ принимать одно- 


временно (8 48) у и и, въ то время какъ = и х остаются постоянными. 


Производныя оТъ СЛОЖНЫХЪ ФУНКШЙИ 


$ 58. Изъ самаго назван!я: «сложная функщя» сл$дуетъ, что это такая функшя, 
которая требуетъ предварительнаго выполнев1я н$которыхъ дфйствй надь другими 
функщями. 

Пуеть + и 5 будутъ дв функши отъ перем$нной х. Всякая функщя вида 


(м, 5) 
есть сложная функшя отъ д. . 

Разыщемъ теперь производную отъ сложной функцш. Такая задача была бы 
боле у м$ста сейчасъ посл$ правилъ, относящихся къ нахбждению производныхъ, 
еслибы р$шене ея не облегчалось т$5ми упрощенями, каюя вносятъ теоремы, доказан- 
ныя въ предыдущихъ параграфахъ. 

Придавая х безконечно-малое приращене Ах, получимъ длян и ® соотвфтственно 
‚ приращен1я Ам и Ас; пренебрегая же безконечно-малыми второго порядка, мы выразимъ 
приращене Ду функши у (8 54) въ видЪ: 


Ау = де Аи | 9 58 № (1) 
откуда 


2 = мы. А 
им ' 4 4%? 
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предфлы обфихъ частей послфдняго уравненя, при Ах стремящемся къ нулю, строго 
равны между собою, потому что въ уравневи (1) мы отбросили только безконечно- 
малыя второго порядка; слБдовательно, 


Фа бб @Ф 4 

ах аах Г 4 4х 
Точно такъ же, обозначая черезъ и, е, 2 три функши отъ х, для производной отъ 
сложной функщи у=® (ч, ъ, №) мы составимъ формулу: 


49 20 и | в 
дх аи ах '! 4% ат 'аю ах` 


Вообще, производная сложной функщи.отъ какого-угодно числа функшй 


1] — $ (4, %, 1, 2, #) 
выразится формулою: 


—> ————ы—ыыыН —=— =—=— —ы — —— —ы — —>—> ——————ы ——ы—— —ы=— —ы 


Чх Ци дах ! 4% ах |! ав ах | 42 ах ! ах 


что можно прочесть ел$дующимъ образомъ: производная отъ сложной функщи есть 
сумма производныхъ отъ данной функщи, получаемыхъ въ послдовательномъ по- 
рядкЪ, при чемъ всяюй разъ за изм5$няющуюся одновременно съ 2 принимается только 
одна изъ функц, отъ которыхъ зависитъ данная, а остальныя разематриваются какъ 
постоянныя; каждая производная отъ данной функции сводится, такимъ образомгь, на 
производную функщи отъ функции. ; | 

$ 59. Предыдущая теорема можетъ быть приложена къ составленю уже полу- 
ченныхъ производныхъ отъ произведеня или оть выраженя вида 1". 

Разсмотримъ сначала произведене: 


ГДЪ 1, %, в обозначаютъ функщи отъ перемфнной х. Это произведене можно принять 
за сложную функщю отъ шв, © И в и воспользоваться предыдущею теоремою: 


ау — #4 в йо а ие о 
а СП ар та? 


что совпадаетъ съ полученнымъ раньше (8 39) результатомъ. 


Точно такъ же, полагая 
ум—\, 


гдБ и и © обозначаютъ функщи отъ х, можно у раземотрёть какъ сложную функцию 
и составить формулу: 


—= —>* — 


ау _ Ау аи Чу аь | ди (1) 
—^ — Ш 21° 1 — 
ах Чи ах ' ао ах ее ох % |1 ал” 


что вполн$ согласуется съ полученнымъ раньше (8 42) результатомъ. 
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Пролзводныя отЪъ НЕЯВНЫХ' ФУНКЦИЙ 


$ 60. Подъ именемъ нсявной функщи разумВютъ всякую, внолн\% опрелвиеннуо 
функцию, аналитическое выражен1е которой не дано. 
_Изъ неявныхъ функшЙ мы раземотримъ здфеь только таюя, которымя снредЪ- 
ляются не рЪшенными уравненями. 
Раземотримъ сначала простфйций случай, когда функшя у опредЗляется уравне- 
вемъ между этою функшей и перем$нною х, _ 


$ (5, //) —0. (1) 


Чтобы вывести изъ такого уравненя производную, или, что то же самое, дифферен- 
палъ отъ у, зам$тимъ, что функшя © будетъ теждественно равна нулю, если пред- 
положить у зам$неннымъ его значенемъ черезъ х, а въ такомъ случа дифференщаль 
отъ 2 будетъ равенъ нулю: 


(А до 


>. [0 а ау =0, (2) 
откуда 
4$ 
Чу __ ‘4%° 
а 4’ 
ау 


и задача р$шена. 

Непрем$нно слБдуетъ замЪтить, что уравнене (2) ессь строгое сл$детне урав- 
неня (1). Такъ какъ при недостаточно полномъ разсужден!и можно было бы допустить 
противное, то мы остановимся на этомъ важномъ пункт. 


Такъ какъ уравнете 
Ф(=, у) =0 


обращается въ тождество при замфнЪ и его значетемъ чрезъ х, то приращене функ- 
ци © будетъ строго равно нулю; поэтому, казалось бы, его значене 


фо 49 7 
Я ах —- 7 ау, 


въ которомъ отбронтены (8 53) безконечно-малыя второго порядка, нельзя принять 
равнымъ нулю, а только безконечно-малой второго порядка, такъ что строго было бы 


(фо 49 

— 4 -^ (и — 

ах а, у ? (3) 

гдф =—безконечно-малая второго порядка. Этого уравнен!я достаточно для нахожден!я 
._ @ = > й 

значен1я 2, потому что —_ въ предЪлё обращается въ нуль, но можно доказать, что 


строго равно нулю и что уравнене (2) имфеть м$ето безъ всякой ошибки. ДЪйстви- 
тельно, такъ какъ у есть функщя отъ х (все равно, извфстная или неизв$етная), то 
Чу есть вида Ах, а въ такомъ случа первая часть уравневшя (2) представляеть про- 
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изведене 4х на нфкоторый коэффищентъ-функцию отъ 2; съ другой же стороны, только 
при условии, что этотъ коэффищентъ ееть нуль, Произведене будетъ безконечно-малою 
порядка выше перваго,— значить, онъ строго равенъ нулю. 

5 61. Дано, напр., уравнене: 





Г(а, у) = 4? —Зу- за =0; (0 
пишемъ; де 
ее и — 05% ар (т, у) 194? -3, 
откуда, 
ду _ 603% | 
ах  3(1— 442)` (2) 


Этотъ результатъ легко повфрить. Въ самомъ дфлЪ, изъ уравнен!я (1) находимъ 


‚та 
у—= = 2, и, слфдовалтельно, 


такъ что уравнеше (2) равносильно 


1 1 0$ 2 рт 0$ 2% 4 0$ 2 
о о а 
Э (1—4 ы 3 [1—4(1-сояза ) 3 (4 со 2—3) 
\ 


) 


3 


1 1 
6054 — 4 6053 32 — 3 6081, 


а, это - извЪстная формула для косинуса тройной дуги черезъ степени косинуса про- 
стой дуги. 

$ 62. Переходимъ къ болБе сложному случаю. Предположимъ, что уи 2 дв$ функ- 
Щи оть 1, связанныя съ перем нною уравненями: 


ф (2, у, 2) = 0, ф (5, у, 2) = 0. 


Если бы эти уравненя были рфшены относительно у н 2, то подставляя въ 
нихъ вместо уиг найденныя значешя, представляюция функши отъ х, мы получили 
бы тождества, первыя части которыхъ имфли бы, поэтому, дифференщалы строго рав- 
` ные нулю; сл$довалельно, 


` 


ее -- Чу + =, 


| г - 41 ‚+ ду 42 = 
откуда, 
к Ра 4 а. Ч м а 4 
4 @ 44% 44% №4 44 44’ 
_ 4. ФА 4%фФ фе Фа че 


ДИФФЕРЕНШЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕЩЕ т 
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а эти уравневя даютъ дифференщалы Фу, 42, или, что одно и то же, пропзводныя: 


Фа рр 
ау _ 42 ах ах а 42 __ ах ау Фу 4х 
ах ах 4% ах 4’ ах 4 @ ао 4 ` 


—ы—5 -—— =—— =—=———ыы5 =——ы 


ау аа ау ду аа 42 ау 


$ 63. Ходъ разсуждеюй остается тотьъ же и для ббльшаго числа уравнений, но 
равнаго всегда числу неизв5стныхъ функшй. Отношеюшя дифференщаловъ въ каждомъ 
случа получаются посредствомъ р5шешя системы уравнев!й первой степени, и ни- 
чего другого, какъ только эти отношеня, узнать изъ такихъ системъ нельзя, потому 
что одинъ изъ дифференталовъ непрем$нно произволенъ. 
Если, напр.., 
2?! (2, у, &, Ч, 9) = 0, 
? (х, у, 2, и, %) =0, 
фз (2, У, =, 4, 9) =0, 
Фа (2, У, 2, и, 5) =0, 


то дифференшалы будутъ связаны уравнен1ями: 


пах Зе ау - Зе 42 + деи ОФ, 


— + - . — 


р, + ей У 4 + ах Е 
«-- 58 ее Е 42 еж - ов а +2 - д =— 0, 
=. мазо ы: “ау ое *:, а2-- 4 ди ое .. 4 — 0, 








и, 














и эти уравнен1я, опредБляя отношете двухъ какихъ-нибудь изъ этихъ дифференталовъ, 
дають возможность вычислить производную отъ одной изъ перем$нныхъ по другой, 
принимаемой за главвую. 

$ 64. Разсуждеюмя остаются их же и въ случа неявныхъ функшй, зависящихъ 
отъ нЪеколькихъ независимыхъ перем$нныхъ. При вычислени производной отъ функ- 
пи по одной изъ перем5нныхъ вс остальныя независимыя перемфнныя будутъ по- 
стоянными, иначе говоря, онЪ будуть входить въ вычисленя, какъ постоянные па- 
раметры. 
Пусть, налр., двЪ фувкщи ци? отъхиу опредёляются ‘уравненями: 


Е (т, у, и, 9) —= 0, ) 
Ф(х, 9, м, 9) = 0. | (0) 


ты 
При вычиелени производныхь 7. и =. перемЪнную у можно принять за постоян- 


_ ную, а это значить, что обЪ заданныя функщи будуть отъ одной только перемнной. 
в и. и: | _ би 4 
Точно такъ же, при х поетоянномъ, получимъ — и 


ду 4’ 
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| и 4 че а 
Производныя 71.› ар Получатся изъ уравней: 
ДГ ь | ак $ аЕ 7, а 
Г ий в — 0, 


т 47 -% „‚ и Е 4 = = 


аи @а5 


_а производныя д, я 


изъ уравнений: 


вы аи =0, 


| 3 
Рау“ ый ®%=0, | С 


Понятно, что въ уравневяхъ (2) 4и и 4 обозначаютъ не то же самое, что въ 
уравневшяхъ (3); въ первыхъ дифференщалы взяты пс х, а во вторыхъ—по у. То, что 
сказано въ $ 48-мъ, зд$сь не приложимо: дифференталъ функши не зависитъ отъ 
перем$нной, по которой онъ берется, если функшя зависитъ отъ одной только пере- 
м5нной и эта послБдняя замфнена новою перемЪфнной, зависящей отъ нея; здФсь же 
об$ перем5нныя х и у_независимыя и ихъ дифференщалы 4х и 4у находятся въ 
отношении вполнЪ неопредленномъ. 


аи а“ 


$ 65. Можно поступить иначе и вычислить заразъ четыре производныя т„, И, 


40 0 
4х’ ау’ 
Если въ уравнен1яхъ (1) придать одновременно х и у приращеютя 4х и 4у, то для 
+ и ® получатся приращетя, которыя МОЖНО, пренебрегая безконечно-малыми второго 
порядка, принять равными аи и 4 (8 54); не изм$няя при этомъ функшй Гихи 
пренебрегая вездЪ безконечно-малыми второго порядка, напишемъ: 


для этого нужно принять за неизвфстныя полные дифференщалы ди и 4%. 


д +9 об-- с 4-5 > ® = 0, ] (4 
С а тии ий 4 =0. | | 


Можно; кромф того, доказать, что эти уравневшя, принятыя нами за точныя, съ при- 
ближешемъ до безконечно-малыхъ второго порядка, суть строю в$рны. Въ самомъ 
ДЪЛЪ, такъ какъ ан и 4— дифференщалы, то оба они, по опредфленшю, вида Мах -- 
Мау и, слЪдовательно, первыя части уравневшй (4) суть вида 


Раз -- 44, 


гд5 Ри @ будуть функщями отъ х и 9; далЪе, такъ какъ 4х и ау независимы одинъ 
отъ другого, то подобная сумма можетъ быть безконечно-малою порядка выше перваго 


ТОЛЬКО ВЪ ТОМЪ случаЪ, если Р=0, 5 —=0, а въ такомъ случа$ она строго равна 
нулю; 


7* 
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Р%$шая уравненя (4) относительно 4и и 4, мы получимъ для этихъ лифферег- 
щаловъ значен1я вида 
аи —= А4х-- Вау, 


4 —= А’ах | В'ау, 
откуда по 8 57-му 


Чи __ аи __ @% ик 4 
ато _ ) а = 8; ао. ) Е, 


Выполняя вычислен1я, находимъ: 


ах АЕ 4% ЧЕ ах АЕ ах аЕ 


Чи __ 42 % 4% @ аи _4уФ Фа 
ах 94 аЕ 4х АЕ’ ау "а ак 4х Е’ 


а аи Чи 4 Чи 9% а ан 


- 66. Равнымъ ‘образомъ можно вывести изъ уравненй (4) 4х и ау въ функщяхъь 
отъ 44 и 4%, и если 


4х = А, ан Б, 4%, 


ау = А, 4и-Р В! 4, 
То 


ах __ А 42 __ у 


@л1> ат Е ау : 
аи СП ф тг ‘аи = Аь @ =В.. 


Необходимо замЪтить, что здЪсь не имфетъ м$ста, какъ въ 8 33-мъ, равенство: 


С = 1. 
4 
\ ах 
. . Их 
Въ самомъ дЪлЪ, приращеная, отношен1е которыхъ выражается черезъ ар› Н@ ОДИНа- 


Чи. : и 
ковы съ тёми, которыя входятъ въ аи При вычислении частной производной р; ИЗ- 


ат 
мфняются и и х, а у остается постояннымъ. Когда же вычисляется ду» 10 разематри- 


вается какъ функшя отъ и иь, и, слБдовательно, измБняются хи и, а ь остается 
поетояннымъ; но чтобы у оставалось постояннымъ, необходимо, чтобы у измБнялея,— 
значить, разсматриваемыя изм$нен1я друпя, чБмъ въ предыдущемъ случа». 


Это зам$чане очень важно и ошибки, въ которыя можно впасть, не обращая 
на него внимашя, весьма тяжелы.  оВадсых примЪръ. 


Пусть будуть 
х—=и--, 
у—=и—® 


данныя еоотношеня между х, у, и, 5; выводимъ: 


у 2-9. 
Ч , ===, 
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олфдовательно, 
4% | и 1 
бат * Це. 
и равенство: 
Ох "В 
аи [аи 
‘ба 


не имЪетъ мЪета, 


$ 67. Впрочемъ, существуютъ простыя соотношевня, въ случаз функщй отъ 
р ар ах ау ач 
двухъ перемфнныхъ, связываюцщия производныя За’ Че чиеь 2 СЪ обратными иИмМъ 
и @ аи 4 


производными =, д, ду’ в Эти  воотношетя суть слфдуюцщия:. 


р 45 ац те @ 
— а“ ты ‘ао ах? 


__ 4 4+ 2% о 
— ау т ау? | | 
(1) 
__ ах 4“ Е ах @% | 
— ацау Г 4 ау’ | 
_ Чу Чи | ЧУ @ | 
} 


— ———— 


_ ан ах га ад‘ 


Доказательство ихъ крайне просто; если предположить х и у выраженными въ 
функщяхъ отъ + ит, и зат$мъ замфнить въ этихьъ выражевшяхъ и и г ихъ значе- 
нями въ функщяхъ оть х и у, то мы получимъ два тождества, равносильныхъ 5 =, 
у =, вторыя части которыхъ представятъ сложныя функщи, содержащая и и &, кото- 
рыя, въ свою очередь, содержать х и и. Беря, теперь, производныя отъ этихъ тождествъ 


| ах 
сначала по х, потомъ по у, мы въ первыхъ частяхъ получимъ соотвфтственно ЕЕ, 
ау ах ау 
Чу —=1, д) 7 — 0, а: = 0, вторыя же части дадутъ точно вторыя части формульъ (1). 


Не трудно составить Подобныя соотношения для какого-угодно числа функий, 
зависящихъ отъ такого же числа перем$нныхъ. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Не разематривая атезшх и эгфалех, какъ ‚ обратных функци: найти отъ внхъ пропз- 
водныя посредетвомъ формулъ: 


агсзщ (< -- д) — агсзм д = атезш [(х-й) И 2 — ху! —(%-1)?], | 
й 
эгеалс (х 1) — агфале х = атс 4ап8 Ех. 


2. Доказать, что если Ри 9 обозначають дв$ цфлыя функщи отъ х, удовлетворяюния 
уравнен!ю: 
У1— Р=©И1— 2, 
то 
ОЕ вы т 


—-—-=л———— 
И1— Р? И! — = 





гд$ л обозначаеть цфлое число. 
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1 
3. Полагая у=— _. › Находим: 


__ 49 _ ах 


Ит + у* Ит+=2: | 


4. Полагая деф Уз, находимъ: 





м ЦТ _ 
1—9“ Уз У! ле 





5. Обозначая черезъ ф функщю оть четырехъ перемфнныхъ х, 4, %, 9, однородную и второй 
степеви относительно % п ®, позагая 


4$ _ 4 - 
аи? 1 


и разематривая ф какъ функцию отъ 2, и, ри 4, находимъ: 


Я, ЧЕ = (5%) = (4) 
ар "..@4 г а а)’ ау ду]! 
4$ 4% \ рр 
при чемъ |-=_) н ть производныя отъ $Ф по хи по у, когда функщая выражена, въ х, у, ии5. 
6. Обобщене предыдущей ‘теоремы. Пусть $ обозначаеть функшю отъ 2% перемфниыхъ 2, 


То, ..-, Ха. 44, №, -.., И,, ОдНнородную и второй степени относительно 7 послБднихъ изъ этихъ 
церем$ нпыхъ; если положить 


4 __ @Ф __ _4$ 
ди: — 21. ам теж». аи» —Р» 
и выразить © въ фувкши отъ 2, 7., .... Ма, 2, 2, ..., 0,. то при‘всякомъ цфломъ ® 
ее в „ПЕ Я (=> 
ар, ``“ 9 \@х). 


7. Если 2 есть функщя‘отъь хи 9, опредфляемая двумя ураввен1ями: 


„_ 9—3 @)}2 


9'(@) ' 
_У— Ф(а) 
рн ф' (а) ’ 
то, какова бы ив была функиля (а), 
42. 4 _, 
ах ау “` 


8. Если 2 есть функщя оть х и у, опред$ляемая двумя уравневйями: 
[2 — 9а)р = (у — =), 
[2 — 9(<)] 9'(&) = 7, 
то, какова бы ни была фувкшя $ (а), 
42 ° а2 


ар и “9 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Функщональный опредфлитель 


ОПРЕДБЛЕН1Е ОПРЕДЪЛИТЕЛЕЙ 


5 68. При р5шен/и такой системы уравнен!й первой степени, гдЪ число уравне- 
ый равно числу неизв$стныхъ, значен1я для этихъ посл5днихъ получатся въ видЪ 
дробей съ общимъ знаменателемъ, который называется опредълителемь системы коэффи- 
щентовъ. По этому опредфленю, всямй разъ какъ система изъ 7? количествъ раепо- 
ложена группами въ т строкъ, каждая изъ которыхъ содержитъ п изъ этихъ коли- 
чествъ, представляется случай разсматривать опредълиипель системы. Для обозначевня 
опред$лителя поступаютъ обыкновенно такъ: коэффищенты, служапие для его соста- 
влен1я, размёщаютъ въ видЪ квадрата и съ лфвой стороны послфдняго ставятъ 
букву 0; напр., 


| 
а 65 
|?’ =аб — 6; 
а, 9 


2 аф'е' у ав -- Бе'а” о рас’ -- са’Ъ" В е'а”. 


Теорля опред$лителей входить въ алгебраическй анализъ. Мы напомнимъ только 
основныя теоремы, которыя понадобятся намъ въ этой главЪ. 
$ 69. Чтобы опредълитель равнялся пулю, необходимо и достаточно, чтобы вуще- 
ствовала одна и та же линейная зависимость между всьми членами в5 каждой изь 
строкз чли в5 каждомь изъ столбцове. 
Такъ, напр., чтобы 
а", в в @" 
Ц 


СН оон 1] 
оо ие Ь © 
, —- @, р’, 6% ми 
а 6, с 4 
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необходимо и достаточно, чтобы существовали четыре множителя, Л, ^.. №, ^. 
влетворяющихъ системЪ: 
; ` ! у ЕР 
а-н^а | №а Ма =0, 
! $ 1! и 
ЖО-НА, О НОНО" = 0, 
` , 1 а ой 
е-ЕАе — А6 -Н^6 =0, 
, и! и 
а-- ^,а + а + ^.а =0. 
. 120456С ен вихь опредълитедлей, составлениыхть из5 одною и пою жс ЧИСЛО 
10. Произвед 08 редьл синь ) 
0укв5, выражается также опредфьлителемь. 
Пусть, напр., даны два опредфлителя: 





т д и 1 г орВ а 11 
ге ра 2 2 72 1 2 
АО оз >> 9% | бт, >, 63, -.., 0. 
| } р ; 
2 #4 й я | | 7 )#% #2 # 
ихъ произведене равно опред$лителю 
С, Со, ых ,‘’°'°9 С, 





| 
52 2 22 2 | 
1, С, Он 
| 


б.у 69, 4...) 
въ которомъ каждый изъ элементовъ дается уравнешемъ: 


АТ КА №. ЕТ а и 
== 1 01 -- а 02 ---.. а, 


при соотв$тетвенныхъ значетяхъ + и /, равныхъ посл$довательно 1,9,..., и. 


ОбБ предыдупия теоремы мы считаемъ хорошо извЪстными и не будемъ, по- 
этому, останавливаться на ихъ доказательствЪ. 


ОПРЕДВЛЕН!Е ФУНКЦ!ОНАЛЬНАГО ОПРЕДЪЛИТЕЛЯ 


$ П. Даны п функшй отъ п независимыхъ перемфнныхъ: 
(ов: бо. (Я де. . За. а т, т... 
составляя производныя отъ этихъ функшй по каждой изъ перемфнныхъ: 





а а: @: 49: 
ат.’ ах.’ 4?‘ ``’ ах, 
4+2 4%: 4$: 4$: 





ах’ 47.’ ах?‘ '° ах, 
° . . . ® . г * 3 
9 @ь 9% 99 
ах.’ а’ ах’ ах." 





 ‘замфчаемъ, что всфхъ производныхь будетъ и? 
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Опредълиттем системы изъ этихъ и? производныхъ названъ Якоби функшонал»- 
иыме опредълипелемь; по прим$ру н$которыхъ математиковъ мы будемъ обозначать 
его посредствомъ 


(чи. $25 Фа» ол Фи) , 
В(а, 27 зу + ел п) 


Если, напр., ©(х, у) и %(х, у) дв$ функщи оть 2 и у, то по этому обозначею 


рф _ 44 _ 94 


а м 


Ох, у) а ау ау‘ 





8 72. Функцюнальный опредзлитель играетъ, при одновременномъ изучеши н%- 
сколькихъ функшй отъ такого же числа перем$нныхъ, роль подобную той, какую 
играетъ производная при изучени функши отъ одной только перем$нной. ЦФль этой 
главы указать на эту аналогию, которая ярче раскроется впосл$детви. 

Производная отъ функции есть предфлъ отношен1я безконечно-малаго приращеня 
этой функши къ соотвЪтетвенному приращен1ю перем$нной. 

Функшональный опредъълитель можетъ получить аналогичное опред$лене на осно- 
вани сл5дующей теоремы: 

Разсматривая п функшй ©, $, Ф.,...,0,, Каждая из5 которыхь содержить п 
перелинных5 %, 4. Т,.... д, и приписывая каждой перемънной дезконечно-малое 
приращеше, из получим для каждой функши соотвьтсетвениое приращеше. Быдирая 
эроизвольно п различных системь прирашенй для перемьнныхь, мы получимь п еин- 
стемоь соотвътетвенныхь приращейй для функций. Функиональный опредълитель ра- 
венъ отношению опредълителя системы приращешй функций к5 опредълителю соотвьт- 
ствениой системы тзриращенй перемънныхс. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть 

ОМ, СИ: 9 м) 
а. В с 


2117 


ь < % ® ® Ф ) 


и @=. д ь ‹ 9 Ри 


будуть п системъ безконечно-малыхъ приращен!й, приписанныхъ послфдовательно п 
персм$ннымъ 2, Хх. г,..., 2, приращене функщи $;(%, 1.,..., 4») будеть 


32 
вида (8 56): 


Ч 


, | ; 
Фа: = а Ч, у та. @ыт, --... Рад Фи, 
1 


(х, 

что дастъ вс$ разсматриваемыя приращеня, стоитъ только въ этомъ послфднемъ ра- 
венств$ придать указателямъ А и ве цфлыя значешя отъ 1 до и въ посл$дова- 
тельномъ порядк$; но по этому выражеюю для Чи видно (8 70), что опред$литель 


системы: 
4$, 99.) ..., @а:$ 


1772 
(9., ах { 
32:1›> 35) -...)› @5Фь, 
к (4) 
Ф ` ® Эа $ . з в 5 } 


вк. ЧФ» ом Ч 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИОЧИСЛЕНЕ _8 
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есть произведене лвухъ другихъ опредфлителей слфдующихъ системъ: 

















4% $, р 
4х | 4 } ° . : О? 
492 о @ й 4$: 
ат 2 ат. ? * . у Ч, 2 ( и 3 
1 } бы (2) 
® а ® ® © ® ® ® м 2 
$» @Ф„ о 
(5%. Г. ах. 2 ь , ин а» 
И Е А 
Но т.) К Хи › | 
(..%., ОЖ ` » . 53. Чи ) ( ` ‚ 
> : (С) 
ео 5, № Г хо м 
И чачь. ‚ Чу 


Отсюда заключаемъ, что опредфлитель системы (6), т.-е. функщональный опред$ли- 
тель данной системы функц, есть отношен1е опред$лителя системы (.4) къ опредф- 
лителю системы (С), иначе говоря, отношене опред$лителя системы безконечно-ма- 
лыхъ приращенй функшй къ опредфлителю соотвфтетвенной системы приращен!й 
перем$нныхъ. Итакъ, теорема доказана. 


СЛУЧАЙ, КОГДА ОПРЕДЪВЛИТЕЛЬ РАВЕНЪ НУЛЮ 


_$ 73. Когда функшя отъь перемВнной является постоянною величиной, ея про- 
изводная равна нулю. Для системы функщй существуетъ аналогичная теорема: 
_Козда нъсколько функшй не вполизь независимы одна оть друлой, т.-е, кода суще- 
ствуёть между ними постоянное соотношете, ихъ опредплитель равенз нулю. 
Покажемъ сначала, въ чемъ заключается аналогя этихъ двухъ столь различно 
выраженныхъ теоремъ. тей | | 
-. Когда функщя ©(х) оть одной только перемфнной не есть постоянная, то каж- 
дому значетю функщи соотв$тствуетъ опред5ленное значен1е перемфнной, и уравнение 


2 (7) = | в р ео 


можеть быть ршено относительно х. Наоборотъ, если функщя © есть величина по- 
стоянная, то, задавая ея значене, мы.не опредфляемъ х, отъ котораго это значене 
не зависитъ, и уравнене (1) не можетъ быть р$шено относительно х. 

Разсмотримъ теперь дв функщи ©, (х., х.), 9.(2,, %,), при чемъ положимъ 


9: (2, 2,) — Ур _(2) 
Ф. (1, 2.) = У,; } =. 
оба эти уравнен1я могуть быть рёшены относительно х, и х,, лишь бы только функ- 
и $, их, были различны и везависимы; но если между ними существуетъ по- 
стоянное соотношене, то одно изъ уравненй явится сл$дстыемъ другого, или же 
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онн будуть несовмЪстны: и въ томъ, И въ другомъ случаЪ ихъ нельзя рёшить отно- 
сительно 2, и %.. - 

Проведенная нами аналойя заключается въ томъ, что въ обоихъ случаяхъ зна- 
чоШя функцщй, предположенныя извфстными, не опредфляютъ соотвЁтетвенныхъ зна- 
чей перемфнныхь; очевидно, что то же относится къ я функщямъ, когда между 
этими функщями существуетъ соотношене, независящее отъ значешй, придаваемыхъ 
» перем5ннымъ, отъ которыхъ эти функши зависятъ. 

Докажемъ теперь нашу теорему: когда нфсколько функшй не вполн% независимы 
одна отъ другой, ихъ функщональный опредЗлитель равенъ нулю. ` 


Пусть $, 9, $. ..., Ф» будуть разсматриваемыя функщи и пусть 
Е ($, Ф»› А Фи) = 0 (3) 
будетъ то соотношене, которому онЪ удовлетворяютъ тождественно, т.-е. при вся- 
кихь значеняхъ, приписываемыхъ перем$ннымъ х,, %.,..., %», отъь которыхъ онЪ 
зависятъ. 


д 


Изъ уравнен!я (3) выводимъ для системы какихъ-угодно безконечно-малыхъ 
прирашенй функшй о©,, ©, ..., ®;: 


ЧЕ ЗЕ | а 
т Ре р АО ав, 80; 


отсюда, разсматривая п системъ приращешй, приписываемыхъ функщямъ о, ®,,..., 9», 
и располагая ихъ въ п строкъ для составлешя числителя дроби, представляющей ($8 71) 
функцональный опредфлитель, заключаемъ, что будеть существовать одна и та же 
линейная зависимость между и членами каждой строки. Какъ извфстно, такой опре-. 
дЪлитель равенъ нулю, а такъ какъ онъ служить числителемъ функцюональнаго, то 
и этотъ посл5деЙ равенъ также нулю. Теорема, такимъ образомъ, доказана. 

$8 74. Обратно, если функцюнальный опред$литель системы я функщЙ $., ©.,..., 
_равенъ нулю, то между этими п функшями существуеть соотношене, независящее 
отъ значешй, приписываемыхъ перемЪннымъ. | 

Въ самомъ дёлЪ, предположимъ, что такого соотношевя НЪТЪ; тогда, можно гри- 
писать ©, $.,..., Ф„ Произвольныя и независяция другь отъ друга значен1я: для 
1,2...» получатся соотвЪ$тетвенныя опредфленныя значеня. Итакъ, полагаемъ 


— 1 


О == О $. 25...) Фи» —- ,,. 


1 13 


Если мы придадимъ этимъ функщямъ безконечно-малыя приращения 42,, 4@.,..., @ $», 


то т, т. ..., т» примутъ новыя значевя и получатъ опред$ленныя Ще 
Чх,, @х., ..., 4%, Которыя удовлетворять (5 56) равенствамъ: 








о де. 99 Е с. хх. р _- чи „ Чт» = т 4, 

о ‚42 } —- а: 4х, О + ат, — м 

> т | ® ® ыы > ® х я ® ъ ) 
4 фь к ФФ» 1 @ъ а 
4 4 | аа ® 9 ам». Чт» = Я 2; 


3% 
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сл$довательно, эти равенства совмфетны при всякихъ @?,, 4... 


‚, 92». Но этого 


не можетъ быть, потому что, по предположению, опред$литель системы коэффиицен- 


товъ равенъ нулю; получается противор$ че сдЪланному допущеню, что о, о... 


Ри 
а ь а 
2. ЭРЫ 


могутъ получать произвольныя приращеня, — значитъ, нельзя считать эти фуняди 


независимыми. | | 


ОПРЕДЪЛИТЕЛЬ СИСТЕМЫ ФУНКЦ1Й ОТЪ ФУНКЦИЙ 


$ 75. Производная функши отъ функщи Е (%) по перем$нной х, отъ которой и 


зависитъ, есть произведене производной 
взятую по #2. 


Чи 
-—- ОТЪ и, 


аЕ 
к взятой по и, на производную Я 


Эта теорема обобщается сл$Здующимъ образомъ: 


Если п функций ©, 


мм. -. 
ставленный по 4, и., .. 
ны 10 %., Т., . 


О(9:. 3... 
Ба, г. 


р 2 Ф„) вь. О(+,, 
"Э В (и, 


Въ самомъ дЪлЪ, перем$ннымъ #, 


нечно-малыхъ приращевй: 


а Я Же 
Ор 


„х,, Чи, 


$5, ® ь 
и... 


) т.» ® о ® 


‚› Ф, зависять непосредетвеино оть п перелмьниыя 
.› т сами предетавляють функции отз х., т.,.. 
то фунтиональный опредълитель системы $ 


^й Г»; 


72 92...) Фи, бОСТавленный по перемти- 


.,; 1,, есть произведене опредълителя этой же системы функий, со- 
.› И, на опредълитель функ и, и 
., М». Такимь образом, 


2} ВХ 1, сося СЛЕ К а 


(и, и... 
и. 


., №) 
т.) 


., Фи) 
5 №) 


‚ я» придадимъ п системъ безко- 


5 
-, @., | 


@ в + < ) 


#4: ‘9. © Фи 


(4) 





тогда для и, и...» и получатся опредфленныя приращетя: 


| 414, аи, 
аи., Ч, 


® > ® Ф 


ии, им. 


и для ©, ©,..., ®» соотвфтетвенныя 


419.) 49, 
4.9, @Ф», 


Чи) ) ЧФ) 


Опред$литель системы ©, 2.,..., 


се | 
се з а | 
3 2 2 (В) 
® ® ® * ) | 
оо Чыия 
приращегя: 


ое га 
о.) 29 


а оч (С) 


? ) 


оо д Фин. ] 





Ф„, составленный по %., 1.,..., *, равенъ 


отношению опред$лителя системы (С) къ опред$лителю системы (4). 
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ОпредБлитель системы $, ®.,..., ®„, составленный по и, и,,..., и», равенъ 
отношенио опред$лителя системы (С) къ опредфлителю системы (В). 

Наконецъ, опредфлитель системы %., и,,..., и», составленный по %,х,, ..., Жь, 
равенъ отношевлю опредфлителя системы (В) къ опредВлителю системы (.4). Отсюда 
очевидно, что первый изъ этихъ трехъ опредБлителей равенъ произведенио двухъ 
другихъ. Такимъ образомъ теорема доказана. 


ОПРЕДБЬЛИТЕЛЬ СИСТЕМЫ ОБРАТНЫХЪ ФУНКЦ!Й 


$ 76. Производная отъ функщи $(х), взятая по х, есть обратная ($ 33) производной 
ОТЪ 1, ВЗЯТОЙ ПО ©®. | 
Эта теорема обобщается слфдующимъ образомъ. 


Если ©, 9)... ,) < буть функции от х, 1...) 2, ТО 1, 1)... Я, 
обратно, мочутз` бъить разсматриваемы какё функции отз ©, %.,...; 9. Опредюли- 
тель функий $, 9,..., и, составленный по %х, 1,..., бь, равенз единиц, 
раздъленной на опредьлитель функий 1, х.,..., 1», составленный по перемъиным 
937. Р-н 
Пусть, въ самомъ дЪлЪ, 
[ (4) 
е. з ® . ® ® 5 5 
бит, Чт (у Ч 
4.0, 4. Фо, а 4, ©, | 
4.1, 4. р. ЧФ, { 
(В) 


® Ф ® ® @ * ‘. ® р. 





Чи. , и. ... о) я $ 


будуть и системъ приращеюй перемённыхъ 2, х.,...,& и п системъ соотв$т- 

ственныхъ приращев!й о, ®.,..., $». ОпредФлитель системы ®,, %.,..., ®, 60- 

ставленный по перем$ннымъ 4,, х,,..., 2», равенъ (8 71) отношеню опред$лителя 

системы (В) къ опредфлителю системы (4); опредфлитель же системы х,, 1.,..., Ть, 

составленный по 9,9. ..., ©» какъ перем$ннымъ, равенъ отношеню опред$лителя 

системы (А) къ опредёлителю системы (В), что и доказываеть нашу теорему. 
Примфръ. — Если изъ двухъ заданныхъ уравнений: 


Ф?! (5, 9) = 6, 
ф. (2, у) =% С 
выводятся два слБдующихъ: 
=, (м, 5), 
У — т, (%, 2), (2) 


62 
то существуетъ соотношение: 


4$: 9% 4, а. _ 1 


дс Чиа) 8 — Ей а ай 


Чи 4 Фо Чи 


оС 
ыы 
— 


Эту формулу можно повфрить непосредственно при помощи правилъ, данныхъ ($ 84) 
ДЛЯ дифференцирован1я неявныхъ функшй. 


дх @ ах  @1 ее 
Въ самомъ дЪлЪ, чтобы вычислить те: я: И, =. исходя изъ уравнений (1), 
беремъ производныя отъ этихъ уравненй сначала по и, принимая г за постоянную, 
а затЪмъ по +, принимая и за постоянную. Находимъ: | 


41 т в 491 ау № | 
ах аи '! Чу аи 
де. 42 4е 4и | 
4х аи ' ау Чи 
4: ах | @: 49 





ах алая =“ 
О Оащь 9 ПИ =, 
ах 4 Гау & 
откуда 
@ 9: и 
4х ау ах __ Чу 
о 
ат ау Чу ах ах ау Чу ах 
— 4% ил _ 
Чу _ 4% ее  @ о. 
ди д: 4 9: 4’ № 49, 9% 4%: 9%’ 
4х ау ду ах | т ау ду 4х 


подставляя, наконець, эти значеня въ формулу (3), получаемъ тождество. 


ПрРИВЕДЕН!Е ОПРЕДЪЛИТЕЛЯ КЪ ОДНОЧЛЕНУ 


$ 77. Теорема, посредствомъ которой ‘было преобразовано (8 71) опредфлен!е 
опредБлителя, ‘оставляетъ произвольными я системъ безконечно-малыхъ приращенйй, 
принисываемыхъ перем5ннымъ #2., т. .-., Х,, Отсюда‘ слЪдуеть, что опредлителю 
можно придать нЪфеколько а ВИДОВЪ: МЫ ограничимся. ‘наиболже замфчалель- 
нымъ случаемъ, когда опред$литель приводится къ одночлену. 

Изъ 2я количествъ, 2, х., ..., », [, |» -.., Рь ПО евоему произволу можно 
выбрать и, остальныя опредфляются. Если, потому, предположить, что и —1 изъ 
нихъ остаются постоянными, то всф остальныя должны будутъ измфняться одно- 
временно и отношен1я ихъ безконечно-малыхъ приращенй будуть опред$ленными. 
Пользуясь этимъ замфчаюемъ, предположимъ, что п системъ одновременныхь при- 
рашенйй, приписываемыхъ перемфннымъ, будуть взяты въ слфдующей таблиц®: 
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О океан ар, 0, ОН та 0: 
0, сто Ч, Я Ч Эна: 0 
0, 0 4.5%. о они Чл, а, 4. а. 1, , тя 0, (4) 
см м о я з | У 9 
0, 0, а ОЧ, | в Я; Ч, ОО: Фи. 

Первая строка этой таблицы показываетъ, что первыя безконечно-малыя при- 
ращевя. приписываемыя #,, х,..., 2», таковы, что р, р ..) [в Не изм®няются, 
а это, какъ обыкновенно говорятъ, опред$ляетъ вполнф ихъ отношения. Вторая строка 
показываетъ, что вторыя выбранныя приращевя, т.-е. 4х, 4.5.,..., Чт», таковы, 
Что 7.) 2...) [» Не измВняютея; при этомъ, сверхъ того, предполагается, что 4,5, = 0. 


Это также опред$ляетъь отношенмя вефхъ приращенй, потому что, какъ и въ 
предыдущемьъ случа$, п — 1 разсматриваемыхъ количествъ предполагаются постоян- 
ными. Наконецъ, послфдняя строка показываетъ, что въ 1-ой систем$ приращенй 
т, т,..., ии остаются постоянными. 

Воспользовавшись свободою выбора одновременныхъ приращенй именно такъ, 
какъ сейчасъ показано, мы получимъ ($ 71) выражеюте для опред$лителя системы, 
для опредфлитель количествъ, содержащихся въ квадратф справа, на опредфлитель 
количествъ, содержащихся въ квадратЪ слЪва; вел дестне же нулевыхъ членовъ каждый 
изъ этихъ опредфлителей приводится, очевидно, къ произведенмю членовъ, расположен- 
ныхъ по д1агонали; отсюда, ихъ отношене равно 


а о-в. — [91 (46) ое (2). а) 


нм. т. ах... ах 2: / Что Пе 


Итакъ, опред$литель приводится къ одночлену, что и же показать. 


т) (22 4»). - (92. 


п 
Чт Чо у ) "< >, 2 / :), 
ил 


фа “1 
приращенио х,, когда р, [,...,/, предполагаются постоянными, поэтому необхо- 


димо, для вычислешя, выразить ]/, въ функщи перем$нныхъ х,, [., |,..., [ И ОТЪ 


Чтобы понять значеше отношений нужно ей 


къ таблиц (А). Изъ этой таблицы видно, что 7 _ есть отношен!е приращетя Г. КЪ 





С ; 
полученнаго результата ВЗЯТЬ производную ПО 2, Точно такъЪъ ще, и есть отношеще 


приращеюя 7, къ приращеню х., когда т, [,, |, ..., | остаются постоянными, — 
поэтому необходимо, для вычисленя, выразить /, въ функщи отъ перем$нныхъ 
2, т. в, --., 1 И отъ полученнаго результата взять производную по 2. Продолжая 
такимъ образомъ, увидимъ, что для вычисленя множителей произведевя (1) нужно 
представить уравнен1я, связывающая 2 перем$нныхЪ #2, 4., ..., 4», р, Ь, тор 
въ слБдующемъ видЪ: 
| 9 [1 = К, (2, ро р ...) [п), 
5 =, (5, %,, №». . .› 1), 
[1=Е, (%,, бо) 2 Г , [), 


Га =, (5, 2, Пу +. 2%), 


и произведете производныхъ т - с О о будетъ тогда, искомый опред$литель. 
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Какъ приложен!е, разышщемъ опред$литель сл6дующей системы: 
2 = рс0$6, 
у = рэп 6 $11 $, 
2 — р 51 6 с0$%, 


ГД р, 9 и х‹ — независимыя перемЪнныя. 
Изъ этихъ уравнешй выводимъ: 





ЕЕ ао 
у —_ О —, —/ $ 
1—0 60$ 0, 

/ — 0 $11 6 311 $; 


ВЪ этомъ видф они даютъ выражене для г только съ одною изъ перем$нныхъ р, 0, %, 
‚для х— съ двумя и, наконецъ, для у со вс$ми тремя. Сл$довательно, опредЪли- 
тель, въ силу предыдущей теоремы, будетъ 


42 ах Чу 6 | пе 
ата. ( — рэ 6) рэп 9 с0$ф = — р’ 5 6. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Чтобы двЪ$ фувкши отъ какого-угодно числа перемфнвыхъ зависфли одна отъ другой, не-‘ 
обходимо п достаточно, чтобы ихъ частныя производвыя, взятыя но тфиъ же перем$внымт, были 
пропоршональны. 

2. Чтобы я функшИЕ отъ я р перем$иныхъ имфли между собою соотношене, пе зависящее 
огъ этихь перем$впыхъ, необходимо и достаточно, чтобы опредфлители % функпй, составленные 
по 72 какимъ-угодно изъ этихъ перемнныхъ, были равны нулю. 


3. Если два угла и и ® связаны съ двумя другими углами 9 ифи съ тремя постоянными 
п, п, р уравнетаями: 


с05и __ 5146059 _ Зшизшо 
77 с030 731 9008Ф  рэш9ят 


то опредфлитель функщЯ 1 н 9, составленный по 9 и %, равенъ 


тир зто 9 
пи (272 ©0529 -- 72 5112 9 ©0527 ®-- 27? $102 9 з11? Ф)3[2 ° 


4. Пусть и, и. .-.. и, будуть я различныхь функ отъ я перемфнныхъ 5,4%, ..., %,. 
Еели установить между этими функдлями соотношен1е 


И ли...) и, 


то можно будетъ, въ силу этого соотношен1я, выразить одну изъ перемфнныхъ, напр. 5, въ функции 





отъ и — 1 остальвыхь и раземотрЪть Ч, 2 +... И1, как’ь функии ОТЪ 21, 9%, ..:, 4. 1, ТОГДА, 
пОлЛУучимМЪ: 
О, 1%. .-.; Ия—1) р Чит (ил, Ч) +... ии) . 
(ха, т» -..) #„—1) 3 ЧЕ, О, 72. .) 2) 
- | ах» 


 _ | ЗЕ : 
при чемъ производную 7: «Нужно брать, имФя въ виду, что 4, и., ..., 4, суть функщи отъ #,. 
= в 
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5. Если при тБхъ же данныхъ, что и въ предыдущей задач, дается второе соотношене 
Е. (944. №5, 9 ип) —= 0 


и, сабдовательно, разематрнваются №, М, ..., Ии-2, Какъ Функщш отъ 2, 2, ...,Хи—2, ТО будетъ: 


(Е, Е,)_ го (и, М, ..., 2) _ Б(ЕЬ Е.) . О (№, М, --., №) ы 
(2, —)  0(5, Я») -.., 2) = О (и, Ии—1) О (7, №)... Жь) 


6. Если положить 





и — 8, = о а 
= “т” — о з..› = — 
1 р 3 2 22а, 3 ) и 3 


гдф х» есть фупкщмя отъ х., 2., ..., Хи опредЪляемая уравненемъ: 


242 +... + я =1, 








то 
Р (4, и)... Ми) _ 1 
: О (ль бл Ы 
7. Если положить 

27 — 60$ Фа, 
д. = 9 &, 60$ %., 
Х. = ©. ЗШ $. 60$ $), 
> ® ® ® ® › ьа в $ Ф ® ® 3 
Т—1 = 51 $, 91 $5... Ш Фл—2 60$ Фи, 
Хи —= Я 4. $ЗШ 9... Ш Фл—1 60$ Фи, 

то 

” в . в . п . 9—2 : : 
Е МЕ т) © зто $9 М 93...50 Фя-т Я 9л. 


(<, $, ...; Фи) 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


Аналитическая теошя касательныхъ линй и касательныхъ плоскостей 


УРАВНЕН1Я КАСАТЕЛЬНОЙ И НОРМАЛИ КЪ ПЛОСКОЙ КРИВОЙ 


8 78. Когда плоская кривая опредЪляется заданнымъ уравнешемъ въ прамоли- 
нейныхъ координатахъ х и у ея точекъ, то можно найти ($ 24) уравнене касатель- 
ной къ этой кривой. Въ самомъ дЪлЪ, мы видфли, что угловой коэффищентъ этой 


т д 
касательной въ точкЪ, координаты которой суть х и у, есть производная т Отъ 9, 


взятая по х, и въ предыдущихъ главахъ данъ способъ для ея вычисления. 
Называя черезъ $ и и координаты какой-угодно точки касательной, точка ка- 
сатя которой имЪетъ координаты 1 и у, составимъ для этой касательной уравненя: 


| ы 
и—у=(—4). (1) 


Для нормали, которая перпендикулярна къ касательной и также проходитъ черезь 
точку, координаты которой суть х и у, уравнеше будетъ: 


а 
или, что одно и то же, | 
(и — у) 4и- (1—1) ал =0. (3) 


8 79. Уравнеше нормали можно получить болфе непосредственно. Въ самомъ 
дБлЪ, пусть Ги и будуть координаты точки на нормали; принимая эту точку за. 
центръ круга, проходящаго черезъ основан!е т, у нормали, получимъ для него урав-‘ 
неше вида: | 


(у— и)? (< — 0? = 1”, в = (1) 
ТДЪ 5 и у обозначають координаты какой-угодно изъ его точекъ, Дифференцируя это 


уравнен1е, находимъ: | 
(у— и) 4у-- (1 —1) 41=0, (2) 
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и такъ какъ этотъ кругь, очевидно, касается данной кривой въ точкЪ, координаты 


га 6 р 
которой суть х и у; то отношене т Въ этой точк$ будетъ одинаково какъ для круга, 


такъ и Для кривой; поэтому, 4у и 4х въ уравнен!и (2) можно относить къ кривой, а 
въ такомъ случа оно ничЪмъ не отличается отъ найденнаго выше ($ 78) уравнен!я 
моду ГИ ин. 

5 80. Опуская, при прямоугольныхъ осяхъ, изъ точки касатя М ординату ЛР, 
получаемъ линио РТ (черт. 16), заключенную между точкою Р и точкою перес$ченйя 
касательной съ осью А-овъ; эта лия называется подкасательною. Ее сокращенно обо- 





Чери. 16. 


значаютъ черезъ д Также, если 4/А№— нормаль, то Р№ рмаль: мы будемъ ее 
‘обозначать черезъ &,. Наконецъ, Г и {М называются соотвфтственно кавательною 
и нормалью. Выражевя для этихъ четырехъ лиюй получаются непосредственно по 
уравненямъ касательной и нормали и будутъ: 


РР =у 48, Ба в . 
Рю ус омм=м=У уу (8 = у У :+ (@#) | 


Подкасательная и поднормаль имфютъ точно тотъ знакъ, который дають пре- 
дыдуц1я формулы, если согласиться считать подкасательную за положительную, когда 
ливня ГР направлена въ сторону положительныхъ Х-овъ, и поднормаль за положи- 
тельную, когда РМ направлена въ. ту же сторону. Мы не будемъ останавливаться на 
этомъ изелБдовани, не представляющемъ ни затруднен, ни интереса. 

$ 81. Часто бываетъ нужно вводить въ вычислен1я углы, составленные каса- 
тельною или нормалью къ кривой съ осями координатъ, при чемъ необходимо избф- 


гать всякой пеНИЧОЕИ въ выбор$ направлен1я. въ которомъ отечитываются эти 
УГЛЫ. 





" . (1 
Угловой коэффищентъ уравнешя касательной есть У. поэтому, если ях обозна- 
41? 


чаетъ уголъ, составленный положительнымъ направленемъ оси Х-овъ съ направле- 
н1емъ касательной выше этой оси, то 


Я | 
{ато а — т : (1) 


9* . 
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Направлен1е нормали опред$лится углами ^ и в, которые составляеть съ осями иер- 
пендикуляръ, опущенный изъ начала координатъ на касательную. Так каюь нер- 


пендикуляръ можетъ быть взять въ томъ или другомъ направлеши, то углы ли в 

будуть н$Ъеколько неопредленны, и ихъ можно будетъ зам нить, оба одновременно, ихъ 
.  С05А ы 

пополневями '). Отнсшете а тфмъ не менЪе, виолнЪ опредфленно, и обудетъь 


равно, какое бы мы ни выбрали изъ двухъ противоположныхъ направлен!й, 





05. _  @%х 
603 @4’ (2) 
что приводится къ равенству: 
60$ А ах —- 608 в, ду = 0. (3) 
Но уравнен1ю кривой 
Е(х, у)=0 


> 072 : 
составляемъ для опредфлеюшя отношевмя 5. уравнене: 


ДЕ де. 


отсюда также заключаемъ, что уравнене (2) равносильно 


ае — аР 
а 
0$ — соЗы’ (5) 


т.-е. что косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью къ плоской кривой съ осями 
координатъ, пропоршональны частнымъ производнымъ отъ первой части уравненя 
кривой. 
Такъ какъ сумма квадратовъ этихъ косинусовт, для какой-угодно прямой, равна 
единипЪ, то 
аЕ ) 
608 — == Иры . 
те 
| ах ау). 
АЕ 
ау 


©08ы — = ——————_———и 


У (+). 


_(6) 


при чемъ знаки въ силу уравневйя (5) должны быть взяты или заразъ верхние, или 
заразъь нижн!е. 


1) До 180°, Прим. перев. 
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$ 82. Иногда на нормали къ кривой различаютъ направленя -внзшнее и вну- 
треннее по отношеню къ этой кривой. Чтобы опредфлить эти два направленя, нужно 
представить себЪ, что кривая, уравнен!е которой есть 


Е(%, у) =0, 


двлитъ плоскость на ДвЪ части: внфшнюю по отношенио къ кривой, опредляемую 
условемъ К(х, у) >0, и внутреннюю по отношеню къ кривой, опредБляемую усло- 
вемъ Е(х, у) < 0. Называя теперь виьшиею ту нормаль, которая направлена къ части 
плоскости, внфшней относительно кривой, для угловъ Х и в, составляемыхъ этою 


нормалью съ положительными направленями осей, всегда будемъ имЪть: 


аЕ 
608 = о 
и (=) (*) 
аЕ 


ыы 
И (9) () 


Въ самомъ дЪлЪ, если мы отложимъ на вншней нормали безконечно-малую длину :, 
то координаты ея конца будутъ: 


х— =60$^\, У-- =с05ы. 


А такъ какъ по 8 53-му, о безконечно-малыми второго порядка, мы можемъ 


написать: ыы 
Е(5-|- =с03^, у-Ёесо5) = (5, р-р 08% ‘пу 08, 


и такъ какъ Е (5х, у) =0, то вторая часть приведется къ 
АЕ Е 
Е (= 0$ -— ау 803 ». : 
а это, послЪ зам$ны с08^ и е0зь ихъ значениями ($5 81), дастъ: 


рига 


Е(х--ес0$^, У а. е с0$ Е Е УЕ) ь 


- =) С 


По предположенио конецъ длины ‹ занимаеть внЪшнее положен1е относительно кривой 
и, слВдовательно, соотв$тетвенное значение К положительно. Отсюда заключаемъ, что 
во второй части нужно выбрать верхай знакъ, а это, въ свою очередь, требуеть, 
Чтобы были выбраны верхн!е знаки и въ значетяхъ с05^ и 60$. 


` 70 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ПЪКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ 


$ 83. Приведемъ нЪеколько примровъ опредфленя касательных, высирая, по 
преимуществу, задачи уже разсмотр$нныя съ геометрической точки зря. 

Задача 1. — Гасательиая кз циклоидь. 

Пусть будуть: АЛ (черт. 17) прямая, по которой катится производяций кругь, 
А— точка касавля этого круга въ его первоначальномъ положении, //’— точка касавя 


У 





Черти. 17. 


круга въ сл$дующемъ его положенши, М — соотв$тственное положене производящей 
точки. По самому опредЗлению движения 


АМ = АА. 


Если взять за ось Х-овъ лийю АХ, а за ось У-овъ перпендикуляръ, возставленный 
въ точк$ А, то координаты точки М будуть: 


МР=—=у, РА; 
далЪе, обозначая черезъ & радусъ круга и черезъ и уголь МОЛ’, находимъ: 


у= ОР-- Ме=а— асози, 
х — АА' — 09 == аи — азти. 
Два уравненля: 
/ —=@а(1 — с0$и), (1) 
х = @(и — пы) . (2) 


дадутъ, по исключени и, уравневше циклоиды. Это исключене затрудневй не пред- 
ставить; дЪйствительно, изъ перваго уравнен1я находимъ значен1е для 1: 


= ( 1 э 
6 (. збьь 
4 — аг р | а); 
и вносимъ его во второе уравнене, зам$чая при этомъ, что 


в -У Е. 
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Но гораздо проще непосредственно дифференцировать уравнения (1) и (2). Выводимъ: 


ду == азш и ам, 
(т —= а(1 — сои) ам, 
откуда 
ду _  ЗтШи 


— 9 
дл 1—6с05и —_ и‘ 


1 | | 
Касательная, имфющая угловой коэффишентъ соб 5 %№ образуетъь съ осью А-овъ 


и, а нормаль съ тою же осью образуетъ уголъ 5 и. Отсюда 


заключаемъ, согласно сказанному въ $ 14-омъ, что нормаль есть МА’, а касательная МК. 
Изъ уравненйя: 


А 
уголъ. равный = — 5 


Чу __ 1 
ат = 605 и 


ау 


можно вывести выражеше Чт ВЪ функции отъ у, что намъ ино дальше. Въ 


самомъ ДЪлЪ, 


Я —{ 
си —= 9. 
а 


5 вай 
ВТ 446 — Уз | 
1 — 608% = Е 
| а 
сл$довательно, | 
мы $11 44. а у 
4х 2 —с05 и 


Это уравнете приметъ другой видъ, если, проведя новыя оси, параллельныя 
старымъ, и измфнивъ направлене оси У-овъ на обратное, мы перенесемъ начало 
координатъ въ вершину кривой, ордината которой есть За. Формулы перехода будутъ: 


Я = 2а— у, х = ж, —- па, 


и мы можемъ написать, опуская указатель при у. 


у 
ах — 2а—1 


` Задача |. — Касвательная кз ь эпициклоидь. 

Эпициклоида есть кривая, описываемая точкою - окружности ПОДВИЖНОГО круга, 
катящагося по неподвижному такимъ образомъ, что дуги двухъ окружностей, точки 
которыхъ послЪловательно соприкасалются, постоянно равны по длин%. 

Разсмотримъ кругъ радуса г, катянийся по неподвижной окружности ражуса В. 
Пусть 4 (черт. 18) есть начальное положене одной изъ точекъ катящейся окружности; 
‘когда эта окружность при своемъ движевши коснется неподвижной. окружности въ 
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точкз 4’, точка 4 совпадетъ съ точкою 1 въ концф дуги М, равной но длин Д'Л. 
Если за оси координатъ принять два прямоугольныхъь д1аметра СХ и СУ неподвижной 





Черт. 18. 


окружности, первый изъ которыхъ СХ проходитъ черезъ точку 4, и положить 4'СА = 5, 


В 
а, значитъ, С’ =Ф->, то для координатъ х, у точки 47 получимъ выраженя: 


т —= (В -Р!) е05$Ф — т 03 ($ 7 


у=(В-- те — гм ($ +=), 
откуда 





ау=(В-—: | оз о — 608 (Ф— -#) 
4&—(В-») |— зто эт ( =) 42 
и, слЪдовательно, 


0$ $ — с05 (+ — “= . 26 
Ро = (2-1) 
10 ое — 811$ 
эт | +.) 


Е 








Соединивъ теперь точки К и М, замфчаемъ, что прямая КМ составляетъ еъ осью 


Е г не 
Х-овъ точно уголъ $ --5* ‚ иначе говоря, она есть касательная въ точк М, нор- 


маль же будетъ направлена въ точку 4’. 

Задача 1. — Изх нъкоторой точки О опущены перпендикуляры на кавателуныя 
кб плоской кривой; опредълить касательную къ кривой, слулсацей вометрическиме лт- 
стом основанй этихь перпендикуляровэз. 

Чтобы р5шить эту задачу, геометрическое уБшене которой уже дано въ 8 14-омъ, 
возьмемъ за начало координатъ точку 0; пусть х и у будутъ координаты точки 
плоской кривой. Пишемъ уравнен!е касательной МР: 


ю и—у= #1). "о2ы 
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и уравнете перпендикуляра ОР: 
4 — ——# (2) 
Если изъ этихъ двухъ уравнений и уравнен1я данной кривой исключить у И 4, 


то получится уравнене кривой, служащей геометрическимъ мЪстомъ точекъ Р, но для 
опредвлеря касательной это исключене не необходимо. Въ самомъ д$лЪ, исключаемъ 


: Е: 
изъ уравневй (1) и (2) отношене = и находимъ между координатами и и { точки Р 
елБдующее соотношение: 
$ 
и—у=— (1—4), 
или, что одно и то же, 
ТР =ш--&; (3) 
дифференцируемъ это уравнение: 
Зиди -|- 8% —= иау -Н1ах - уаи — ха. - (4) 


А такъ какъ по уравнен!ю (2) 
иду —- Ах = 0, 
то уравнене (4) приметъ видъ: 


Зиаи -- Е = уаи - хАЬ 
откуда 
Е 
бий; 
({ а. у 


Чи 
$ ? 
перпендикуляръ къ линш, соединяющей точку Р съ серединою 021, координаты ко- 
зи. 

Задача №. — Из5 тькоторой точки О опущены пернендикуляры на кавательныя 
къ плоской кривой, и каждый изъ нихь ОР продолжень до такой точки ®, что 


Итакъ, искомая касательная, угловой коэффищентъ которой выраженъ черезъ есть 


торой суть Это равносильно найденному результату (8 14). 


ОР. 909 =а?, 


д а есть данная длина. Нити касательцую кз кривой, служащей 'еометрическиме 
мъстомь точекь 0. | 

Геометрическое ршеше этой задачи дано въ $8 14-мъ. Анализъ безъ труда при- 
водитъ къ тому же результату. Называя черезъ хи у координаты точки касашя 2 
составляемъ уравнене касательной ЛГГТ: 


ви (2) | (1) 
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74 
и уравнеше перпенднкуляра ОР: 


Кромф того, называя черезъ х, у, координаты точки (@, пишемъ: 


Чи \?` 
4 — 

00 = у? = © Е [1+ (2) 

9—2, = ОР: аще и 5 
(» а, 


(1 д |. : | РЕ ай 
и, зам5няя ар На — т въ силу уравнегя (2), которому удовлетворяютъ и = /,, [—1,, 
получаемъ: 





ай (1 -- 5, 
Л с = 1 ей — = ; 
2 
(8+ д о 
или, посл упрощевий, | | 
| уу, | 1х, = а”, (3) 
Дифференцируемъ это уравнене: 
уу, уу хат, —— г. ах = 0; (4) 


но такъ какъ точка @ лежитъ на прямой, выражаемой уравнешемъ (2), то 
у. 4у-—- 2,4% = 0, 
и уравнеше (4) приметъ видъ: 


уау, —- хх, = 0, 

откуда 
ду, _ _ 1 
дл, — о 


т,-е. что искомая касательная перпендикулярна къ прямой 04; точно такой же резуль- 
татъ былъ найденъ въ 8 14-мъ. 

$ 84. При р5шеши двухъ предыдущихъ задачъ нзкоторые члены исчезли сами 
изъ полученнаго уравнен1я черезь дифференцироване, что значительно упростило 
вычислен1я. Такое упрощен1е тфено связано съ однимъ геометрическимъ обстоятель- 
ствомъ, общимъ обфимъ задачамъ; равнымъ образомъ, оно можетъ представиться во 
множеств$ аналогичныхъ случаевъ. Вотъ общая задача, для которой оно имфетъ мЪето 
и для которой обф предыдупия задачи являются частными случаями. 
_ Задача У. — Олредълить касательную къ питкоторой кривой, точки которой выво- 
дятея, по заданному закону, изъ касательитихь кз друюй данной кривой. 

Нусть будетъ | Е 
>. $ (=, у) —0 
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уравнеше данной кривой; одна изъ ея касательныхъ имфетъ уравнене: 





д: 
и—У=4 (1 2). 


Координаты х,, у, соотвфтетвенной точки искомой кривой суть данныя функщи отъ 
коэффишентовъ этого уравнетя и представятъ, сл5довалельно, выражетя вида: 





ах /? 


а ау 
=Е ‚(2*., у 2). 


до (=. 1] 9) 


Чтобы вывести изъ этихъ уравнений угловой коэффишентъ и ` искомой каса- 
тельной, полагаемт: 
$ — 44, У—х 49 — =, 
2, = Е, (и, 5), 
у: =Е, (в, 5) 
й находимъ: 
`__ ЧЕ, а а. 1. 
, — м и р о, 
ау, = и Чи те ов (х. 


кром$ того, | 
(2 = 4 (у — их) = 4у — нах — хац. 


% 











Въ силу же уравнения 57 — и это значене 4 приводится КЪ — ХФ; ВЪ Такомъ случаЪ 
о ль ИЕ. ДЕ, 
@х, — Чи — (9 
| ДЕ _аЕ, 
4: — ды `` 
откуда, 
аЕ. аЕ. 





д и фо 
а ЧЕ, _ АЕ, ' 


Чи 4 





что и служитъ ршетемъ нашей задачи. Упрощене результата происходить отъ того, 
7 - * а — 
что {и является общимъ множителемъ и опредБлене отношен1я а перестаетъ быть 


необходимымъ для нахожден1я производной <. въ противномъ случа его нужно было 
бы ВЫЧИСЛЯТЬ. | 

Мы видимъ, что въ выраженяхь ах, и 4у, члены съ ау и съ 4х уничтожаются 
и остаются только члены съ множителемъ 4и. Слфдовательно, вычислен1я точно таюя 
же, какъ и въ томъ случаЪ, есди бы мы при переход отъ одной какой-нибудь каса- 


10* 
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тельной къ другой, безконечно-близкой, удовольствовались измфневех\’ь Углового ко- 
эффищента, не изм$няя координатъ х и у точки касавя;: равньхгь образомь, искомая 
касательная точно такая же, какъ и въ томъ случа, еслибы иримая, кофораи служить 
для опредфлен!я различныхъ точекъ кривой, вращалась вокругъь неподвижной точки. 
Это мы уже видЪли въ 8 14-мъ. 

$ 85. Задача \1. — Омь различныхь точекь динной плоской кривон отлозмеена по 
нормалям5 к5 этой кривой постоянная длина; найти кавательпро къ кривой, предета- 
вляющей зюометрическое лньстю полученныхь такимь образомь точек5. 

Пусть х и у будутъ координаты нФкоторой точки на данной кривой, аЁи #— 
координаты соотвЪтетвенной точки на новой кривой; кромЪ того, пусть А и и будуть 
углы, составляемые нормалью съ осями. Въ такомъ случаЪ, очевидно, 


[—#-Е (с03^, } 
и —У-- (03, | (1) 
откуда посредствомъ дифференцированя находимъ 
 — ах -- 4 оз, 
и — ау —- 14 с0$ 1. (2) 


Умножаемъ первое изъ этихъ уравнев!й на соз^, второе на © зи, и полученные 
результаты складываемъ: 


60$ А @ -—- с05 в 4и == 4х е03Х —- ау созь -- [(с08) 4 со Х -- 0$ а с0$ ц), (3) 


Зная же, что | 
6052А -- ©052и = 1, 


выводимъ посредствомъ дифференцирования: 
603 А 4603 — 603 в 4 60$ в. = 0, (4) 
и, кромЪ того, по 8 81-му имемъ: 
4х ©03 ^ —- Ау 08 ци == 0; (5) 
поэтому уравненше (3) приметъ видъ: 
с08^ 4 -- 608 в ди = 0. (6) 
`Изъ уравневшй же (5) и (6) выводимъ: 


п 0 
4 ал’ 


т.-е. что касательныя къ обфимъ кривымъ параллельны, 
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То же самое мы нашли выше (8 14) геометрически. 

$ 86. Задача УП. — Лоза ‘поль постояниой величииы двилеотея таким 00243045, 
то стороны сю постояино касаются даниой плоской кривой, то вершина, со Р опишет 
такую кривую, пормалью въ которой будеть прямал, соедиияющая зпочеу Р в5 центром 
круз, проходящая черезз эту точку и черезь точки А и В, в5 которыхь стороны 
подежио?о злла васоются данной кривой. 

Пусть 


у = + (1) 


будетъ уравнеше данной кривой; назовемъ черезъ я, Виа, В координаты обЪфихь 
точекъ касашя и черезъ а тангенсъ даннаго угла. Имя, кромЪ того, равенства: 
В = (9), В’ =6Ф (9), мы можемъ опредфлить координаты 2, у точки Р изъ слдующихъ 
уравневй: 


у— = | (#— в), _  @) 
и = 98 (#— _ @) 
ана 3) в 
Исключая —. И Ея ИЗЪ ЭТИХЪ уравнен!й, находимъ: 


= 


а [(у — В) (у— В) -- (х —а)(&—“)]--(у— В) (1 — <) —(у—В) (1—@)=0 (4) 


Это равенство, если принять за перемфнныя только 5 и у, представить КУ 
проходящий черезъ точку Ри черезъ точки («, В), (а, В). 
‚ Продифференцируемъ это уравнене: 


[2 — (8-8) + ( — *)]4у - [Ваз — «(а -- 4) + — = 
+ {© —Ю—<@—2)]-—[@—9-+а 0—9! — 


— {9-е афер. = 


Если теперь въ уравнене (5) подставить значен1я у—8 и у— 6, выведенныя 
изъ уравневий (1) и (2), то коэффищенты при 4а и 4х исчезнуть въ силу уравне- 
в (1), (2) и (3). 

.. ах 5. ай жк ы 

Итакъ, выражеше дифференщальнаго коэффищента = одно и то же, будемъ ли 
- мы разематривать, въ уравнеши (4), ‹ и « какъ перем$нныя, или. какъ постоянныя. 
Отсюда сл$дуетъ, что касательная къ геометрическому м$сту точекъ Р совпадаетъ 


съ касательною къ кругу, представляемому уравнешемъ (4), когда въ этомъ послЪд- 
немъ «, В, «, В' принимаются за постоянныя 


3 
во 


ЗАМЪЧАНТЕ, ОТНОСЯЩЕЕСЯ КЪ ПРЕДЫДУЩИМЪ ЗАДАЧАМЪ 


$ $87. Всемь предыдущимъ задачамъ можно придать одну общую форму: точкя 
одной кривой № выводятся посредствомъ нЪкотораго опредЪленнаго построеня изь 
точекъ и касательныхъ другой кривой 5; зная касательную въ данной точкЪ кривой ›, 
найти касательную въ соотвЪтственной точкЪ кривой *. 

Задача рфшена въ частныхъ случаяхъ, приведенныхъ въ качеств примЪровъ, 
но изъ этого не сл$дуетъ, что р$5шеюе всегда возможно. При случайномъ выбор 
построешя, съ помощью котораго точки кривой » выводятся изъ точекъ и касатель- 
ныхъ кривой х, касательная къ кривой “ не будетъ опредфлена, когда будутъ даны 
только соотвЪтетвенная точка 5 и касательная въ этой точкЪ. Если это и было воз- 
можно въ разсмотр$нныхъ частныхъ прим$рахъ, то только потому, что прим$ры были 
выбраны надлежалщимъ образомъ. 

Въ 8 84-мъ для двухъ задачъ было разъяснено, къ чему относится то упрощенхте, - 
которое появилось въ рёшени; покажемъ, почему искомый результать невозможенъ 
вообще. 

Пусть х, у будутъ координаты нфкоторой точки кривой © и р— угловой коэффи- 
пцентъ касательной въ этой точк$; называя черезъ х,, у, координаты соотвЪтственной 
точки кривой >», можемъ написать, по опредленю этой кривой, что 


2, = (х, 9, [), | (1) 
у. = (5, 9, В), | 


тдВ Ри х суть двЪ функши, вытекаюния изъ кн условй. Изъ равенствъ (1) вы- 
ВОДИМЪ: 


(#: == ы ах -—- о, ау-—-= С йо Е ар, 


Чу, = “ ах —- Не Чи 3 ар; 


слЗдовательно, 


ах ау {4 Я 4 №4 а ‚$ 4$ ар 


ау; __ т 4%. ах _ 1 ду т фа. 
аж.“ а ди | че а ар аЕ аЕ о 4 Чр 


Чу Чх ' арх ах =. ау ! ара 














Отеюда видно, что и, угловой коэффишентъ искомой касательной, содержитъ не 


4 
ТОЛЬКО д, у и р, какъ въ разсмотрфнныхъ частныхъ примБрахъ, но еще и т ‚ а это 


значить, что когда задается точка кривой 5 и касательная въ этой точкЪ, то каса- 
тельная_ въ соотвётетвенной точкВ кривой Х. всё-таки останется, в, неопред}- 
ленною. 
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КАСАТЕЛЬНЫЯ КЪ КРИВЫМЪ, ОТНЕСЕННЫМЪ КЪ ПОЛЯРНЫМЪ КООРДИНАТАМЪ 


5 88. Когда кривая задана уравнетемъ въ полярныхъ координатахъ: 
Е(®, 6) =0, 


то можно легко опредлить въ каждой точк$ направлен1е ея касательной. Пусть №4 
будетъ данная точка на кривой, иифбющая координаты ® и р, а 1 '_ближайшая къ 
ней точка на той же кривой. Ведемъ радусы-векторы ОЛ, ОЛГ и изъ точки О, какъ 
изъ центра, радусомъ 041 описываемъ дугу круга АР, оканчивающуюся на радтусВ- 
вектор® 01’. Очевидно, можемъ написать: 


ОМ = о, аге МР —= ра. 


КромЪ того, такъ какъ МР есть безконечно-малое приращене р, то оно можеть быть 
принято (8 46) за ар. ДалЪе, изъ треугольника МЛГР видно, что 


МР _ эп М2ГР. 
М'Р зш ММР’ 





въ предфлБ же, когда 


5111. 11.М"Р .- : 
= ИТИР обратится въ тангенсъ угла У, составляемаго радусомъ-векторомъ 


равно р т И треугольникъ МАГР — прямоугольный, 


ИР 
ИР 
отношене 
съ направленемъ касательной въ сторону увеличен!я угла ®. Итакъ. 


‚до 


фапо Г=—р а" 





Когда кривая отнесена къ полярнымъ координатамъ, то иногда подъ именемъ 
касательной, нормали, подкасательной, поднормали подразум$ваютъ четыре сл$дую- 
ЩИХЪ ЛИЮЕЙ. 

Проведемъ черезъ полюсъ О перпендикуляръ къ ращусу-вектору ОМ; пусть Т 
есть пересфчете этого перпендикуляра съ касательною и №— перес$чен1е его съ нор- 
мальо, построенными въ точк$ 1[; тогда ЛИТ называется касательною, ММУ—нор- 
малью, О1-—подкасательною и ОМ—поднормаль0. 

Вычислеше этихъ четырехъ лин не представляеть никакихъ затруднений. 
Пишемъ: 


| И. 
ОТ = 5 = р4апе Г = 0" Рф: ит=и=У + 8 Ро, 


о [о 
ОМ =5.= = ми=х=уУ р” а 5. 


$ 89. Какъ приложене предыдущихъ Фформуль, ореха касательную къ ло- 
гариемической спирали, уравнеше которой есть. 


— эн 
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Пишемъ: 
‚ 4 | 1 1 
фаре Г — о Е (ет ЕН — 3 
(р тае"® 77% 
р 1 ` < 
сл5довательно, уголъ Г — постоянный, им юпций тангенсъ т Такизгь образомъ, лога- 


риемическая спираль перес$каетъ подъ постояннымъ угломъ радусы-векторы, исхо- 
дяппе изъ неподвижной точки. При т = 0 уголъ Г — прямой и логариемпческая спп- 
раль обращается въ кругъ. 

Воспользуемся полярными координатами для р5шеюпя еще слЗдующей задачи. 

Задача У!. — Из5 неподвижной точки О, находящейся въ плоскости кривой ю, 
проведены къ этой кривой радшисы-векторы и продолжены, каждый, на повтолииую 
длину [; нё@пи касательную къ кривой », представляющей воматрическое место тю9- 
лученныхь такимъ образомь точекз. ры 

Отнесемъ къ полярнымъ координатамъ и примемъ за полюсъ неподвижную 
точку 0. Если уравневе данной кривой есть 


р—=$(%), 


то уравнете кривой, получаемой изъ данной, будетъ: 


= Ф(®) - 1. 


ий бк д 
_ Очевидно, что поднормаль 5,, выражающаяся черезъ к имфетъ одно и то же зна- 


чеше для об$ихъ кривыхъ, такъ что нормали въ соотв$тетвенныхъ точкахъ сходятся 





М 


Черт. 19. 


на нерпендикулярВ къ рад1усу-вектору, проведенному нерезъ точку 0; отсюда выте- 
каетъ весьма простое построеше для нормали, а, слЗдовательно, и для касательной. 
Въ самомъ дфлЪ, для полученя нормали въ точкЪ М’ кривой Х достаточно про- 
вести нормаль въ точкВ М къ кривой 5 и соединить М’ съ точкою пересёченя этой 
нормали съ перпендикуляромъ (№ къ ражусу-вектору ОММ. 
8 90. Вилмамъ Робертсъ (УИШат Ворег5) замфтилъ, что если положить 


р. == 0” И © — №, 
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ГглБ р и « представлаютъ полярныя координаты точекъ кривой, то 


Со. р. 
РФ —-Р Фр’ 


и, слБдовательно, кривая, точки которой имЪютъ координаты р’И ®’, и предположен- 
ная кривая перес$каютъ соотвфтственные радусы-веклоры подъ однимъ и т5мъ же 
угломъ. Отеюда вытекаетъ способъ получать изъ двухъ данныхъ кривыхъ двЪ друмя 
кривыя, пересБкаюнияся подъ ТВУЪ же угломъ, какъ и первыя. 

Напр., прямыя, уравнен1я которыхъ суть 


06054 — @, © =, й 





гдБ я и В произвольны, а х обозначаетъ постоянный уголъ, очевидно, перес$каются 
подъ угломъ х. Отсюда заключаемъ, что кривыя, представляемыя уравненями; 


0 С057 — а”, ”с08 (п — 9) == В", 


всегда пересЪкаются подъ угломъ э, каковы бы ни были значения, приписываемыя 
х и 3. Полагая п =2, получаемъ сл5дующую теорему: 

Система равиобочиыхь, копцентрическихь и сходственио расположенныхь итер- 
боль пересвкаетвя друлою системою такихь же итерболь подз постоянным5 уломб, 
вдвое большим ула, образуемало осями объихь системе. 


1 Е ь 
При п = кривыя обращаются въ параболы съ однимъ и т$мъ же фокусомъ 


и мы получаемъ сл5лующую теорему: 

Бсь параболы с5 одиимь и тяьмь же фокусомь и общею осыо пересюкаютея пара- 
болами в5 тълюь же фокусом, но сь Орлрмюю осью, подз узлольь, равнымь половинъ рлла, 
составллемеяо осями объиж системе кривых. 

Робертеъ вывелъ изъ своего замфчатя большое число теоремъ; нфкоторыя изъ 
нихъ приведены въ качеств упражневй въ конц этой главы. 


КАСАТЕЛЬНЫЯ КЪ КРИВЫМЪ ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ 


$ 91. Пусть $ (&, 9, 2) =0, % (1, у, 2) =0 будутъ уравневля кривой двоякой кри- 
визны; отыщемъ касательную къ ней въ данной точкЪ. | 

Касательная есть пред$лъ прямой, соединяющей дв безконечно-близюя. точки, 
и мы знаемъ (8 13), что можно безъ изм$неюмя этого предфла замфнить одну изъ 
‘разсматриваемыхъ точекъ другою, находящеюся отъ первой на безконечно-маломъ 
разстоян!и второго порядка. Итакъ, если т, у, 2 — координаты первой точки, то 
можно координаты второй принять равными 2-— 4%, у-— ау, 2-- 43; въ самомъ. дЪлБ, 
извзетно ($ 46), что Ау и 42 отличаются отъ нь ны у И г. Только 
на безконечно-малыя второго порядка. 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИОЧИСЛЕНЕ п 
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Вели 1, в, г обозначаютъ координаты какой-нибудь точки прямой, соеднняющей 
дв точки, координаты которыхъ суть 4; у, 3, &-- (х, у-- Чу, :-- @5, 


то уравнеюйя 
этой прямой будуть: 


(диф 0—8 
ат к ау “-ч а 








Итакъ, чтобы получить въ конечномъ видф уравневя касательной, достаточно 
найти три конечныхъ количества, пропоршональныхъ (1. 4, 42, и написать, что эти 


количества также пропорцональны #— 5, и— у, о—г. Но мы уже выше (8 62) на- 
шли, что 


—» —55ыыы  —:ы  —— 


4 ФФ 44% %% %%. 4% 44’ 
42 9 Ча Ша № Ш фа 


сл5довательно, уравнен1я касательной будутъ: 


{— 2 2 и— у и 9—2 
ао 4% _ 4 №7 4 №447 №4 4фа` 


— — —— = 6 — — —ы=ы=—ы—ы —ы —ы —ы— 


42 4 ау 4 аа аа Ч ши 


Иногда этимъ уравнеюмямъ придаютъ другой видъ, съ которымъ не м%шаетъ 
ознакомиться. Они выражаютъ пропоршюональность между разностями #—5, и — 9, 


и дифференщалами 4х, Фу, 42; съ другой же стороны, известно, что эти диф- 
а удовлетворяютъ уравнен1ямъ: 





+ ду -- “4—0, 
ао 


поэтому, уравнегая: 


а ое | 


% (1) 
Яир | 


выражають, что разности {—1, и— у, о—г имфютъ тЪ же отношешя, какъ и дифд- 
ференщшалы 4х, ау, 42; иначе говоря, что эти разности и дифференщалы соотвЪт- 
’ етвенно пропорцональны. Отеюда заключаемъ, что уравневя (1), ее дВЪ 
_рлоскости, будутъ въ то же время и уравненями касательной. 
5.92. Уравненля касательной къ кривой приводятъ безъ затрудненй къ уравненио 
нормальной плоскости. Чтобы получить эту плоскость, достаточно, въ самомъ дл», 
звамЪтить, что она проходить черезъ точку, координаты которой суть х, у, 2, и что 
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она пернендикулярна къ касательной. Сл$довательно, уравневе этой плоскости мы 
_напишемъ, по формуламъ аналитической геометрии, въ такомъ вид: 


((— а мау (© — 2) 42==0, 


гдВ а, Чу, 4: должны быть зам5нены функшями имъ пропоршюнальными. Это урав- 
нен1е можно доказать и непосредственно. Пусть ЁЬ и, ’ будуть координаты какой- 
нибудь точки пространства; разности {[— 2, и— 9, #—= пропоршональны косинусамъ 
угловъ, составляемыхъ съ осями прямою, соединяющею эту точку съ данною точкою 
на кривой, координаты которой суть х, у, 2. Но 4х, Чу, 42 пропоршональны косину- 
самъ угловъ, составляемыхъ касательною къ кривой съ т$ми же осями; слЪдова- 
тельно, услове, чтобы эти два направлешя были взаимно-пернендикулярны, т.-е. чтобы 
точка Ё и, х принадлежала нормальной плоскости, выражается какъ разъ уравненемъ: 


(1 — 2) 42 (и — уау--(@% —2)42 =0. 


АРИВЫЯ НА ШАРЬ 


8 93. Изучеше кривыхъ, нанесенныхъ на шарф, привело. математиковъ къ инте- 
реснымъ результатамъ, аналомя которыхъ со свойствами плоскихъ кривыхъ достойна 
зам5чаня. Мы ограничимся здфсь указанемъ на’ систему обычно употребляемыхъ 
координатъ для опредВлевя точекъ шаровой поверхности и на способъ получешя ка- 
сательной къ кривой, заданной уравненемъ въ двухъ координатахъ произвольной ея 
ТОЧКИ. : 

Выбираемь на шарЪ точку Р и называемъ ее золюсом5: тогда большой кругь, 
плоскость котораго перпендикулярна къ ражусу, проведенному въ точку Р, получаетъ 
назвае экватора; больше круги, проходяп1е черезь точку Р, получаютъ назваше 
меридзановь, а малые круги, плоскости которыхъ параллельны экватору, назваюше па- 
раллелей. Точки шаровой поверхности будутъ опред$ляться мериданомъ и параллелью, 
на которыхъ он находятся; меридщанъ задается угломъ ‹, который онъ составляетъ 
съ неподвижнымъ мериданомъ, а параллель—ея разстоямемъ до полюса, считая по 
дуг большого круга. При измфнени ох оть 0 до 9= и в отъ 0 до х будуть опредф- 
лены вс точки шаровой поверхности. Эта система, очевидно, равносильна употре- 
блен!ю географическихъь широты и долготы на земной поверхности, при чемъ о бу- 
деть обозначать долготу и 8— дополнее до широты. | 

Пусть н%®которая кривая задана соотношевемъ Ё (6, $) =0 между координатами 
ея точекъ. Назовемъ дв смежныя (черт. 20) точки черезъь М и М'; изъ точки Р, 
какъ полюса, сферическимь радувомь РМ (т.-е. Ев) опишемъ малый круть ММ. 
Треугольникъ /М'М, можеть быть принять за илосюй и, слЪдовательно, 


мм, 
И.М’ 





Бао И" = 


11* 
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гдЬ М’ есть уголь, составляемый кривою съ дутою большого круга РА/. Даля, 


В. АГ = 098, 
М, = Взт6ао; 





Черт. 50. 


первое изъ этихъ уравневй— очевидно, второе же вытекаетъ изъ того, что 1111, есть 
дуга, соотв$тствующая углу 4$ въ кругБ ращуса В зт6. Значить, 


р 8% 1 49 
А СИ 4% 

Если черезъ М' проведемъ большой кругь ЛГ, нормальный къ разсматриваемой. 
кривой, и опустимъ на него изъ точки Р перпендикулярную дугу большого круга 
РО, то сферичесый треугольникъ РОМ’ дастьъ: 


РФ 


Ш -в = 390$ М’. 


УРАВНЕН1Е ПЛОСКОСТИ, КАСАТЕЛЬНОЙ КЪ ПОВЕРХНОСТИ 


$ 94. Дано уравнете поверхности въ прямолинейныхъ координатахъ: 


2— (т, У). 


Исходя изъ точки этой поверхности, имфюшей координаты х, у, 2, припишемъ хи у 
безконечно-малыя приращетя 4х и 4у; тогда соотвЪЗтетвенное приращеше 2, какъ мы 

_видфли (8 54), можеть быть принято, если отброеить безконечно-малыя второго по- 
рядка, равнымъ 


2 42 
7 ах -|- а ау, 
2 


42 
ГДБ ее И у Застныя производныя отъ 2, когда х и у принимаются въ посл- 


довательномъ порядк$ за постоянныя. | 
. Ноэтому, вокругь точки, координаты которой суть 2, у, 2, и на безконечно-ма- 
ломъ разетояни оть этой точки приращене для 2 можетъ быть разсматриваемо, какь 
линейная функшя отъ приращевй х и у; итакъ, называя черезъ & и, $ координаты 
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точки, находящейся на поверхности въ безконечно-маломъ разетоявми оть точки 
х, 9. 2 и отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, пишемъь: 


а-я + и-—У). (1) 


0 





Это уравнене, будучи первой степени относительно $, и, о, предетавитъ плос- 
кость, которая, очевидно, проходитъ черезъ точку х, 9, 2 и для безконечно-близкихъ 
точекъ находится на безконечно-маломъ разстоями второго порядка отъ разсматри- 
ваемой поверхности. 

Докажемъ, что эта плоскость ссдержитъ касательную ко всякой кривой, нане- 
сенной на поверхности и проходящей черезъ данную точку. Черезъ эту точку ЛМ, ко- 
ординаты которой суть х, у, 2, ведемъ по поверхности кривую Р, и пусть на этой 
кривой точка ЛМ’ будеть смежная точкф 4/, координаты которой суть К и, г. Каса- 
тельная къ лини Г есть прел$лъь прямой 1/ЛГ, но мы видФли (8 13), при опред$- 
лени этого предФла, что точку М можно замфнить всякою другою точкою, находя- 
щеюся отъ нея на безконечно-маломъ разстоян1и второго порядка, и, слФдовательно, 
замфнить точку Л поверхности точкою плоскости (1), координаты которой, парал- 
лельныя хи у, суть Ги и: третья координата %х, на основами предыдущаго, измЪ- 
нится лишь на безконечно-малую второго порядка. Но посл такого перенесен1я точки 
М’ прямая МАТ будетъ строго расположена въ плоскости (1), то же относится и къ 
ея предЪлу; значитъ, касательная въ 4/ кь кривой Р,. т.-е. къ какой-угодно кривой, 
проведенной по поверхности черезъ эту точку, расположена въ плоскости (1). 

Если уравнене поверхности задано въ видф: 


Е (т, у, 2)= 0, 


то нужно, чтобы воспользоваться уравнеемъ (1), вычислить сначала Е И р при о 
помощи формулъ: 
а, аЕ а __ 
О а 
ФЕ ак 42 
ау Г 4 = 0} 
тогда уравнев!е касательной плоскости приметъ видъ: 
АК ЧЕ АЕ | 
д а, Ш 90. (2) 


юз 


Тотъ же самый результатъ можно получить съ помощью формулъ, данныхЪъ въ 
$ 91-мъ при опред$ленши касательной къ кривой двоякой кривизны. Въ самомъ дЪлЪ, 
разсмотримъ на данной поверхности, уравнен!е которой есть Е(х, у, 2) =0,: кривую, 
получающутося отъ пересБчен1я этой поверхности съ другою, которая проходитъ че- 
резъ разематриваемую точку (5х, у, 2) и уравнене которой есть ох (х, у, 2)==0. Мы 
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видфли (8 9Т), что касательная къ этой кривой можетъ быть выражена системою 
уравневй: 


(1—1) о -|- (2 „-+е— 2) де" = 0, (1) 
((—а) а а (2) 


Если вторую поверхность замфнить другою, подчиненною лишь тому условию, 
что она проходитъ черезъ данную точку, то кривая пересЪчен1я можетъ принять всЪ 
положеная на первой поверхности и касательная станетъ перемБщаться; уравнете 
же (1), оставаясь безъ измненя, представить плоскость, изъ которой эта касательная 


не выходитъ, а такая плоскость есть именно касательная плоскость, найденная выше 
другимъ путемъ. 


УРАВНЕН!1Е НОРМАЛИ 


$ 95. Когда извЪстно уравнеше касательной плоскости, то не трудно составить 
уравнен1я нормали. При прямоугольныхъ осяхъ нормаль образуетъ съ осями углы, 
косинусы которыхъ пропорцюнальны коэффищентамъ уравнен1я касательной плоскости; 
эта прямая проходитъ черезъ точку (5, у, 2) и уравневн1я ея, поэтому, будутъ: 


$ и-у 9—2 
ав — ав — ав. У 
4х ау 42 





Если уравневе поверхности задается подъ видомъ: 


= $(х, 9), 


то уравнемя нормали выражаются сл5дующимъ образомъ: 


$ 


— и 9—2 
в ау 

2-0 —2 =, 
иу-е—д=0.} 











ре тк 
— 


(3) 


8 96. Въ каждой точкФ поверхности, уравнеше которой есть Ё(х, у, 2) =0, 
можно различать для нормали два противоположныхъ другъ другу направленя: внёш- 


нее и внутреннее. Виъшиее направлене есть направленше къ точкамъ пространства, 
для которыхъ | 


Е (1, 9, 2) > 0, 
а внутрениее направлете есть направлете къ т5мъ точкамъ, для которыхъ, наобороть, 


Е (5, У, 2) < 9. 
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Для угловъ ^, ь, у внфшней нормали съ осями координать всегда 


‚ ЧЕ 
-- 
608 А = А 


и (=) + (5+ (%). 


У (=) На 
ар] ТГ \ау] 1! \аг 
_ ЧЕ 
' 42 


Га? (ав, (ак\?’ 
у (%) ОЕ 


Въ самомъ дфлЪ, изъ уравнеюй (1) $8 95-го ясно, что вс три косинуеса про- 
АК «АЕ аЕ 
ах? ау’ 42’ 
значен1я или равны, или равны, но противоположны по знаку, значетямъ, которыя 
мы только-что выписали. Назовемъ теперь черезъ = безконечно-мачую длину, отло- 


женную на внфшней нормали. Координаты конца этой длины будутъ: 











©05 в — 





608 у — 


порцюнальны а такъ какъ сумма ихъ квадратовъ равна единиц, ТО ИХЪ 


—-=608$), у-- 26088, 2-—-860$, 
и мы можемъ написать, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, 


Е («--ес0з^, у--=608в, 2--е603у) — Е (х, У, 2) = 


= ево А Чт ес0вр-- 45 2008 


Но по предположению 
Е (х, у, 2) =0 


и кром$ того 


аси. 
— 


ЕТ 
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ол5довательно, 


#8 


НЫ 
е. Чу 
ВЫ м р 
== ()-+(%)-- (©). 


Если нормаль имЗетъ внЪшнее направленте, то первая часть посл$дняго равенства 
положительна и, значитъ, во второй части надо взять верхюЙ знакъ, а это требуетъ 
того же знака и въ предыдущихъ уравненяхъ. 

$ 97. Такъ какъ формулы, даюцйя направлеве нормали къ поверхности, им ють 
весьма важное значене, то не будетъ безполезнымъ доказать ихъ прямо, независимо 
отъ уравнешя касательной плоскости. 

Пусть 





Е (5 


Е С03 А, у =608, $ --= 605) = = =| — 





в. 


Е (<, 9, =) =0 


будетъ уравнене поверхности. Такъ какъ при переход$ отъ точки этой поверхности, 
координаты которой суть 2х, у, 2, къ смежной точкЪ, координаты которой суть х-г ах, 
у-—- Чу, 2=-- 42, функшя К должна оставаться равною нулю, то безконечно-малое при- 
ращене К будетъ равно нулю, и мы можемъ написать: 


И РС 
а | ат = 0. (1) 


Въ этомъ уравнеми отброшены безконечно-малыя второго порядка, и оно спра- 
ведливо, если 4х, 4у 42 строго равны, какъ мы предположили, безконечно-малымъ 
приращенямъ х, у и 2; но оно строго точно, если при 4х и ау, представляющихъ 
приращен1я хи у, 42 равенъ дифференшалу отъ 2, который отличается, какъ мы 
знаемъ ($ 53), отъ приращев1я 2 лишь на безконечно-малую второго порядка. 

Итакъ, уравнен!е (1), которое вполнЪ точно, доказываетъ, что прямая, образую- 


АК ЧГК аЕ 
щая съ осями углы, косинусы которыхъ пропорщональны — 22» Чи? а? перпендику- 


лярна къ прямой, образующей углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны ах, ау, а; 
такъ какъ это посл$днее направлен!е представляеть прямую, соединяющую двЪ без- 
конечно-близкля точки поверхности, то оно тфмъ самымъ будетъ направленемъ какой- 
угодно изъ ея касательныхъ; слФдовательно, первое направлеше есть направлене пря-. 
мой, перпендикулярной ко всфмъ касательнымъ, т.-е. направлен!е нормали. 


ОПРЕДБЛЕН!Е НЪКОТОРЫХЪ КАСАТЕЛЬНЫХЪ ПЛОСКОСТЕЙ 


$ 98. Приложимъ предыдупия формулы къ н®Фкоторымъ примфрамъ. 
Примфръ 1. — Ищемъ касательную плоскость къ поверхности, выражаемой урав- 
ненемъ: 
Иж д — @а2 — $(у — 62) = 0. (1) 
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Уравнеше касательной плоскости, по предыдущимъ формуламъ, будетъ: 
[— д — (%—9)0'(у — 62) — [а — 62'(у — 62) (4% —2) =0. 


Косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью съ осями координатъ, пропоршюо- 
нальны 


1, ==2: 2-09 
а-- (—$)6-- (6$ — а) =0, 


то нормаль къ поверхности перпендикулярна къ прямой, уравненя которой суть 


И такъ какъ 


х—а 2, У=е, 


и, слфдовательно, касательная плоскость параллельна этой прямой, 

Уравнете (1) представляетъ, дЪйствительно, цилиндрическую поверхность, про- 
изводящ!я которой параллельны прямой х=42, у=02, и касательная плоскость, со- 
держащая всегда производящую, должна быть, какъ мы и нашли, параллельна этой 
прямой. ре 

Примфръ 1.—Разсмотримъ, во-вторыхъ, поверхность, уравнеше которой есть 


ав | бу Не (а? + у =”). (1) 
Касательная плоскость выразится уравнентемъ: 
({— 2) (а— 29') | (и— 9) (® — 29) (®—2) (1— 2249!) =0. 
Уравнен1я нормали будутъ: 


6—х У 9—8 


Е а и”. ( 
а— 29 6—2 1— 29%'° (2) 


Поверхность, представляемая уравненемъ (1), есть поверхность вращев1я вокругъ 
прямой, уравнетя которой суть 
$ — а%, 
и —= 6%. 


Геометрля показываетъ, что эта прямая перес$кается со всеми нормалями къ 
поверхности. Это, впрочемъ, не трудно повфрить по ихь общему уравненио, найден- 
ному выше. | 

Въ самомъ дфлЪ, если въ уравневяхъ (2) замЪнить # черезъ а и и черезъ 6, 
то они примутъ видъ: 


а—х _ 6—9 _ 9—8 
ах 6—9 1—2 


_И будутъ удовлетворяться при 


< 
| 
$|- 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕВЕ | 12 
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$ 99. РЕшимъ, наконецъ, несколько задачъ, въ которыхъ требуетея найти каеа- 
тельную плоскость къ достаточно опредЗленной поверхности, уравнеюе которой, однако, 
не задано. 

Задача 1.—Олущень изь точки О перпендикулярь ОР на касательно нлоскоеть из 
поверхности ©, заданной ся уравнемемь; найти кавательную плоскость ко поверх- 
ности №, описанной основашемь Р этою перпеидикуляра. 


Пусть х, у, 2 будуть координаты точки поверхности ©; уравнен1е плоскости, ка- 
сательной въ этой точкЪ, будетъ: 


42 


9—2) Га, и— У) (1) 


перпендикуляръ, опущенный изъ начала координатъ на эту плоскость, выразится 
‘уравненями: 


ЧР 
ф-т. = 0, 


(2) 
—- 42 — 0 | 
и о ау — о. | 
(2 12 . 
ели изъ уравневшй (1) и (2) ИСКЛЮЧИТЬ И у то получится соотношен1ё 


(@— о а—ж-+(и—уи=о (3) 


между координатами х, у, 2 точки 1Д/ поверхности 5 и координатами & 1, © соотвЪт- 
ственной точки Р поверхности %. 


Дифференцируя это уравнеше, находимъ: 
(2% — 2) @%8-—- (2+— 1) &-- (2и — и) 4и — ча — @л— ийу=0. (4) 


Кром того, 
#41 -- чау -- ча = 0. 


Дъйствительно, & и, % пропорцюнальны косинусамъ угловъ, составляемыхъ съ осями 
перпендикуляромъ, опущеннымъ изъ начала координатъ на плоскость, касательную къ 
поверхности © въ точк$ 4/1, а ах, 4у, 42 пропоршюональны косинусамъ угловъ, соета- 
вляемыхъ съ осями линей, соединяющей, на этой поверхности, точку 2, 9, 2 съ 0ез- 
конечно-близкою точкою, и ясно, что эти два направлен1я взаимно-перпендикулярны. 
Уравнене (4) приводится, слФдовательно, къ 


(21—24) &- (2и —уадаи- (%— 2) %=0. (5) 


Полученное уравнен1е доказываетъ, что прямая, составляющая съ осями углы, коси- 
нусы которыхъ пронорцюнальны 4 4, 4ь, т.-е. всякая касательная къ поверхности 
>, въ точк$ Р, перпендикулярна къ прямой, составляющей углы, косинусы которыхъ 
пропоршюональны (2—2), (Вы — и), (8% —2), т.-е. къ прямой, соединяющей точку, ко- 


ординаты которой суть Ь и, ъ, съ точкою, координаты которой суть ы 5, 5. . Отсюда 
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вытекаетъ, что пормаль къ поверхности » проходитъ, какъ было доказано въ 8 14-мъ, 
д 1 # 
черезъ середину прямой ОМ, координаты которой суть т > 5. 

Задача П.—Опушень изь точки О порпепдикулярь ий плоскость, кавательную кз 
повертиостии 5, заданной ся уравиеиемь и тють пертендикулярь ОР продолжен д0 точки 
() такой, что 

ОР.00 = а’, 
0% `а сеть данная попя. Найти плоскость, кавательную къ поверхности », леометри- 
ческому мости тючекь 0. 


Пусть 41 есть точка касашя плоскости, касательной къ поверхности 5, и 
х, у, 2—ея координаты. Уравнен!е касательной плоскости будетъ: 


(2 2 | 
о—2=( в а, (1) 
перпендикуляръ ОР, какъ и въ предыдущей задачЪ, выразится уравненями: 


42 
но. = 0, ие, =0- (2) 


Сл довательно, называя черезъ х,, у, 2, координаты точки ©, будемъ имЪть: 


42 Е 
2, та, д. =0, у Г.Е, 


2 2- 
00°= д? + 2 а а* [1 (5) +(+) ] 
ЕН ых 


| 
| 





.. 42 _ ав 
Исключая изъ полученныхъ уравненй а И ау: находимъ: 


-— 


2 Ну, Е: #2: — а’. (3) 


Какъ сейчасъ увидимъ, достаточно одного этого уравненя для опредБленя искомой 
касательной плоскости. Въ самомъ дфлЪ, дифференцироване даетъ: 


0 — хаж, - уац, -- гаг, -- 2. ах Ру. ау -Ё 2.4, (4) 
но 


дах у 4у-г- 242 = 0, 


потому что лишя ОР составляетъ съ осями углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны 
и, 9, 2, и, кромЪ$ того, будучи перпендикулярной къ плоскости, касательной къ дан-. 
ной поверхности, она образуеть прямой уголъ съ лишей, касательной къ поверхности 
5, а эта послфдняя линя составляетъь съ осями углы, косинусы которыхъ пропорц1о- 
нальны 4х, ау, 42. 


12*_ 
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Сл$Бдовательно, уравнене (4) приметь видь: 


0 = хаж, —- уач, -— 242, (5) 


и выразитъ, что прямая, составляющая съ осями углы, косинусы которыхъ пропор- 
цональны @2,, 4у,, 42, перпендикулярна къ прямой, косинусы угловъ которой съ 
осями пропорщональны х, у, 2, т.-е. что всякая касательная къ поверхности, служа- 
шей геометрическимъ м$стомъ точекъ @, перпендикулярна къ прямой ОЛ, соединят- 
щей начало О съ соотвЪтетвенною точкою М поверхности ©. Значитъ, искомая каса- 
тельная плоскость перпендикулярна къ лиши ОМ, что вполнЪ согласуется съ найден- 
нымъ раньше (8 14) результатомъ. 

$ 100. РЕшете двухъ предыдущихъ задачъ представляютъ замфчательное упро- 
щене. тЪено связанное съ однимъ общимъ для нихъ геометрическимъ обстоятельствомъ; 
это упрощеше также имЪетъ м$ето вс всЪхъ задачахъ, заключающихся въ слфдую- 
щей общей задач: 

Задача Ш.— Точки поверхности » выводятся по нъкоторому произвольиому, но 
вполизь опредъленному, закону изъ касательныхь плоскостей къ данной поверхности 5; 
найти касательную плоскость в5 зпочктъ поверхности ». ` 


Пусть х, у, 2 будутъ координаты точки поверхности ь; уравнеше плоскости, ка- 
сательной въ этой точкЪ, будетъ: 


о — = (# — 1) 9) 


Координаты х,, у,, 2, соотв$тственной точки поверхности » являются, по предполо- 


жетю, заданными функшями отьъ коэффишентовъ этого уравнен!я: слЪдовательно, 
полагая 


42 ___ 42. 
а 2; ау 9 


| рт 4у— м, 
будемъ имЪть: 


2, =, (р, @, и), 
у: =, (р, а, и), 
2, =. (р, а, и, 
откуда 


а, б-р аа а р аа -- с ам, 
ау, —= р „ @р а. ыы аа» р „‚ и, 
г, = 5 + о а е 

‚ Но изъ уравнея: 


и—#—рх— Чу 
вЫВоДИМЪ: Ге 
в  ди— 4: — рах — а4у — хар — уа4, 
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г.-е. (8 54) 
42 — рад -—- дач, 
Чи — — жар — уа4; 


слЗдовательно, 





4х, рн | —9 ар + (= ыы а, 





ар аи 49 Чи 
— ЕЯ ке 44. 4$. _ 4$ 
ду, = (1 т в 18) 44 


__ [423 __ 24$: 4;  У@$з 
де, = (1 2:4 + (92-52) 


Исключая изъ этихъ уравнен!й Фр и 44, находимъ соотношее вида: 
Аах. = Вау, -- Саз, =0, 


изъ котораго заключаемъ такъ же, какъ мы это сдфлали для уравневий (5) въ зада- 
чахъ | и НЙ, что нормаль къ поверхности » въ точкЪ х,, у,, 2, составляетъ съ осями 
углы, косинусы которыхъ пропорпюнальны 4, ВБ, С. 

УспЪхъ метода, какъ видимъ, зависитъ отъ того, что можно безъ новыхъ диф- 
ференцироваей составить’ соотношене первой степени между 4х, Ау, 42,, Потому что 
и выражается въ функши отъ ар и 44. Можно замфтить, что такъ какъ значен1я 
ах., ау. 4г, содержать только @ и @4, то плоскость, касательная къ поверхности Х, бу- 
детъ та же, какъ и въ томъ случа, еслибы плоскость, изъ которой выводятся точки 
ЭТОЙ поверхности, изм5няла бы свое направлене, постоянно проходя черезъ одну и 
ту же точку /[; дЪйствительно, р и 4 суть угловые коэффищенты уравнетя плоскости, 
а измфненя 4, 4у, 4г координатъ точки касавя совершенно исчезли въ окончатель- 
номъ результат$. | 

Этотъ результатъ согласуется съ тЪ5мъ, что уже было сказано въ 8 14-мъ. 

$ 101. Когда точки поверхности выводятся изъ точекъ и касательныхъ плоско- 
стей въ этихъ точкахъ другой поверхности, то касательная плоскость въ какой-нибудь 
точк$ составленной такимъ образомъ поверхности неё всегда можетъ быть выведена. 
изъ заданныхъ точки и касательной въ ней плоскости къ первообразной поверхности. 
Впрочемъ, мы приведемъ два примЪра, гдЪ это возможно. 

Задача \.—На нормалят кз данной поверхности 5 оть различныхь тночек5 этой 
поверхности отложена постоянная длина [; найти пормаль къ поверхноети Х, пред- 
составляющей зеометрическое мъсто. полученных такимо 00ра30м5 зночеко. 

Пусть х, у, 2 будуть координаты точки поверхности 5; а, В, 1—углы, которые 
нормаль въ этой точкЪ образуетъь съ осями, и х,, у. 2. —координаты конца длины [, 
отложенной на этой нормали; очевидно, что 


х, = -- 6034, 


У, = 9-Е 6038, 
2, —=2-- ©озу' 
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дифференцируя, находимъ: 


ах, —= ах —- 46050, 
Чу, —= ау -- <083, 
42, = а: — (460$1. 


Умножая первое изъ этихъ уравнен!й на с05о, второе на созВ, третье на с. $1 И склады-. 
вая, получаемтъ: 


воза, —- созВау, —— со$142, = созаах —- созВау -- созуаг-- 
—- Ксоза 08 —[- со$34созВ -- 605146081). . . (Г) 
А такъ какъ 


605? —|-- с05°В -|- ©08°7 =1,. 
что посл$ дифференцированя даетъ: 


со5а4с05а —- созВЧсо$В -- сс $14605 == 0, 


и, кромЪ того, 


с0594 —- созВау -- е08142 = 0, 
что вытекаетъ изъ взаимной перпендикулярности направлен!й нормали и касательной 
во всякой точкЪ поверхности ©, то уравнене (1) приметъ видъ:. 


воза, —|- созда, -- созуа2, = 0, 
откуда заключаемъ, что нормаль къ поверхности № въ точк$ х., у, 2, образуетъ съ 
осями углы, равные «, В, 1, и, слЪдовательно, совпадаетъ съ нормалью въ соотвт- 
ственной точкЪ поверхности ю. Это уже было доказано въ 8 14-мъ. 

Задача У.— Дана точка О и поверхность 5; соединяем точку О съ произвольноло 
точкою М поверхности 5; черезь радзусь ОМ и пормаль ММ ко поверхностии вз точкь 
М ведемз плоскость; вх плоскости ОММ возетавляемз въ точкъ О перпендикулярь ОР 
кз радиусу ОМ, равный по длиитъ этому радиусу. Найти плоскость, касательную кз 
поверхности, предетавляющей юометрическое лтсто точекз Р. 

ПересЪкаемъ поверхность $ шаровою поверхностью радуса ОМ изъ центра 0: 
не.трудно замЪтить, что заданный въ услови задачи рамусъ ОР, на которомъ тре- 
буется отложить длину ОР = ОМ, перпендикуляренъ къ плоскости, касающейся по 
производящей ОМ конуса, вершина котораго находится въ О и основанемъ котораго 
служитъ кривая пересченля. 

Пусть х, у, 2 будуть координаты точки М, а х,, у., 2 —координаты точки Р; въ 
силу взаимной перпендикулярности радлусовъ-векторовь ОМ и ОР можемъ написать: 


тт, -- У, -- 22, — 0. (1) 
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ВромЪ того, такъ какъ лишя ОР перпендикулярна къ производящей конуса, безко- 
нечно-близкой кь ОМ, то 
т, 4х -—- у. 4у-- 2:42 = 0, (2) 


гдЪ 4х, Чу, 42 обозначаютъ дифференшалы отъ х, у, 2, если оставаться на кривой 
перес$чен1я шара съ поверхностью ©. Если уравнене поверхности 5 есть 


Ф(х, у, 2) =0, 


то 4х, ау, 42 будутъ опред$ляться уравнетями: 


9 1.1 @ 4 1, 
= ах -- я ау-—- Е 0 (3) 
4х —- уау -—- гаг = 0; (4) 
наконецъ, 
д? у: На’ = -у- 2. (5) 


Дифференцируя уравневя (1) и (5) и просоединяя къ нимъ уравнене (3), пишемъ: 
— (ха, -- у4у, -- 242.) = хх -- у. ау -- 2,4», 


_ @ 9 7 | 1, 
== т ах — ау (И —- же (2, | (6) 


_ д. 4х, - у. Чу, -г 8,42, = хах -- уду -- 24:2. 





Уравнен!я же (9), (3) и (4), будучи совмфстны, показываютъ, что опредълитель 
изъ коэффищентовъ при 4х, ау, 42 во вторыхъ частяхъ уравневй (6) равенъ нулю; 
иначе говоря, существуютъ такихъ три множителя, 1, п, т, что вторыя части, умно- 
женныя на этихъ множителей, даютъ сумму, тождественно равную нулю; значитъ, 
тоже относится и къ первымъ частямъ уравневий, т.-е. 


(пл, — <) ах, -- (ту, — у) Чу, -- (т2, — 2) а2=0, (7) 


при чемъ м опредфляется изъ уравнеюй: 


д, Г тЕ-т % =. | 
аф 
у туп За 0, с 24 (8) 
2 тет ее —0; 
каждое изь которыхъ есть слдстые двухъ другихъ. 


Какъ и въ предыдущихъ задачахъ, мы увидимъ, что, по уравненю (7), нормаль 
къ поверхности, служащей геометрическимъ м$стомъ точекъ х,, и,, 2,, образуеть съ 
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осями углы, косннусы которыхъ пропорцональны т, — <, ту, —\, тг —2. Такпмъ 
‘образомъ, предложенная задача рфшена. Покажемъ, на СКОЛЬКО ИЗЯЩНО МОЖеТЬ ОБРТЬ 
истолкованъ этотъ результатъ. 

Раземотримъ треутольникъ ОМК (черт. 21), составленный прямою ОЛХ нор- 


‚ М 
К 


М' 





Чери. 21. 


малью № и лишею ОР. Такъ какъ сумма прбоекшй боковъ треугольника на оси ко- 
ординатъ равна нулю, то 











4$ 
ОКх, 2 в ах хом 
Изо уе = у “А МЕ ав _ Уз у =" 
(2) + (%) (2) 
до 
2 О = — ет И И 
Иза-у У (42-8) (8 Учи” — 
47 ый у т 42 я 
4 | 
02:62 + 42 __ ____ 20мМ____ 
Иж? ту? у (5%) (95) 22 21 #2 
1 1 1 -: -- а --- аа у я 
отсюда видно, что мы, принимая во внимане равенство 2? 9,2-2,2 = 22 у? --27, 


удовлетворимъ уравнен1лямъ (8), выбравъ 


ОМ зы _Узг уе 
м — о, те ия отит 
ОК к У (У 4 \? | (42 

м Я, В а) 


Косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью въ точкВ Р съ осями, пропорцональны 
х0М--хОК, УОМ-УОК, 2ОМ-2О0ЕК. 


Отлагая же на 01 длину ОК’ == ОК и на продолжени ОР длину ОМ’ = ОМ, видимъ, 
что эти три выраженя пропорцональны проекшямъ на оси лими К’М’, соединяющей 
полученныя такимъ образомъ точки. СлЪдовательно эта лия ^’М’ параллельна иско- 
_ мой нормали, а изъ элементарной геометри ясно, что она же въ плоскости МОР пер- 
певдикулярна къ МК. Точно такой же результать мы нашли въ 8 14-мъ, 
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5 102. Приложимъ, наконецъ, теорю касательныхъ плоскостей къ опредЪленио 
закона, по которому перемфщается касательная плоскость къ линейчатой поверхности 
въ различныхъ точкахъ одной и той же прямолинейной производящей. 

Пусть 





5; 


— 2 $(а) -- $ (а), | (1) 
у=2 (а) Е(а) | 
будутъ уравнеюшя производящей; при изм$неви параметра х эта производящая зай- 
метъ въ пространств рядъ положен, совокупность которыхъ даетъ разсматриваемуто 
поверхность. Не измфняя ни въ чемъ закона, который мы разыскиваемъ, предполо- 
жимъ, для упрощешя, что при какомъ-нибудь значени х, напр. х = 0, производящая 
совпадаетъ съ осью 2-овъ; для этого необходимо и достаточно, чтобы 


$(0) — 0, (0) — 0, 
а — О: Е(0) 0. 


Поищемъ, какъ изм5няютея плоскости, касаюиияся поверхности въ различныхъ точ- 
кахъ оси 2-овъ. Въ уравнеюмя этихъ плоскостей, какъ содержащихъ ось г-овъ, не 
войдетъ координата, параллельная этой оси, и нельзя будетъ воспользоваться фор- 
МУЛОЮ: 


(2 {5 
= Е и—Уду: 
| | 42 _ 42 и 
потому что коэффищенты ар И ая необходимо являются безконечно-огромными. Но- 


этому слфдуетъ однф координаты замфнить другими, что возможно, такъ какъ отъ 
этого ничего существенно не измЪнится; итакъ, возьмемъ формулу: 


НЙ (; 
ии о—2 а. 


Уравнене не должно содержать буквы ъ, координажы, параллельной оси :-овъ; зна- 


а : 
ЧИТЬ, ыы — 0. Посредетвомъ вычислен1я приходимъ къ тому же заключению. 


е 4 
‚Чтобы вычислить т дифференцируемъ уравнения (1), разсматривая =, какъ по- 


стоянную; находимъ: 


Фр = [59 (8) 4-4] аа, 
Чу —= [=[ (а) —- Е'(а)]| аа, 
ау __. #[’(а) -- Е'(«) 


--— —-^- 


4х 29а) -- %(@) ? 


при чемъ нужно считать а =0. 


ДИФФЕРЕВЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЬШЕ 15 
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ой . ь 
Чтобы вычислить я. и доказать, что она равна нулю, дифференцируемъ оба 


уравнения (1), разсматривая „х, какъ постоянную; находимъ: 


0 — [2$ (а) 5 + (а) 4= -- $(2) 42, 
4у = [21 (а) -- В“(2)] аа -- Ка) 2, 


а отсюда, по исключени «4, 


ау _ ча) Га) НЕ а) | | 
42 29'(а) - 9 (<) 7 


1 


что при «==0 обращается въ нуль вслфдетве сдЪфланныхъ предположен!й: ф(0) = 0, 
(0) = 0. 


Въ такомъ случаЪ уравнене искомой касательной плоскости будетъ: 


правее Е (0 
2) оу) 
полагая 
[(0)=а, Е'0)=5, 
$(0) =, (0 =» 
видимъ, что уголъ 9, образуемый этою плоскостью съ плоскостью Х, выразится 
формулою: 
__ а2-б . 
о ии. 


Если подставить вместо плоскости ИХ новую плоскость, образующую съ ЙХ 
уголъ ©, то наклоненте 9’ къ этой новой плоскости выразится формулою: 


$ап12`0° — фапо (6 — ‹) = _(а2-Р 0) — 1адвф (те -- п) 


— -—— 


(тг я) - (а + В) 1апоф ? 
и если уголь х выбранъ такъ, что 


т —- &апоф = 0, 
то 





в’ — (@ — 7 4а089)2 | ( —п\ал89) 
‘ар (7% -- 6 42ап15Ф) ' (п-- В бапсо)° 


Такимъ образомъ тангенсъ угла, образуемаго кэсательною плоскостью съ неподвиж- 
ною плоскостью, проведенною черезъ производящую, выражается функшею вида, 


Се Н, 
а если перенести начало координатъ въ точку оси г2-овъ, ордината которой по этой 
оси есть | 


Н 
=— а, 
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то : нужно будеть замфнить суммою 2---2' и выражене $ап20’ превратится просто въ 
(12. 


Итакъ, мы видимъ, что тангенсъ угла, составляемаго касательного плоскостью съ не- 
подвижною пропорцпоналенъ разстоянпо точки касашя до точки, надлежащимъ обра- 
зомъ выбранной на производящей. | 

$ 103. Въ н5Бкоторыхъ случаяхъ постоянная (г равна нулю и самая плоскость 
есть касательная во всЪхъ точкахъ производящей. 

Ноищемъ для этого необходимое услове и, притомъ, не только для отдЬлЬной 
производящей, но для всБхъ производящихъ поверхности. 

Вернемся снова къ уравнен1ямъ: 


Х — 29(*) 5 (а), 
у= г((а) -- Е(а), 


представляющимъ собою какую-угодно производящую. Чтобы касательная плоскость 


была касательною вдоль всей этой производящей, необходимо, чтобы оба дифферен- 
42 42 
= Й а 
ах ау 
и сохраняли бы одно и то же значете, пока не изм$няется а. 


(1) 


цальныхъ коэффищента, были функшями отъ одной. только перемЪнной о 
В г 42. б 7 ] 1 э 
ычиелимь, напр., 7; для этого дифференцируемъ оба уравневя (1), разематри- 


вая у, какъ постоянную. Находимъ: 


ах = 42 %(“) —- [25'(«) $ (а) | аа, 
о 42 (а) -- 2) -- Ед] аа, 


откуда, по исключеви (а, 
42 _ м 
ах — 24'(а) -- У" (а) 
ЕЯ Ра). 


Чтобы эта функщя зависла только оть х и не зависла оть 2, должно существовать 
равенетво: 


$'(&) _ 9 (@). 
Ра)  Е\а) 








0 | 
выражая, что у, не зависить ОТЪ 2 ‚мы нашли бы то же самое услове, которое, слЪ- 


довательно, и представляетъ собою разсматриваемое свойство. 
Это услоше получаеть замфчательное геометрическое истолковаше: оно показы- 
эре, что производящая, уравневя которой 


#—2(а) - (а), \ | (1) 
у=г Ка) Е(<), } х 
13* 
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перес$каетъ безконечно-близкую производящую, предетавляемую уравневями: 


5 Ф(а) : (а) аа -— ч(а) —- $ (*) ах, | 
2 Ка): Р(а) 4х — Е(2) -- К(а) 4. ! 


—^ 
о 
— 


: 


д 
И 


Мы не будемъ здЪсь останавливаться на слЪдетыяхъ изъ полученнаго резуль- 
тата ип на томъ, какъ его нужно понимать: наша цфль въ настояций моментъ—дать 
приложене теорли касательныхъ плоскостей къ одному весьма важному классу по- 
верхностей. 


ОгИБАЮЩЯ КРИВЫЯ И ПОВЕРХНОСТИ 


$ 104. Когда въ уравненше кривой входитъ произвольный параметръ, то полу- 
чается безчисленное множество формъ и различныхъ положевй этой кривой. Ожбаю- 
(ею кривою для такой подвижной кривой называется неподвижная лия, къ которой 
подвижная кривая остается касательною во всЪхъ своихъ положешяхъ. Подвижная 
кривая, къ которой огибающая постоянно касательна, получаетъ въ такомъ случа 
назваше озибаемой кривой. 

Не трудно усмотр$ть изъ чертежа, что огибающая представляетъ геометрическое 
_мЪето точекъ перес$чен1я каждой подвижной кривой съ безконечно ей близкою кривой. 

Въ самомъ дфлЪ, придавая перем$нному параметру посл$довательно весьма, ма- 
лыя приращеня, мы получаемъ рядъ огибаемыхъ кривыхъ, точки пересфченя кото- 
рыхъ съ соотвфтетвенно смежною каждой изъ нихъ кривою образуютъ вершины кри- 
волинейнаго многоугольника, каждая сторона котораго представитъ собою небольшую 
дугу одной изъ кривыхъ. Нредфлъ этого многоугольника коснется, очевидно, воЪхъ 
разсматриваемыхъ нами кривыхъ и пройдетъ чрезъ точки пересБченя каждой изъ 
нихъ съ безконечно ей близкою кривою. 

Поэтому, чтобы найти уравнеюше огибающей кривой, предположимъ, что 


Ф(х, у, а) =0 "(1 


есть уравнене огибаемой подвижной кривой въ одномъ изъ ея положений; уравнеше 
той же кривой въ безконечно-близкомъ положени будетъ 


<(х, У, а-- аа, ==. (2) 
Чтобы ПОЛУЧИТЬ координаты точки огибающей, нужно ршить совмфстно уравнен1я 
(1) и (2). Вычитая ихъ другъ изъ друга и дфля результатъ на да, мы получаемъ 


такое уравнеше 
4$(т7, у, а) _ 
р 0, (3) 


которымъ можемъ замфнить одно изъ двухъ предыдущихъ. Уравнене же геометриче- 
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скаго мЪета полученныхъ такимъ образомъ точекъ касатя, т.-е. уравнеше искомой 
огибающей, мы найдемъ, исключая а изъ уравневий (1) и (3). 

Итакъ, уравнене огибающей кривыхъ, выражаемыхъ уравнешемъ 9(х, у, а) =0, 
находится посредствомъ исключеня постоянной & изъ ихъ уравнешя и ето производ- 
ной, взятой по этой постоянной. 

$ 105. Можно доказать аналитически, что результатъ исключеня 4 изъ уравненйй: 


2(т, у, @) = 0, (1) 
ач(х, у, а) __ 
Ре = () (2) 


выразитъ собою кривую, касательную къ каждой изъ предположенныхъ огибаемыхъ 
кривыхъ, 

Въ самомъ дфлЪ, Допустимъ, что въ уравнеши (1) а замБнено его значетемъ 
изъ уравнеюя (2); исключене, такимъ образомъ, будетъ сдБлано и получится урав- 
нен!е вида | | 


<, У, 4) = 0, | < (3) 


ГлЬ / обозначаеть функшю отъ хи у. Можно утверждать, что касательная къ кри- 

вой, выражаемой уравнен1емъ (3), въ каждой ея точкЪ есть въ то же время касатель- 

ная къ огибаемой кривой, проходящей черезъ эту точку. ДЪйствительно. угловой коэф- 
(1 

фищентъ = ‚ Для кривой (3), опредфляется изъ уравненйя: 


4$ | ау 2 @ (ЧА аи ау Е 
4х | ау ах ' аА \ ах ТГ ау ах] : 

для кривой же, выражаемой уравнешемъ (1), въ которомъ количеству а придается чис- 
ленное значене, принимаемое величиною 4 въ разсматриваемой точкЪ, угловой коэффи- 
шентъ получится изъ уравненпя: 


4$ | @ ау 
мае 


ф 
которое вполнъ совпадаетъ съ предыдущимъ вел$детые условая та СТ 0, ороААивагО 


во всЪхъ точкахъ огибающей кривой. 

$ 106. Когда въ уравнене поверхности входитъ произвольный параметру, то эта 
поверхность можетъ принять, вел$детне измБнен!й такого параметра, безчисленное мно- 
жество формъ и различныхъ положевй. Геометрическое м$сто пересЪченй каждой по- 
верхности съ безконечно ей близкою поверхностью касается, по н$которой кривой, 
каждой изъ разсматриваемыхъ поверхностей и называется озибающею поверхностью 
относительно этихъ послЪднихъ, воторыя въ такомъ случаЪ получають назваве 03- 
баемыть поверхностей. 

Въ самомъ дДЪлЪ, приписывая произвольному параметру. рядъ послБдовательныхъ 
весьма малыхъ приращенй, мы получимъ рядъ поверхностей, изъ которыхъ каждая 
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пересБчетъ предыдущую, и на каждой изъ нихъ будемъ имЪть по дв?) смежных кри- 
выхЪ, происшедшихъ отъ перес5чев!й этой поверхности съ предылущею п съ послф- 
дующею; между каждыми двумя такими кривыми содержится зона, —совокупность же 
этихъ зонъ дастъ въ предЪлЪ поверхность, представляющую геометрическое мЪсто по- 
слЪдовательныхъ пересБченй разсматриваемыхъ нами поверхностей, которыхъ опа бу- 
детъ касаться, всЪхъ безь исключевя, по нфкоторымъ кривымъ, такь какъ такая 
поверхность служитъ пред$ломъ совокупности зонъ, взятыхъ соотвЪтетвенно съ каж- 
ДОЙ ИЗЪ НИХЪ. 

$ 107. Еривая пересБченя двухъ безконечно-близкихъ поверхностей, соотв тетвуо- 
щихъ значенямъ а и а-—- аа параметра а, выразится двумя уравненями: 


Ф(5, 9, 2, а) = 0, (1) 
Ф(х, у, 2, а-[- аа) = 0, 


которыя можно зам$нить точно такъ же, какъ и въ 8 104-мъ, системою: 


(5, У, <, &) = 0, 


44(х, 9, 2, а) | 
аа ум 


(2) 

Можно доказать аналитически, что поверхность, уравнене которой получается 
посредствомъ исключешя « изъ уравневй (1) и (2), касательна ко всмъ разсматри- 
ваемымъ поверхностямъ. ДЪйствительно, допустимъ, что въ уравневи (1) а замЪнено 


его значенемъ изъ (2); исключение, такимъ образомъ, будетъ сдфлано и получится 
уравнене вида 


о(т, у, 2, 4) = 0, (3) 


ГД А обозначаеть функшю отъ х, у, 2. Можно утверждать, что въ каждой точк% эта 
поверхность имЪетъ съ огибаемою поверхностью, проходящею черезъ эту точку, общую 


: (12 (12 у ая 
касательную плоскость. Въ самомъ дЪлЪ, оба коэффищента ат И г уравненля каса- 


тельной плоскости опредЪляются, для кривой (3), изъ уравневйй: 


О, 
ах Т 42 ах ГАА \@х Г! ага] 
@Ф ‚ 9442 | @3 [4А | аА а2\ 


‚Чу !' аду А Г 4 ау а 


3 


для той же изъ огибаемыхъ поверхностей, для которой постсянная равна численному 


значеню 4 въ разсматриваемой точкЪ, оба коэффищента касательной плоскости по- 
лучатея изъ уравнений: 
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| . . а 
которыя вполнЪ согласуются съ предыдущими вслБдетве условя 74 =0, справед- 


ливаго во всЪхъ точкахъ огибающей поверхности. Значитъ, обЪ касательныя плоскости 
совпадалотъ. ИХ 
$ 108. Можно также искать огибающую поверхностей, выражаемыхъ уравненемъ: 


(и, у, )=0, 


гл а и 5—двЪ произвольныя постоянныя. Чтобы получить уравнеше такой огибаю- 
щей, нужно исключить а и 6 изъ трехъ уравневй: 


Е(о, 3, 2, @, 6) = 0, (1) 
ЧЕ _/ АР __ | 
да =, ‘95. (2) 


Результать исключеюня представитъ собою поверхность, касающуюся каждой изъ раз- 
сматриваемыхъ поверхностей въ одной точкЪ, ч$мъ этотъ случай и будетъ отличаться 
отъ предыдущаго, гдЪ каждая огибаемая соприкасалась съ огибалощею по кривой. Въ 
самомъ ДЪлЛЪ, ясно, что при данныхъ значенаяхъ а и 6 уравневя (1) и (2) имБють 
опредЗленное число р5шенй, предетавляющихъ собою тЪ точки, въ которыхъ поверх- 
ность, соотв$тствующая выбраннымъ значенямъ а и 6, соприкасается съ огибающею. 
Не трудно замЪтить, что въ каждой изъ такихъ точекъ об поверхности имфютъь 
общую касательную плоскость. | 
ДЪйствительно, уравнев1е первой изъ нихъ. есть 


уравнен1е же второй отличается тЪмъ, что а и 6 замфнены двумя функшями Аи В 
оть 1, у, 2, представляющими собою. значения а иб изъ уравневий (3). Чтобы вычи- 
слить коэффищенты уравнен1я плоскости, касательной къ поверхности (1), нужно вос- 
пользоваться уравнещями: 


АК, аЕ 4 __ 
Рав =0, | (3) 
де Е 42 | 
Чу 42 ау `‘’)} 
таке же коэффишенты для плоскости, касательной къ поверхности 
Е(х, 9, 3, 2% В) = 0, 
мы получимъ изъ уравненй: 
а ааа 2%) Е о" 
ах Т а ах ' аА \ах Г а аз] Гав \аз ' аё аз] | (4) 
а | Е. ие 42 \ | @Е. (Я 9) О | 
ау ! а2 ау АА \ ау ' а ау! ' аВ\ау Г 48 ау]. 
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| нь ЗЕ 12 

А такъ какъ въ каждой точкЪ огибающей поверхности ЧТ = эр = 0, у Н и 
- с (у 

выведенныя изъ уравневй (3), ничёмъ не отличаются отъ значейй, выведенных" изъ 


уравневй (4). 


ПрРИЛОЖЕН!1Е КЪ НЪКОТОРЫМЪ ПРИМБРАМЪ 


$ 109. Огибающая эллипсовъ, выражаемыхъ уравненемъ: 


75? 2! 
ее сны ны, 
(7 (%— а} 


ь . (и 
въ которомъ / — постоянная и а— произвольный параметръ. — Уравнене 90а = 9 ЗАЪсь 


будетъ: 
2? 1/2 
30, 
а; (К— а) 
откуда 
я 
КхЗ 
5 2) 
773 -- 2 
1-48 
|: — { — и 3 
3 


подставляя эти значеня въ данное уравнене, получаемъ для огибающей уравнение: 


и 
ду =. 


5: 9 


5 110. Огибающая прямой постоянной длины, скользящей по прямоугольнымъ осямъ. — 
Принимая данныя оси за оси координатъ, пишемъ уравнев1е подвижной прямой: 


СХ $ 
а ' р т, и. 
гдЪ а и 6 связаны равенствомъ: 


—- р2 — 2. (2) 


Уравнене подвижной прямой заключаетъ злсь два перем$нныхъ параметра с и 6, 
между которыми, однако, существуеть извЪфстное соотношен!е; поэтому, можно раз- 
смотрЪть 65, какъ данную функшю отъ а, и примфнить обиий методъ. Дифференцируя 
уравнешя (1) и (2) по а, находимъ: 


даа ‚ 946 __ | 
п вы = —=0, (3) 


‚ ааа 546 = 0. (4) 
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Нужно исключить 4 изъ этихъ уравнений и зат$мъ приравнять нулю коэффищентъь 
при 4а. Очевидно, мы придемъ къ тому же результату, если умножимъ первое изъ 


нихъ на .неопред5ленный множитель — ^, сложимъ его затЪмъ со вторымъ и’ при- 
равняемъ нулю коэффищенты при аа и 465. Такимъ образомъ находимъ: 


к =. (5) 
Умножая эти уравнешя соотвфтетвенно на а и 6 и складывая, получаемъ: 
л (+3) = Ф -- 5, 
откуда, на основании уравневйй (1) и (2), 
и | (6) 
СлЪдовательно, уравнемя (5) даюттъ: 
ар Ру; | (7) 


наконецъ, исключаемъ аи 6 изъ уравневй (2) и (7): 


вв 
> 
оо 
—ы 


д 


Полученное геометрическое м$сто того же характера, что и въ предыдущемъ при- 
мЪрЪф. Это можно было предвидЪть, замЪтивъ, что если прямая постоянной длины 
вписана въ прямой уголъ, то ея различныя точки описываютъ эллипсы, общее ура- | 
внене которыхъ разсмотр$но въ предыдущей задачЪ. Д'Ъйствительно, совокупность 
эллипсовъ и совокупность прямыхъ покрываютъ въ такомъ случаЪ одну и ту же 
часть плоскости и, значитъ, предфльныя точки для обЪихъ группъ намчаются одною 
и тоо же отибающею. | | | 
$ 11. Поверхность свфтовыхъ волнъ. — Данъ эллипсоидъ: 


рый 
ггг 


Черезъ центръ этой поверхносхтв провелень пронасольная плоскость Р, пересфкалющая 
ее по эллинсу Е; параллельн плоскеети Р проведена вторая илоелель 2" на раз- 
стоя обратно-пропорщонал.чомъ. одной ит. всей элаыпеа ©. Отябакацаи нове УПоСТЬ 
плоскостей Р’ играеть вес: ‹а важную роль гь тбобиа ‹ььта. Отыщемъ ел уравненю. 

Об оси эллипса, по которому эллийсендт, пслесбаенъ плоскостью дудуть вом 
нями уравненя: | 





ат тоН 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ 14 
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гдЪ [ т, п суть косинусы утгловъ, составляемыхъ съ осями нормалью къ этой пло- 


1 1 
скости ^); такимъ образомъ, если положить ==, 24, Е С 


а в С . 





то Ура- 


ь - | 1 
внене огибаемой плоскости, разстояше которой отъ начала равно —› будетъ 


[1 —- ту-- иг = У, 


при чемъ 


Уравнене подвижной плоскости содержитъ здфсь четыре параметра [ т, %, у, 
связанныхъ между собою двумя равенствами, а такой случай былъ уже раземотрЪиъ. 
выше ($ 108). Итакъ, намъ нужно было бы исключить два изъ этихъ параметровъ и 
приравнять нулю производныя отъ уравневшя подвижной плоскости, взятыя по осталь- 
нымъ параметрамъ, а это, очевидно, то же самое, что продифференцировать по четы- 
ремъ параметрамъ какъ перем5ннымъ и исключить два изъ четырехъ дифференща- 
ловъ, чтобы зат$мъ въ окончательномъ уравненми приравнять нулю коэффишенты 
при двухъ остальныхъ. 


Дифференцируя уравненйе подвижной плоскости и оба равенства, связываюния 
параметры, находимъ: 


х@-—- уат -[: гп = 4у, (1) 
«1 — тат -—- пап — 0, (2) 

‚ (44 ки» , пап р 
2 — а? Ре у? — РН — ог уу | ея *— 02)? Не в сы т — с")? я (3) 


Умноживъ первое изъ этихъ равенствъ на ^, второе на в. и третье на — 1, скла- 
дываемъ ихъ и приравниваемъ нулю оиеныы при <, р т и 4: 


м = ов, (4) 

К, У о: ря, ь (5) 

на т Ле = а ; (6) 
т | {У о аг—е а ут са а 2} (т) 


*} Мы внзоломь это уравневе въ теорш тахита и шшииа. Можно составить его пепосред- 
венно, зам чая, что въ эллипеоидЪ произведенле двухъ осей дламетральцаго сфченая па перпенди- 
кузяръ, опущенный на параллельную касательную плоскость, равно произведешю трехъ осей и что 
сумма квапратовъ величинъ, обратиыхъ тремъ взаимно-перпендикулярнымъ д1аметрамъ, постоянна 
п равна еумыф квадратовъ величинъ, обратныхь осямт. 
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Умноживъ равенства (4), (5) и (6) нар т и п и еложивъ, получаемъ: 


Ур =0; | (8) 


съ другой стороны, умноживъ т же равенства на 2, у, 2 И ПОЛОЖИВЪ ду 22 1%, 
найдемъ: 


_ ту 7 
.2 _| = ыы | 
№1 = ЧУ о а/2 ео Ь? [ 2 ©'2? (9) 


2 2 774 | 
А (7 — У?) = 0 а яя реки я—а. (10) 


Перенеся въ равенствахъ (4). (5) и (6) вторые члены во вторую часть, возвьипаемъ 
ихъ въ квадратъ и складываемъ: | 





р 
29-2 — и (2 — а'2) Г И. т м = и т ) 
отсюда, на основави равенствъ (7) и (8), 
2 Х 
А2 (7 — У) = —, (11) 
м о 
— а — | (12). 
и, слЪдовательно, 
1 | 
р у — 92° | (13) 


Подставляя значення ^ и в въ уравнеше (4), находимъ: 


д 


у (22 — %2) — 2) — я ие Е Е = 2 


откуда, 
т . вы У 
8 — а? у — а” 
такъ же 
а = У 
у — 0! в __ 2 
& о м „2 
Я а тт 


Полученныя уравнен!я умножаемъ на 2, у, 2 и складываемь; тогда. на основаыш 
равенствъ (10) и (12), 


772 з 3 
аи я-н=ь 


73 — ©? 


14* 
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Это и есть уравненйе поверхности волны. Не слБдуетъ забывать, что 7? представляет 
ЗДБСь 2 у 29. 

$ 12. Развертывающияся поверхности. — Если плоскость движется по опреллен- 
ному закону и уравнене ея содержитъ только одинъ произвольный параметру, оги- 
бающая различныхъ положеюшй этой плоскости. называется разверитьвающеюся по- 
верхиовтуью. 

Тажъ какъ огибающая поверхность служить геометрическимъ мЪ5етомъ послЪдо- 
вательныхъ пересБчен1й каждаго положеюя огибаемой плоскости съ безконечно-близ- 
кимъ ему положенемъ, то развертывающаяся поверхность представитъ геометрическое 
МЪсто ряда прямыхъ лиюшй и, кромЪ того, каждая касательная плоскость касается 
по одной изъ этихъ прямолинейныхъ производящихъ. 

Если уравнене подвижной плоскости есть 


= 2% («Ру (а)-- Ра), 


& 


то уравнене развертывающейся поверхности получится по исключети « изъ этого 
уравненя и уравненля: 


— хо (а) -- УГ’ (а) Е (а. 


$ 113. Каналообразныя поверхности. — Даналообразиою поверхностыо называется 
отибающая различныхь положевй сферы постояннаго радуса, центръ которой дви- 
жется по данной кривой. Такая поверхность представляетъ геометрическое м%сто 
пере ченй двухъ безконечно-близкихъ сферъ. 

Такъ какъ очевидно, что двЪ безконечно-близюя сферы перес®каются по боль- 
шому кругу, лежащему въ плоскости перпендикулярной къ ливи центровъ, то канало- 
образная поверхность можетъ быть разсматриваема, какъ геометрическое мЪето раз- 
личныхъ положен!й круга постояннаго радуса, плоскость котораго остается перпен- 
дикулярною къ кривой, описываемой его центромъ. ЕромЪ того, въ каждой точкЪ 
этого круга поверхность касательна къ одной и той же сфер и, слВдовательно, вс 
нормали проходятъ черезъ одну и ту же точку — центръ круга. 

Уравнен1е подвижной сферы постояннаго радтуса, содержащее произвольный 
параметръ, будетъь вида: 


г рыть вора 


ь 5х й ОЛА ` :. : 
и уравнене огибающей, получится по иселючени 2 изъ этого уравненя и его про- 
_ИЗРОЛНОЙ, ЭЗЯТОЙ ПО 9: 


[2—9 (2) Ни) ®Ф--Е-Е@)] = 
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УПРАЖНЕНИЯ 


1. Геометрическое м$сто такихъ точекъ, что сумма квадратовъ длипт нормалей, проведепныхъ 
изъ пихъ къ одпой или ифеколвькимъ данным кривымъ, есть величина постояппая, имфетъ пормалью, 
въ каждой точкЪ, линио, направленную къ центру средиихъ разстолшй оспованй всЪхт, пормалей, 
опущенныхь изъ этой точки на данныя кривыя. 

2. Геометрическое мфето такихл, точекъ, что сумма длипъ двухъ нормалей, проведенпыхъ изъ 
ПИХЪ КЪ ОДНОЙ И ТОЙ же кривой или къ двумъ даннымъ крпвымъ, есть величина постояпная, нуфетт, 
касательною биссектрису угла между двумя нормалями. 

3. Геометрическое место такихъ точекъ, что соотпошене между длинами пормалей, опущенныхъ 
изь пихъ па одну или ифеколько дапнчхъ крнвыхъ, представляетт данную величину, пуфежь ту же 
самую касательную, какъ и геометрическое м$Бето точект, для которыхъ существуеть такое же со- 
отношен1е между разстоян1ями до неподвижныхь точекъ, служащихъ основашями нормалей, соот-. 
втствующихъ разсматриваемой точкЪ. 

4. Въ треугольник», образуемомъ тремя дугами равнобочныхъ гиперболъ съ’ общимъ центромъ 
или тремя дугами параболъ съ общимъ фокусомъ, сумма угловъ равна двумъ прямым. 

5. Если уравнене $%(х, у) = С при изм$нен!и постоянной С’ даетъ рядъ параллельныхъ крн- 


вых, то 
@Ф\? Г ах п 
(9Е} +) —= ($), 
гдв Е($) есть фупкщя отъ $(х, у). | 


6. Если уравнеше $(х, 9, #) = С при измфпен!и постояпной С’ даетъ рядЪ параллельныхт, по- 


верхностей, то 
2)? (ав), [4 _, 
(=) +) + (52) — Е ($). 


гд$ Е(Ф) есть фувкия огъ $(х, 4, 2). 
7. Если поверхность, уравнен1е которой есть 


2 р Е о 


яфиряя Нирира-нифириы 
пересечь сферами п эллинсоидами, выражаемыхъ уравнен1ями: 


2 у + == 2?, 
а? 1? -- В? уз с? 2? =Р, 


\ 


то, каковы бы ни были постоянвыя Ри А, кривыя пересЪчен1я пересфкаются подъ прямымъ 
угломъ. 

3. Найти огибающую плоскостей, проходящихъ черезъ данную точку и перес$кающихъ двЪ 
данныхъ плоскости по взаамно-нерпендикулярнымь прямымъ. 

9. Когда кругъ катится по прямой, огибающая ^ ‚-.:0 изъ его д1аметровъ есть циклонда. 

10. Когда какой-вибуль кругъ катится по другому кругу, огибающая ричого изъ его дламетроьъ 
есть эпицщиклонда. 

11. Когда плоскость перем5щается такимъ образомъ, что сумма квадратовъ ея разстояв до 
неподвижныхъ точекъ есть величина постоянная, то она огибаетъ элянисоидъ, центръ котораго еов- 
падаетъ съ. центромъ среднихъ разстоян1Й данныхъ точекъ. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 


Дифференщшалы н$5которыхъ функщй, заданныхъ геометрически 


ДиФхФЕРЕНЦ!АЛЪ ПЛОЩАДИ, ВЗЯТОЙ НА ПЛОСКОСТИ 


$ 114. Невозможно разсмотр$ть вс$ неявныя функщи. Мы видфли ($ 60), какъ 
дифференцируются функши, получаюпияся изъ р5шен!1я данныхъ уравнен!й; въ этой 
глав$ мы остановимся только на площади данной кривой и на длин дуги кривой. 

Разсмотримъ сначала площадь, заключенную между плоскою кривою, осью Х-овъ 
и двумя ординатами, изъ которыхъ одна— неподвижная, а другая — перемнная. 


У 1 
мм 
К 
М 
О А ре 


Черт. 22. 


Такая площадь МАМР (черт. 92) есть’ неявная функшя отъ х, дифференщаль 
отъ которой мы и будемъ искать, предполагая, конечно, что кривая АМ задана ура- 
вненемъ. р. | 

Если приписать х безконечно-малое приращеше (4, представленное на чертеж» 
отрфзкомъ РР’ то разсматриваемая «площадь возрастеть на криволейную трапе- 
шю МРМ'’Р', которую можно замфнить прямоугольникомь МКРР’, такъ какъ при 
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этомъ отбрасывается безконечно-малый треугольникъ второго порядка МКМ’. Называя 
ординату МГ черезъ у, можемъ написать: 


МКЬР' — уах. 


Значитъ, искомый дифференщаль есть у4х, а производная отъ площади, взятая по 2, 
есть у. 

$ 15. Предыдупий результатъ даетъ непосредственное доказательство сл дующей 
важной теоремы: 

Беседа найдется такая фунющя, производная отз которой равна данной 
фупецаи ф (5). 

Въ самомъ ДФЛЪ, чтобы отыскать такую функшю, достаточно раземотрЪть 
кривую, уравнен!е которой въ прямоугольныхъ координатахъ есть 


у—=Ф (1); 


площадь, заключенная между неподвижною ординатою и ординатою, соотв$тетвую- 
щею абециссВ х, есть опредФленная функшя, производная отъ которой, по преды- 
дущей теоремЪ, равна ф (х). 

$ 116. Разсмотримъ, во-вторыхъ, плоскую кривую, отнесенную къ полярнымъ 
координатамъ, и отыщемъ дифференшалъ площади, заключенной между этою кри- 
вою (черт. 93), неподвижнымъ радГусомъ-векторомъ ОА и радусомъь ОМ, соотвЪ®т- 
оствующимъ углу о. 





Черт. 238. 


Если приписать углу ® безконечно-малое приращене 110, обозначаемое по- 
средствомъ (4, то площадь возрастетъ на секторъ 4/0М!"; изъ точки О, какъ центра, 
описываемъ рад1усомъ ОМ дугу круга МР и замфняемъ ОЛОГ секторомъ ОМР, 
пренебрегая безконечно-малымъ треугольникомъ второго порядка ММ’Р. Секторъ ОМР 


‘ а р . ` 
авенъ р?-—, что и будетъь дифференщаломъ разсматриваемой площади; производная же 
р >, 


| 2 
ОТЪ этой площади, взятая по ® есть те 


$ 117. Иногда требуется выразить предыдупий дифференщалъ въ прямолиней- 
ныхъ координатахъ, что не трудно вывести изъ только-что полученнаго результата. 


112 


Въ самомъ дЪлЪ, принимая за начало новыхъ координатъ полюсъ О и за 
ось А-овъ полярную ось, на основанш извфстныхъ формулъ перехода можемъ ва- 
писать: 


ап —= —, « — агс фас 


з |< 


отсюда 


__ д4ау — уах 
ат , 


и, на основани равенства, 52 -—- 2 =>, 
од —= х4у — уах; 
такимъ образомъ, дифференщаль площади АОЛ есть 


__ ау — уах 
А =. 


=? 


Эта формула можеть дать для 4А отрицательную величину: для этого достаточно, 
чтобы 


Хау — уат < 0, 
° Т.-е. чтобы, при положительныхъ хи ах, 


у у 
т 


т ) 


а это значитъ. что параллель черезъ точку О для касательной въ точкЪ 1, напра- 
вленной въ сторону увеличентя х, проходитъ подъ радусомъ-векторомъ ОМ и, слЪдо- 
вательно, уголь ® уменьшается, въ то время какъ рамусъ ОМ вращается ит 
точки О при своемъ переходЪ въ положене ОМ’. 


Итакъ, выражете хау — удх, какъ и сл$довало ожидать, отрицательно въ томъ же 
смыелЪ, какъ и равносильное ему выражете о?а. 


ДиФФЕРЕНЦТАЛЪ ДУГИ КРИВОЙ 


. 


8 118. Непосредственное сравнеше дуги кривой съ прямою лишей, принятой за 
единицу, невозможно, —необходимо опредБлеше. Вводимъ сл$дующее опред$лене: длина 


р ‚дуги ‘кривой есть предфлъ, къ которому приближается нериметръ вписаннаго много- 


угольника, когда его стороны евреи уценепицрто. ‚Было доказано (8 18), что 
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такое опредбнеше виолнЪ законно и что безконечно-малая дуга отличается (8 19) отъ 
своей хорды на безконечно-малую третьяго порядка. 

Пусть /1.М есть дуга плоской кривой, отнесенной къ прямоутольнымъ коорди- 
натамь ОХ и ОУ. Если при неподвижномъ конц А абецисса конца М получить 
безконечно-малое приращеве, обозначаемое Ах, то дуга приметъ безконечно-мадое 
приралцен!е 1111. Это посл$днее можетъ быть замнено (8 19) его хордою, отличаю- 
щеюся на безконечно-малуто третьяго порядка и равною = 


Уля Е лм -- Ал. 
Отсюда заключаемъ, что отношене этой хорды къ Ах равно 
И :+(&) +) 
а предфлъ этого отношен!я, т.-е. производная отъ дуги, есть 
ие +(&) + +(%). 
Дифференщаль дуги $ выразится а этой производной на ах, т.-е. 
@&—У 42? - а — а=. 


Если заданная кривая есть плоская, то относя ее къ двумъ координатнымъ 
осямъ въ ея плоскости, очевидно, найдемъ: 


48 = 42 — ау. 


$ 19. Приложимъ предыдущую формулу къ дуг циклоиды. Чринимая за начало 
координатъ вершину, а за ось Х-овъ касательную къ кривой, мы нашли ($ 83): 


вв у 
@т+* 2а —у? 
откуда 
ь а —. аду 
(45? — ах? —- ду? = ау? | 1-- = == т 


ЗамЪчая, что 4: у “ есть дифференщалъь отъ 2 У2ау 2ау, выводимъ, что разность 


3—2У9а ба у представить собою постоянную, такъ какъ ея дифференщаль равенъ нулю. 
Отечитывая дуту $ отъ вершины циклоиды, видимъ, что оба члена равности обра- 


ДИФФЕРЕНЩАЛЬЦНОЕ ИСЧИСЛЕН!Е 15 
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щаются одновременно въ нуль при у=0; сл$довательно, эта постоянная равна 
нулю и 


=? 24. 


Не трудно признать тождественность этого результата съ найденнымъ въ 8 20-мъ. 
6 120. Раземотримъ теперь плоскую кривую АМ (чер. 94), отнесенную къ по- 
лярнымъ координатамъ. Если конецъ А остается неподвижнымъ, а р и ® обозначаютъ 





Черт. 24. 


координаты конца 1/, то дуга $ есть функщя отъ ®, дифференшалъ которой мы и 
будемъ отыекиваль. | 

Придаемъ ®« приращене Ах, представленное на чертеж угломъ МОМ’; тогда 
соотвЪтственное приращене дуги будеть ММ’. Предполагая Ах безконечно-малымъ, 
мы можемъ дуду 11 замфнить ея хордою, отличающеюся отъ нея на безконечно- 
малую третьяго порядка. Опуская изъ точки М перпендикуляръ МР на радусъ- 
векторъ О.М, находимъ: | | 


ММ" = М'Р’ + МР. 
Описываемъ изъ начала (0, какъ центра, рамусомъ ОМ. дугу круга МР’, заключаю- 
щуюся между радусами-векторами ОМ и ОМ’; тогда, пренебрегая вездф безконечно- 
малыми порядка выше перваго, мы можемъ замфнить МР отрзкомъ МР и МР 
дугою МР’. ДЕйствительно, ошибка въ первой подстановкВ равна РР’, т.-е. разности 
между длиною О и ея проэкшей на направлеве, образующее съ нею безконечно- 
малый уголъ; подстановка же дуги МР’ на м$5ето прямой МР равносильна замЪнЪ 
безконечно-малаго синуса соотв$тственною дугою. 
Очевидно, имЪемъ: 


МР’ — Др, 
МР’ = рдо. 
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СлБдовательно, пренебрегая безконечно-малыми порядка выше второго, можемъ на- 
писать: 


ИМ" — Ар? о?Аа. 


/ 


Отсюда заклточаемъ, что предёль отношеня —>› Или, что одно и то же, производ- 


ная отъ дуги 5 равна 


1 4 \ |? 
ЧФ — (3=) нах 
откуда, 


48 = У @р? -— о? , 


45? — 46" —— р?4?. 

Было найдено, что въ нано координатахъ 
45? — 41? —- 4у?, 

въ полярныхъ же координатахъ. 

45? — ар? —- р”@Ф.. 


Эти выраженя равносильны и не трудно перейти отъ одного къ другому. Въ самомъ 
ДЪлБ, | 
х — 0608, у — ро, 


откуда 


_ 4% = возр — озшеао, 
ау — зтфар —-реозо; 


возвышая въ квадратъ 00Ъ части двухъ послБднихъ уравневшй и складывая ихь, 
находимъЪъ: 8 


42? | ду? = 40? -— рав. 


$ 121. Точки въ пространств иногда опредФляють при помощи координатъ, 
аналогичныхь полярнымъ: если ОХ, ОХ, Об три прямоугольныхъ оси, то точка М 
задается ея разстоятемъ р до начала, угломъ 6, который составляетъ этотъ ращусъ- 


векторъ съ осью 4-овъ, и угломъ + между плоскостью 2Х и плоскостью, проходящею 
черезъ ось 7-овъ и ращусъ р. о: 


15% 
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Чтобы выразить дифференшалъ дуги. кривой, отнесенной къ такой систем 
координатъ, разсмотримъ, во-первыхъ, кривую на поверхности сферы ралуса р. Точки 
этой кривой опред$лится координатами @ и %. Точки на сферЪ, соотвЪтетвутопия 
одному и тому же значению %, расположатся по большому кругу, лежащему въ пло- 


скости, проходящей черезъ ось 2-овъ и составляющей съ плоскостьо ХХ уголъ %; 
точки, соотв$тетвуюцйя одному и тому же значеншю 0, расположатся по малому 
кругу, представляющему пересБчене сферы съ конусомъ вращен!1я около оси 7-0въЪ 
подъ угломъ 9: радусъ этого малаго круга, очевидно, равенъ озш8. Точка, опред$- 
ляемая на сферЪ координатами 0 и %, будеть пересБ5чешемъ двухъ разсмотрфнныхъ 
круговъ, нервый изъ которыхъ можно принять за меридзаиь сферической поверхности, 
а второй за параллель. т 

Четыре круга, соотв$тствующие двумъ безконечно-близкимъ точкамъ, имЪющимъ 
координаты 9 и + для одной изъ нихъ и 60—06 и%-- а для другой, образуютъь 
безконечно-малый прямоугольникъ, въ которомъ дагональ выразитъ разстояне между 
этими двумя точками и можетъ быть разсмотр$на, какъ гипотенуза прямоугольнаго 
треугольника. Такъ какъ дв остальныя стороны послфдняго представляютъ безко- 
нечно-малыя круговыя дуги, то его можно принять за прямолинейный. Одинъ изъ 
катетовъ этого треугольника есть дуга круга. радгуса о и соотвЪтетвуетъ углу 40, — 
значитъ, онъ равенъ 049; другой есть дуга круга радгуса рзшб и соотвфтствуетъ 
углу ®— значитъ, онъ-равенъ рзт8а$. Отсюда заключаемъ, что разстояше 45$ между 
двумя разсматриваемыми точками выразится формулою: 


45? — 240? —-- р? зп? ва. 


Разсмотримъ теперь какую-нибудь кривую въ пространств. Каждая точка, этой 
кривой опред$ляется тремя координатами р, 6 и $. Величина первой изъ нихъ р даетъ 
сферу, на которой находится точка; величина второй 6 даетъ, конусъ,. на которомъ 
также находится разсматриваемая точка; наконецъ, величина третьей изъ нихъ ф 
даетъ плоскость, пересБчен1е которой со сферой и конусомъ и опред$ляетъ оконча- 
тельно точку. Эти три поверхности, сфера, конусъ и плоскость, перескахотся по- 
парно подъ прямыми углами; поэтому, шесть поверхностей, опредБляющихъ двЪ без- 
конечно-близкля точки, составятъ прямоугольный безконечно-малый параллелепилпедь, 
длатональ котораго выразитъ разстояюме между такими точками. Слфдовательно, квад- 
рать послФдняго, 45°, есть сумма квадратовъ трехъ реберъ параллелепипеда, т.-е. 


45? — ар? -- р?а6? --- р? 312 6447. 
8 122. Предыдущая формула можеть быть выведена изъ уравнетя: 
45? — ал? —- ду? -—- 427. 
Въ. самомъ дЪлЪ, такъ какъ 


—р6050, 2==р810608ф, у=рашеяшу, 
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_ ТО 


42 — — р311 040 —— с0$04р, 
ах = 008048 с05% — рт 0 эт Фа -- 56 созФар, 
(1) — ре08040 т = рут еоз фа —-- эт 6 т р; 


возводя эти равенства въ квалратъ и складывая, находимъ: 


41? —- ду? —- 42? — 40? 1 ра? + 232044? 


ДихФЕРЕНЦТАЛЪ ДУГИ КРИВОЙ ВЪ КРИВОЛИНЕЙНЫХЪ. КООРДИНАТАХЪ 


$ 123. Самая общая система координатъ для опредленя точекъ въ пространств® 
получается отъ перес$ченя трехъ данныхъ поверхностей какого-угодно вида: каждая 
изъ нихъ. находится черезь приписыване параметру, входящему въ ея уравнеше, 
нЪкотораго значен!я. Предположимъ, что. уравнен1я этихъ трехъ поверхностей рЕшены 
относительно перемённыхъ параметровъ и приняли слфдуюний видъ: 


&— (х, У, 2), 
В = (5, у, 2), 
1=Е(х, у, 2). 


Придать х нЪкоторое значене значить указать поверхность, на которой находится 
разсматриваемая точка; если придать заразъ а и В н$которыя значенйя, то точка 
‚ расположится уже на двухъ данныхъ поверхностяхЪъ, т.-е. расположится на кривой 
ихъ пересБченя; окончательное положеше точки ‘опредлится перес$четемъ этой 
кривой съ поверхностью, соотвётствующею значению, выбранному для 1. 

Не трудно вычислить разстояне между двумя безконечно-близкими точками, 
координаты которыхъ суть а, В, 1, а Ча, В-Ё @В, 1-41. Въ самомъ дЪлЪ, называя 
черезъ 4$ это разстояте, можемъ написать: 


45% — 42? —- Ч 42°. 


А такъ какъ х, у, г могутъ быть прве: за, три функции отъ а, В, 7 и, сл$дова- 
тельно, можно написать равенства: 


де 4-57 В + 
ЕЕ в у, 


ыы 8-5 
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то выражене для 45° будетъ вида: 
43? —= Ада? —- Баз? — Са? -- Разаа3 —- Едва“ —- Кава. 


$ 124. Если поверхности, заданныя уравненями, пересЪкалотся подъ прямыми 
углами при всевозможныхъ значеняхъ а, В, у, то коэффишенты Ш, №, ЕК въ прелы- 
дущей формул исчезаютъ и выражене для 45” приводится къ виду: 


45? = Ада? р Вав?-- Са-?. 


ДЪйствительно, при такомъ допущен шесть поверхностей, соотвЪтствутющихъ зна- 
ченямъ а, В, 1, «—- аа, В-- аВ, 1-- 4+ координатъ, составятъ прямоугольный парал- 
лелепипедъ, квадратъ агонали которато (5 будетъ равенъ сумм квалратовъ 
трехъ его реберъ; замБчая же, что ребра обратятся въ соотвЪтетвенныя значевя ($ 
при 43 ==0, 41 =0, зат5мъ при 4% =0, 4 =0 и, наконецъ, при 4“ =0, 48 = 0, мы 
найдемъ ихъ длины изъ общаго выражен1я для 45° въ сл6дующемъ видф: 





У А, УВ, атуС. 


Отеюда выводимъ, что 


43? — Ада? 1 ВВ? --. Са-?, 


и, значить, Ш, В, Г равны нулю. 

$ 125. Равнымъ образомъ, разсматривая прямоугольный безконечно-малый па- 
раллелепипедъ, мы можемъ получить простое выражене для коэффищентовъ 4, ВБ, С; 
такъ, напр., 44а? есть квадратъ разстояв1я между безконечно-близкими точками, со- 
отв$тетвующими координатамъ а, В, 1, «Г аа, В, 1. Назовемъ это разстояне черезъ е; 
его проэкщи на. оси координатъ соотв$тственно равны произведен1ямъ = на косинусы 
угловъ, образуемыхъ его направлентемъ съ осями; такъ какъ послфднее совпадаетъ с’ь 
направлешемъ нормали къ поверхности, уравнеюе которой есть 


| 
= (<, У, 2), 


то всБ три проэкши выразятся слБдующимъ образомъ: 








: 92 ге 
ал —= аа Чу = ау а 
у) о УШНЫЕ) 
а | 
Е. 
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и, слБдовательно, уравнен!е: 


А да ит 9, 


перейдетъ въ 





та Га, те 
ЗВ А ты 
И у (&) | (и) + (4) 


откуда, 


о Да? 


т (| (а. 
(=) +) +). 
Черезъ =? было обозначено произведете 44а? значить, 


А— уу жт 
(а=) +(%) (+) 


точно такъ же 


Ва ака»  Сб=тае тата 
ый К Е | ее Г. 
РЕ И Т р Г Е 


и выражеше для 45? будетъ: 


(152 — до , 43° | 
С [@\ (4, [аа т Гав, Газ \?, авт 
(=) Г \ "ау + (=) а ии) 


$ 126. Для изученя точекъ поверхности можно ее принять за одну изъ коорди- 
натныхъ поверхностей, какъ соотвфтствующую данному значению одного изъ трехъ 
параметровъ, напр., 7. Въ предыдущемъ выражени нужно тогда положить 4т=0, и 
квадрать разстоявя между двумя безконечно-близкими. точками приметъ видъ: 


45? — Ада? -|- Вав», 


ГД а и В суть параметры двухъ.системъ кривыхъ, пересфкающихся подъ прямымъ 
угломъ на данной поверхности. .. | 
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$ 127. Предыдуция формулы даютъ, какъ частный случай, формулу 8 121-го 
для разстояня между двумя безконечно близкими точками въ полярныхъ координа 
тахъ, задаваемыхъ уравнен1ями: 


2=06050, х==р510608Ф, у==рзш 0819, 


или, что одно и то же, уравнетями: 





м 2 3 
2—2" | 2-2, 0 —атеайо уй+и = агобате-— 


? 
Здесь р, 8 и % суть три параметра, обозначенные въ общей формул буквами 


а, В, 1; подставляя въ посл5днюю эти параметры, находимъ полученный въ $ 122-мъ 
результатъ: 


45 — 40? | р? 48? | разра? Фачл. 


Для разстоятя между двумя безконечно-близкими точками на одной и той же сферЪ 
радтуса о сл$дуетъ въ предыдущей формулЪ положить 46 == 0; тогда 


45? — р? (40? Е 1120447), 


что вполнф совпадаетъ ‘съ найденнымъ уже результатомъ. 

$ 128. Посл полярной системы координатъ наиболЪе употребительная изъ криво- 
линейныхъ та, въ которой каждая точка опредфляется перес$четемъ трехъ однофо- 
кусныхъ поверхностей второй степени. 


Нусть точка, опредвляется значетями въ этой же точк$ трехъ корней слФдую- 
щаго уравнетя относительно |: 


‘ 


22 2 22 
пы? и и? — 22 — 1—0, | (1) 


гл Би с данныя величины. 

Для каждой точки пространства три корня этого оао Чтобы 
убдиться въ этомъ; напр. при 6? < 6, достаточно сдфлать послфдовательно 2 = е, 
02 — 67° — =, цб в, Ш = 0 — ©, у р гдЪ г — безконечно-мало и положи- 
тельно. Первая часть уравнен!я приметъ слфдующце знаки: 
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и такъ какъ она не обращается въ безконечность для значешй о, лежащихъ между 
значемями каждой изъ выписанныхъ паръ, то она необходимо обратится въ нуль. въ 
каждомъ изъ этихъ промежутковъ, и, сл$довательно, уравненше будетъ имфть три корня: 
одинъ между 0 и 0?, другой между 0°’и с”, трей между с’и —- с. При первомъ 
корн поверхность, выражаемая уравненемь (1), представитъ двуполый геперболоидъ, 
при второмъ корнз—однополый гиперболоидъ и при третьемъ—эллипсоидъ. Называя 
корни черезъ р, у, р и предполагая и? > у? >> 0?, получаемъ для воЪхъ трехъ поверх- 
ностей уравненя: 


————— м _и—_—_оио —— 


д —— 


Не трудно замфтить, что онЪ перес$каются подъ прямымъ угломъ. 

5 129. Разсматривая, какъ координаты точки, соотв$тетвенныя для нея зна- 
ченя в, у, о, мы получимъ для разстояюмя между двумя безконечно-близкими точками 
замБчательное выражеше. Начнемъ съ р$ёшен1я трехъ уравневий (2). Для этого разла- 
гаемъ на прост5йпия дроби выражение: . 


(А — р") (^^ — в”) (Х — У*) 
0—0) 0 — ©) — 


Но извЪ$стному методу изъ элементарной алгебры эта дробь будетъ равна 


гДЪ 





оо —_ (#6) (№? — 62) (№ — 5?) 8 — 62) (6.2 — 62) (\ — 
рб, УИ ее. | 


Поэтому, если 


то для ^ будуть три значешя, ^==р’, Л= у, = У и формулы (1) дадутъ х, у, 2 
въ функши оть трехъ соотв$тственныхъ имъ параметровъ. Беря логариемы оть обЪихъ 
частей формулъ (1) и дифференцируя ихъ, находимъ: 





а - 
45 — т е ь ха\ 

р а ы. т к 
ду = 94 1 Уи у уза 


> 2 но =>— 
0 — 9 Гр — м Греф, 


ры 26| 2 
0’ —С 6.2 — с? у? — 02? 
ДИФФЕРЕНИАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 
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отсюда, послЪ нфкоторыхъ упрощенй, 














5 2 сы м — У”) (6 — 
(45° — 427? -- ау? -—- 43? = 4? е Ро ы [о ‚@ ЕЮ -- 


Вы ру А == х 
р з о рю" 
м) 
При 4 ==0, т.-е. когда обф безконечно-близюя точки лежать на эллипеоидъ, 
уравнеюте котораго р —= соп$., послбдняя формула перейдеть въ слЗдующую: 


Ч 








у?) | К. ЕВ Е а 
(м — 0) (—@) и— мм“. 


$ 130. На каждой поверхности и для каждой системы перемвнныхь соотвЪт- 
ствуеть своя’ особая форма выражетя (45°. Изучеше этихъ формъ, какъ увидимъ 
ниже, очень важно для теории поверхностей; здЪеь мы ограничимся поверхностями 
вращения. 

Поверхности вращеня.—Беря за координаты точекъ поверхности вращен!я длину э 
отсчитанную по меридлану отъ неподвижной параллели до разсматриваемой точки, и 
уголъ « между неподвижнымъ мериданомъ и мерижманомъ точки, замБчаемъ неносред- 
ственно, что выражене для 45? будетъ вида:. 





48? — Фо -- © (с) 4®'. 


Въ самомъ дфлЪ, пусть Ли М (черт. 25) двЪ безконечно-близюя точки; „4, 


у 


/ 
| 





НХ 





М’ р 


Черт. 55. 


А'М — соотвтственные имъ мериданы;: АМ=о, А’М' =с- ав. Изъ треугольника 
ИМГР можемъ написать: 


ММ" =МР’-+ МР’; 


_такъ какъ МР’ равно 45°; а дуга М’Р соотвЪтетвуетъ углу 4% между мериланами 
и описана радусомъ параллели, зависящей оть а по закону, измняющемуся вметЪ 
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съ природою поверхности, то выражете для квадрата дуги будеть имзть какъ разъ 
вышеприведенный вилъ: 


(15* — в? —- Ф (с) 4е?. 


$ 131. Только-что выведенныя обипя формулы встр.чаются особенно въ общей 
теорли географическихъ картъ. Если предположить, что земная поверхность (какова бы 
ни была при этомъ ея форма) пересБчена двумя рядами взаимно-перпендикулярныхъь 
кривыхъ, которымъ мы дадимъ назване мерижановъ и параллелей, и притомъ та- 
кихъ, что чрезъ каждую точку поверхности: проходить кривая каждаго вида, опредф- 
ляемая параметромъ ях для меридмановъ (долготою) и параметромъ 8 для параллелей 
(широтою), то чтобы нанести на плоскости рядъ точекъ, расположенныхъ на земной 
поверхности, нужно установить зависимость между координатами ху точекъ на пло- 
скости и значенями а,3 параметровъ, относящихся къ соотвЪтственнымъ точкамъ 


поверхности. Если разстояе между двумя безконечно-близкими точками на земной 
поверхности задано формулою: 


45? — Ада? + Ва, 


то разстояте между соотв тственными точками на карт$ выразится слВдующимъ 
образомъ: 


45.2 — 417 -- 4? 


у Ее 5.9 | 
_и карта была бы совершенною, еслибы отношеше -=- было постоянно. Къ несчастию, 


такое услов1е было бы возможно только въ томъ случа, еслибы земная поверхность 


принадлежала къ классу такъ называемыхъ ь развертывающихся поверхностей, чего въ 
дЪйствительности нЪтЪ. 


. (5 и ‚ 
Если отношен1е Чет’ не осоудучи ПОоСТОЯННЫМЪ, сохраняетъ свою величину во 


всЪхъ направленяхъ вокругь одной и той же точки, то малыя части поверхности не 
будуть искажены, и карта для страны небольшого протяжеюшя должна считаться 
‚ удовлетворительной. Мы еще вернемся къ этой важной теори и докажемъ, что всегда 
существуетъ безконечное множество системъ, выполняющихъ это услове. 


УПР-А ЖНЕНИЯ 


1. Дапы па плоскоети двЪ камя-нибудь кривыя и точки этихъ кривыхь, въ которыхъ каса- 
тельныя параллельны, соединены прямымн хитшями; для полученных такимъ образомт, длинъ про- 
ведены равныя п параллельныя прямыя черезъ н$зкоторую неподвижную точку. Доказать, что дуга 
кривой, служащей геометрическимъь мЪфетомъ ковцовъ послЗднихъ прямыхъ, есть сумма или раз- 
аость соотв тственныхъ дугъ данныхъ кривыхт.. 


16* 
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_ 2. На лемпискат, уравнене которой р’ = а*с032®, даны двЪ точки Ри О, соотвфлекруюния 
такимъ значенямъ, ®'П ®", угла ®, что 


60$ ®' 608 ®!"' — : 


Г %. 
и 
доказать, что дуга, заключенная между точкою Р и полюсомъ, равна дуг, отдфляющей точку О 
отъ вершины, соотв'тствующей о = 0. 

3. На парабол$, уравнеше которой 2у=1*, взаты три дуги, отечитавныя всЪ отт» вершипы; 
абсциесами ихъ ковцовъ служать три корня угавненля: 


2 
Х—ах+ [Е х-а=0; 
доказать, что алгебранческая сумма дугъ гавиа сумм абсциееъ ихъ концовт, т.-е. 4. 

4. Если считать соотвьтственными тавя точки на кривой, выражаемой уравпешемъ у3—27 ах, 
произведеме абсциссъ которыхъ равно @”, то разность между какою-угодно дугою и дугою, ей со- 
отв$тетвующею, равна избытку разности касательныхъ въ концахъ первой дуги надъ разностью 
касательныхъ въ концахъ второй, при чемъ касательныя берутся между. точкою касаюя и точкою 
ихъ пересБчев1я съ. осью Х-овъ. 

5. Прямая движется, оставаясь параллельной осповав1ю цилиндра вращен1я, къ которому 
она постоянно квасательна, при чемъ точка касашя оиписывастъ данную внитовую линию. Найти 
‚уравнен!е поверхности, которую описываетъ эта прямая, и доказать, что существуетъ такой гипер- 
болопдъ вращепия, что всякая взятая ва немъ кривая будетъ равна по длинЪ соотвЪтетвениой крн- 
вой ва пекомой поверхности, при чемъ слБдуетъ руководиться падлежащимъь закономъ соотвзтетвля 
между пронизводащими и точками об$ихъ поверхвостей. 

6. Если представить всЪ точки линейчатой поверхности посредствомъ двухъ перелЪБнныхъ 
ии, изъ которыхъ одна была бы постояиною на производящей, а другая равнялась бы разетоя- 
ню, отсечиталному на производящей между разематриваемою точкою и неподвижною кривою, пер- 
нпендикулаярною ко всфмъ производящимъ, то разетояв!е между двумя безконечно-близкими точками 
поверхности выразится уравневемъ вида: 


45? = 4 | © (, и) аи’, 


гл№ $ (9, и) сеть мпогочленъ второй степени относительно перем вной 9. 


ГЛАБА ШЕСТАЯ 


Производныя и дифференшалы порядка выше перваго 


ОПРЕДВЛЕН1Е ПРОИЗВОДНЫХЪ ВЫСШАГО ПОРЯДКА 


$ 132. Методы, изложенные въ предыдущихъ главахъ, даютъ возможность соста- 
вить производную какой-угодно данной функши отъ перем$нной х. Эта производная 
сеть функшя отъ той же перем$нной, и по тфмъ же правиламъ отъ нея можно взять 
также производную, которая называется второю производною отъ первоначальной 
функци` Производная отъ второй производной есть третья производная, и т. д. По- 
_дДобно первой производной, обозначаемой однимъ значкомъ надъ функщей, вторая про- 
изводная обозначается двумя значками, третья—тремя, и т. д. Такимъ образомъ по- 
слБдовательныя производныя функщи © (5) будуть: 


$ (2), $ (2), ®` (2), 9"(=), ..., $2). 


ОПРЕДВЛЕН1Е ДИФФЕРЕНЦ1АЛОВЪ ВЫСШАГО ПОРЯДКА 


$ 133. Обозначая черезъ $х (2) функщю у оть перем нной 2, ‘имфемъ (8 46), по 
опред$лен!ю, 


ау —% (2) ах. (1) 


Разсматривая 4х, какъ постоянную, мы видимъ, что дифференщаль ау 
есть функщя отъ одной только перемЁнной х, и его можно, поэтому, продифференци- 
роваль. Дифференщалъ отъ Ау называется вторымъ дифференщаломъ отъ у и обозна- 
чается черезъ 4?у; очевидно, 


Фу= (2) 47. (3) 
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Разсматривая всегда 4х, какъ постоянную, зам чаемъ, что и 4?у есть также фуньць 
отъ одной только перемБнной г. Дифференщалъ отъ {у называется третьимь дис- 
ренщаломъ отъ у и обозначается черезъ у; очевидно, 


43) =" (5х) 42°. (3) 
Продолжая писать по аналоми, замфтимъ, что л-ый дифференщалъ отъ у, (у, есть 


[Ы а: Ф"(2) ти. $ (п) 


Уравненля (1), (2), (3)....,(12) даютъ послЪдовательныя производныя въ функщи отъ 
соотв$тественныхъ дифференталовъ: 


т (2) = — 3 ©’ (2) РЯ.) © (й) 5-5 с” (<) м ® 
4х дх? д.3 4х” 
$ 134. Если приписывать перем$нной х безконечно-малыя равныя между собото 
приращения, обозначаемыя посредствомь Ах, то функщя $ (5) будетъ принимать по- 
сл5довательныя значевя: 9(7), $(х Ах), ©(х-- 3Ал),..., $(х-—пАх), которыя мы 
назовемъ черезъ у, у, У., ..., Ин. Полагаемъ, пользуясь извфстнымъ обозначешемъ, 


у, — у= Ау, уу =, т: ЗЕ о Сео а Ыб 5 /и — и — 1 == АУл — 1, 
Ау, == ду в АТ, Аи, У Ау, = Ау, Е . Ау» —1—— у —2 — Ау» — 2. 
А“, о Ау = А“, А", с АТ, — Ау, то А’ ва —= Аул —=3== Ау _* 


у, — А" у= Ау, 
гдВ А?у, АЗу,... суть вторыя, третьи, и т. д. разности отъ у. 

При Ах безконечно-маломъ Ау можеть быть замфнено черззъ 4у. Покажемъ, что. 
также можно замфнить Ау черезъ (у, АЗу черезъ 43у, и т. д., отбрасывая при 
каждой изъ такихъ подстановокъ безконечно-малую чаеть вычисляемаго количества, 
Но прежде мы должны доказать слБдующую теорему. 

$ 135. Рели функшя % (х, а) содержит» кромъ перемъиной х букву а, ие зави- 
сящую оть х, и если эта фунтиал обращается въ нуль при а==0, каково бы пи было 
х, то при тъхь же условяхь обращается 65 О и производная м 


Это предложене — очевидно, если замЪтить, что такъ какъ буква а при диффе- 
ренцировани принимёётся за постоянную и значеюше этой постоянной остается не- 
опред$леннымъ, то безразлично, придать ли: этой буквЪ опред$ленное значеве раньше 
или посл дифференцироватия. При а =0 до дифференцирован1я функщя и, слЪФдова- 
тельно; ея производная обращаются: въ нуль; поэтому. произойдеть ‘то ще самое, если 
положимъ а — 0 посл дифференцированя. ке 
е `Отеюда очевидно, что если функшя % (1, а) безконечно-мала при безконечно- 
_маломъ а каково бы ни было х, то то же будеть справедливо и для ей произ- 


И (т. а) 
„ВОДНоЙ а. 
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5 136. Разсмотримъ теперь функцио: 


у— $ (2); (1) 





пользуясь обозначетемъ предыдущаго параграфа, нишемъ: 


ду | 
при чемъ = есть функщя отъ хи Ах, обращающаяся въ нуль одновременно съ Ах. Если 
въ обфихъ частяхь уравнеюя (32) измфнить х на х--Дх, то ихь приращешя, разл%- 
ленныя на Ах, будутъ равны, и мы можемт, написать: 


№у Му (2) | Ае 


они ты обаяние сони — 


д А Тм’ 





Н ь Е А. , з - : : 49'(5) Ат. . "Е } и 
о при дл, стремащемся къ нулю, АЕ очевидно, ооратится въ предьль въ 9 (2), 


Аз | 
а д; — ВЪ нуль; въ самомъ ДЪлЪ, такъ какъ ве при всякомъ х безконечно-мало по срав- 


нен!0 съ Ах, то то же относится (8135) и къ его производной, а сл$довательно, и къ отно- 


2 ЛЕ ы 
шенио Ах которое оезконечно мало отличается отъ ЭТОЙ производной. Отеюла выте- 


кастъ, что при Ах безконечно-маломъ мы будемъ имЪть, пренебрегая безконечно- 
малыми третьяго порядка, 


Ау (249, 


т.-е. что при Ах безконечно-маломъ А*у равно 49, если пренебречь безконечно-малыми 
третьяго порядка. 
$ 137. Изъ предыдущаго доказательства вытекаетъ, что при Ах, стремящемся 


42: ; 
КЪ нулю, в иметь предзломъ вторую производную, Ф'(х), отъ у; поэтому полагаемъ: 
р ©" (2) м (1) 
 твье 4 " | “9 


Аа 


ДБ в, есть функшя оть хи Ах, обращающаяся въ нуль одновременно съ Ах. Если въ 
обфихъ частяхъ уравневшя (1) изм5нить х на х-- Ах, то ихъ приращетя, раздфленныя . 
на Ах, будутъ равны, и мы можемъ написать: 


^*у _ 4%'(2) | Де, 
А Ах но Аж‘ 


Л 7! х г ; 
Но при Ах, стремящемся къ нулю, а ‚ очевидно, обратится въ предфлЪ въ х”(х), 


ГА : Е | | 
В ет — въ нуль на томъ же основаши, какъ и въ предыдущемьъ случаЪ; отеюда 


128 


отсюда вытекаеттъ, что при Ах безконечно-маломъ мы будемъ имЪть, пренебрегая оез- 
конечно-малыми четвертаго порядка, 


АЗу —©'(1) Аз?. 


Точно такъ же найдемъ, что А*у можетъ быть замфнено черезъ ©'\\х) Ал“ и что, 
вообще, А”у равно ‹”(т) Ах", если пренебречь безконечно-малыми (7 -- 1)-го порядка: 
такимъ образомъ А”ун Чу суть дв безконечно-малыя 7-го порядка, отношен1е ко- 
торыхъ в'ъ предЪлЪ равно 1. 

$ 138 Есть существенное разлие между дифференщалами высшаго порядка и 
дифференшалами перваго порядка. Когда н$Ъеколько перем$нныхъ связаны между 
собою такимъ образомъ, что вс$ зависять отъ одной изъ нихъ, то отношеюшя ихъ диф- 
ференщаловъ перваго порядка являются вполнф опредфленными ($ 57). Нельзя того же 
сказать про дифференщалы высшаго порядка, пока не сдфланъ выборъ независимой 
перем$нной; это происходитъ отъ того, что при составлении разностей А?у, АЗу, . 
‘которыя можно замнить, когда онЪ безконечно-малы, черезъ 4?у, 43у,..., нужно при- 
давать главной перем$нной х послфдовательныя приращевя, равныя между собою, что 
отличаетъ эту перем$нную отъ всхъ другихъ, соотвфтственныя приращеня которыхъ, 
вообще, не равны. Когда же, напротивъ, разсматриваются разности и дифференщалы 
только перваго порядка, то перемЪнная х получаетъ только одинъ разъ приращение Ах, 
которое, поэтому, ничЪмъ не будеть отличаться отъ соотвётетвенныхь приращевнй 
другихъ перем нныхъ. | 

ЗамЪтимъ, наконецъ, что дифференщалы порядка выше перваго равны нулю для 
главной или, что одно и то же, независимой перем нной, т.-е. что 


4х —=0 Фх=0, 


если х есть эта перемЪнная. 


ОПРЕДБЛЕН!Е ПОСЛЬДОВАТЕЛЬНЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ ОТЪ ФУНКЦТИ 


$ 139. Чтобы составить посл довательныя производныя отъ какой-нибуль функши, 
достаточно примфнить надлежащее число разъ изв$етные методы, по которымъ вы- 
_ чиеляются производныя перваго порядка. Въ несчаст!ю, вычислен!я часто чЁмъ далфе, 

т5мъ все болфе усложняются, и почти невозможно обойтись безъ особыхъ пр1емовъ, 

зтобы получить па самом дъль производныя бол5е или менЪе высокаго порядка. 

Приведемъ н$еколько примфровъ такихъ премовъ. 

Производныя отъ произведеня.—Называя черезъь Ри @ двЪ функши отъ одной и 
той же перем$нной х, по изв$стнымъ правиламъ находимъ: 


4(Р®) 24-95 
ат ах? 





4^( Ро) __ р9® аР 4% ФР 
ал? “ Рзр 2 ах ах г @ 5? ? 
а«Ро) _ р 49 | з ЧЕ ар А. аР а0 / ОЕ 


Ч? дл” 4 45? 42° ах - О аа 


— 
4 
—“ 
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и, заключая по индукщи, пишемъ слфдлующую формулу: 








4"(РО) 40 аР 40 пп-рфра’"9, 
и о ыйИЕЬЛ т т рымйь- В 
ах” ал” Чх ах’! 1.2 42? ах" (2) 
+ я(я —1)...(®—1--1) @Р а”"О а. гс“ 
| Эней дл” 4х” а” 


Чтобы доказать эту формулу, допустимъ, что она справедлива для числа 7, и 
покажемъ, что въ такомъ случаБ она справедлива для числа в -—- 1 непосредственно 
высшаго. Дифференцируя обф части уравненя (2), находимъ: 








ао (РО +19) | [9Р19 49) 
ах” т* ‘ах ад ах’ дл? а” ' ах а 
п(и — 1)... —В+1) (НР 0  @Р т ®\ 
т тоЗь.Й а ин д ры 
в 4"Р 8$ 


тах 
ах"! а” ах 


Соединяя второй членъ каждыхъ скобокъ съ первымъ членомъ предыдущихъ скобокъ 
и замфчая, что сумма двухъ коэффищентовъ п"-ой степени бинома есть коэффищентъ 
(п 1)-ой степени, переписываемъ это уравневе въ слфдующемъ видъ: 


2+ (РО) _ р" 0 “ 4Р 49 пуп ФР 90. 
д" — о -Н оо т 
емкое ое 
я 1.2... да ден Г. Г дин, 


а это есть не что иное, какъ формула (2), въ которой » измБнено на (п 1), и 
общность которой такимъ образомъ доказана. 

$ 140. Производныя функщши отъ функщи.—Пусть и есть функщя отъ х, а е(н)— 
функщя отъ функщи, которую мы обозначимъ черезъ у. Дифференцируя послЪдова- 
тельно и выражая посл$довательныя. производныя. функщи $.(+) черезъ $’ (и), х” (и), 
ф" (%),..., находимъ: | 


у— (и), д. (1) 
и 9, .(2) 
(2: я ! Хх 

С (а си) Ф'(и), (8) 
Фу е 1 д 2 н Е "- 

ча = ты = 3$ (и и) —- 3 т а (2 Е) -- (= сы. т (+); т (4) 
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(К) 
отсюда заключаемъ, что выражеше т" будетъ вида: 
д 


Фу _ д 1 | 4 И : | | А я 
дб . 1? (и) -- д: (4) ге ты эф"), 
ТБ, ое. ‚А, зависятъ отъ и и его При но не измБняются съ изм- 


еб и функции о. 
Чтобы получить эти коэффишенты, полагаемъ: 





_ 
А.=15.. в, 
и, слБдовательно, 
Фу ВБ, Бь _ ЗВ 
— Во (и) — "(и ... ФК... ежи). 5 
я :® (\) — р: д ить (и). (5) 
Коэффищенты 6Б,, Б., ВБ», ..., не зависятъ отъ вида ф, — поэтому ихъ можно опре- 


дБлять, дЪлая частныя предположеня относительно этой функцш. Положимъ по- 
слБдовательно 


(и) = Фин, ..., ни; 


прим$няя каждый разъ уравнене (5), получаемъ между неизвфстными В,, В.,..., В» . 
сл5дующихъ я зависимостей: 














‘и 
ее 
(и?) | 
7” > 2Б,и — В, , 
4 #3) | 
ы — В? Ви В, у (6) 
М ег: 7 — . ( —] | —2 
(4 ) ее — "В, и” ———— = 1) Бы? и(и—1) (и—2) Буи"? —- в. о -- В» . 
ах” ‚9 1 . 2 . 3 


Чтобы рЪшить эти уравненя и вычислить какой-нибудь изъ коэффищен- 
товъ, напр. В», ИИ первыхъ К уравнешй, предварительно умноживъ первое 


изъ нихъ на Ё.— ,‚ второе на — = = т третье на ОО = ты е 22 : 
_ #@—9@— а _— 3) 1 


1.2.5.4 


‚ четвертое на 


ии Т. д: неизвфетныя В, В,,..., Вет исчезнуть, оста- 
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нется только Бь. ДЪйствительно, если & какое-нибудь число меньшее й, то коэффи- 
шенть при Бь послЪ сложевшя будетъ 


и 1 ГА... К Е-1 ЕП... №), 
р ЕО 
1 О... @ 6 @О@-а 
| 2. Эа (О) 1.2 ие 
О.В, 


1... 1.92... &—®) 
ГВ 
и) 14-1)... ИО | (Е №) &—Е—1) 
2 НЕВЕ ЗВ |1—@—* а О 
-ы и’ 1.2.3...Ё (1 т 1.2 
ый оды 
„- 1.2... — №) 


_ или, наконець, 
1 КЕ— 1)... Ё-1 гм 

( ).--( -= 1) 1—1) о. 
1909.3... 


При == сумма будетъ (— |: а Такимъ образомъ, уравнене, полученное отъ 
а 


сложения уравнешй (6), умноженныхъ предварительно на указанныхъ множителей, 
приметъ вилъ: 


1 ЕН ГВ 2" МФ Т 4" ЕП т ав от аи 
—= В: =(-—1) и а РИ Ш ВС В С. 
и 1.2.59 и’ ах и ах 


Отсюда слфдуетъ, что формула (5) даетъ и„-ую производную отъ 9(и) въ функщи 
отъ 9-ыхъ производныхъ вс$хъ степеней и, показатель которыхъ не превышаетъ #. 


$ 141. Найденное выражете для Вь можеть быть преобразовано сл5дующимъ 
р % 


образомъ. Пишемъ: 


и Е К [ и \Е__ А ри КЕ—1) и и 
(= б-“=со м... |. 


Дифференцируемъ об части этого равенства п разъ по х, разсматривая а, какъ 
постоянную: 2 


=) 


К 4% БЕТ а 1 а 
ах” 


ь 
=(—1) | — в 4 = 
СЬ Г 1.2 а? т Г ой дл" | 


17% 
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Положивъ во второй части полученнаго равенства а == ч, увидимъ, что она совпалеть 


. Бе 
съ выражешемъ для —.; значитъ 
4 


4" (= а 1) 
зи 35 


ВБ — 1 


при условши, что буква а, разсматриваемая при веЪхъ дифференцированяхъ, какъ 
постоянная, должна быть зам$нена въ окончательномъ результат буквою 4. 


Я Я 
Такимъ образомъ выражене для ———— т приметъ видъ: 
д. 





й 
а" (= —1) 
(и) аа и Сы о. и 
ах” 1.2.3.. ах” 


гд$ суммировате распространено на вс цфлыя значеня А отъ 1 до я, а буква о, 
входящая во вторую часть, должна быть замфнена посл дифференцирован1я 
бУквою и. 

$ 142. Положимъ въ общей формулВ и = 27; тогда 


“$ (57) № = 
п В. Ну рат, 








при чемъ выражене для В, будеть: 


1 к 4"? ЦЕ т 4х 1 4" 
т д? ах” 1.2 2“ ал” И 
ВмЪ5сто упрощевля этой формулы будетъь выгоднфе вычислить непосредственно н*- 
сколько послБдовательныхъ производныхъ оть $(1?), чтобы, заключая по индукщи, 


замБтить законъ ихъ составленя. Полагая 


у— $(2°), (1) 


находимъ побредствомъ посл$довательныхъ дифференцироварйй: 








а. — 22% (27°), м 
Ч == (22) 9") + 292), 4 6 
= (22) (2?) - 6(22) 9'(2), @ 
3 — (22)* ©" (22) 12125)? $" (2?) -- 12% (27°), (5) 


О (2 9" (22) -- 20(22)ь 9" (27) - 60(24) 4" (27), (6) 
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что приводитъ къ общей формулЪ: 


(п — 1)(®п— 2)(п— 3): 
| в 


д” 4 п—2 
ди (2) о"(22) (п — 1) (22)" ^ "бы (22) Фо (®)-... 


п(п— 1)... п— № -1) 
1.2...р 


"и 
| 


(22) Рф” а ..., о (7) 


ГД вторая часть оканчивается сама собою, когда по очевидному закону составлетя 
членовъ коэффищенты при нихъ начинаютъ обращаться въ нуль. о 

Для доказательства замфченной такимъ образомъ формулы достаточно уб$диться 
Въ томъ, что если она справедлива для значеня п, то въ такомъ случаБ она спра- 
ведлива и для значения непосредственно высшаго. Но, в$дь, если формула (7) имЪетъ 


_ у 
мфето, то коэффищенть при $” -2(л?) въ и 





очевидно, будетъ 


о 2р 1) (25 ужа ет (а — 


‹ и—2р--1 
2-0 2.2... (р— 2р- 2)3(25) 


дар п — 1)... (®—2р -- р) по 
(22) 1.2... (2—1) | р |= 


= п—-1 (2 -—- 1)%...(®--1— Эр - 1) 
та. В. р МИ 


а это доказываетъ вполн$ нашу формулу. 
$ 143. Приложимъ предыдущую формулу къ разысканю 


1 ры 2?)"—2 


выражене для которой, зам чательное по своей простот$, было дано и использовано 


въ своихъ приложеяхъ Якоби. Предыдущая формула, а къ этому случаю, 
даеть непосредственно: 


1 аа _ (1 т" [(е х)" т—1 (1 о. \( —5) (” а] $ 5— 


РОТЕ. 


О а Ш (®—-) ВЫ 
9 а = т 
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о 
7—1 


4” ха: 7т— З Ри | | вы ыы ИЕ 
(1—7) (1) 1.3.5... (2т — 1) Гы И Е 
4х 7 


пит — (т 2) ш-/у и Оо, ж5 (1/1 | 
Та, 3 ТЕ 1-я) + а. 5 2; (И1— 2)... |. 


Если положить х==6с0$и, то это выражене, въ силу извфстной тригонометрической 


формулы, которая къ тому же будетъ доказана въ одной изъ слБдующихъ главъ, 
обратится въ 


т— 3.5... (Эт — г 
(— 1) ре ето ЭТ 77244. 


Итакъ, при х = со5% имЪемъ: 


а" 1—7)" _ (1). 3 .5... (2т— 1) 


311 27244. 
ах" 7 


$ 144. Производныя отъ агс{ап25х. — ИмЪемъ: 


датс{алех __ 1 

ах Е” 2 
Фагцапех _ _ . 24 

4х? р (Е 22)? ? 
Фатгсвапх __ 62—2. 

д а 


Нетрудно продолжать эти дЪйствя, но результаты все болфе и болфе усложняются и 


обпий законъ не открывается самъ собою. Чтобы его найти, замЪтимъ, что при 
1 — агеёапо 

















Чи _ 1 | я в 
т ОКЕ: ИЕ." 
откуда 
| шо ео р | у В о а 
дет — г.’ и РЕ т | 


_’ЛНриводя обЪ дроби въ скобкахъ къ одному знаменателю, увидимъ, что мнимыя коли- 
чества исчезвутъ и выражене для производной приметъ вещественный ВИЛЪ, 
^ Изящный результатъ получается при 


ЕЕ у. 
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Въ самомъ дЪлЪ, въ этомъ случаЪ 


6087 — 11 #4 = 





Ут’ 
1 


Ия 
+ И—1=И1--27 [вазу У —1эщу], 
#—УИ—1= И1-Е 2? [в03у—И—1 зу} 


яп = соБи 






‚зная же, что по теорем Моавра для всякаго положительнаго или отрицательнаго 
значеня т 


(с08%-—- И—1 51.4)” == 608 #-- У—15зт 7х, 
(08% — У— 151 2)" — воз тд — У — 1 п лых, 


пишемъ: 


1 и ре о аи Е 
—— 7-1 п+1 
(#+УИ—1) | (&—И-П | (1 22) * 


= Е: [Сю - Ви 1), 





° а такъ какъ при этомъ. 


Ш ао 
= Ш” У, 


(1-27) * 
То окончательно 


фи : | | 
—1.2.3...(— 1)" вт" узи -- ту. 


аж". 


_5 145. Производныя отъ агсзт, — Имфемт: 


Фагезт 5 


— в = А 27а —я) 
и, слЪдовательно, 


а? агозт 2 Ф'(1 — 4 (1 -- р 2 
ддт 4х" 
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прим$няя, наконецъь, общую формулу 8 139-го, находимъ: 


ке — и 














41 згезшх _ 1.3.5... 9% —1) 1 лей аа ме ит — 2? 
Пт уе а 2% 11а Г ТЕ у \1 ад 
то = "7—1 (®— 2) | 
ый ЕЕК 55 1—2 
— 2—1 —38)0%—5) М 8 
ы 13. 5 ФИТ) 2(т — 1) (и —р-| 1) ее се (=) 
— би ПО-Э...®-ЕИ 1.2.8..р Гей 6 1-Е] 
Полезно замЪтить, что. коэффищенты при различныхъ степенях 25 а “ въ скобкахъ 
/1-— ж\е+1 
вс5 меньше единицы. Въ самомъ дЪлЪ, отношене коэффишента при (1 и" 


къ коэффищшенту при (=) равно 


б-р ^^ РЕ 
(21 — 2— ПФО о 1 ` 


Это же отношене меньше единицы, когда п—р>р--1, т.-е. когда > р 1, и, 
наоборотъ, больше единицы, когда 1 < 2р-—- 1. Такимъ образомъ, коэффишщенты идуть, 
уменьшаясь, съ перваго коэффищента до минимальнаго, а затЪмъ увеличиваются до 


послфдняго. Слдовательно, крайне коэффищенты, равные оба единиц%, больше везхь 
остальныхъ. 


Числовов ЗНАЧЕН1Е НЪКОТОРЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ, КОГДА ПЕРЕМЪННАЯ 
ОБРАЩАЕТСЯ ВЪ НУЛЬ 


$ 146. Часто требуется вычислить, во что обратится производная при нЪкото- 
ромъ числовомъ значени перем®нной, и въ особенности въ томъ случа», когда, посл\ 
выполнентя дЪйствй для получен1я производной, перемфнная полагается равного 
нулю. Вопросы этого рода рёшаются иногда при помощи особыхъ пр!емовъ; приве- 
лемъ н5еколько примЪровъ.. 

Производныя отъ агфбапох при х —=0.—Н$Ътъ необходимости прибЪгать къ общему 
виду производной для опред$ленля значеюмя, какое она приметъ при х=0. 

Въ самомъ дфл%, полагая и = агфапох, пишемъ: 


м1 
ах 1-4? ? 
аи 22. 
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откуда, 


си = 


сори 


(1 а ты 


Дифференцируя это уравнеше п —1 разь и ползьуясь известной теоремою (8 139), на- 
хоДИМъ: 


2 ‹ а’ 
т -еа И) ты | 


= 2 — 1) — ИИ 


Чт = 0; 
полагая х —=0, получаемъ: 


/ ФТ и (4 ти 


а * 
ра к = =), 1(® — 1) = 0. 


/ам\ 


Отеюда, замЪчая, что |—- рт В выводимъ при ®-—- 1 нечетномъ: 


д" и 
К 


|} = 0, изъ того же уравневя вы- 


полагая же п-—-1 четнымъ и замфчая, что (=), 


ВОДИМЪ: 


ри 
—-]| =0. 
(рен -0 


8 147. Производныя отъ агсзшх при х==0.—Если положить 


\ — атс, 





то 
Чи 
ах И 
И =Ь 
ег Яан 0, 
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и, по освобожден отъ знаменателя, 


Щл) м о 
( 7) д бар 8 

Дифференцируя это уравнеше » —1 и пользуясь извЪстною теоремою ($ 139), на- 
хоДиИМЪ: 


, а" ц ди 3 а’и 
(1 —х == = —(п— 1) а 


п] 9 


— (1—1) —0: 
) р 


к 





—_—_— 


С ах” = 


полагая х = 0, получаемъ: 


Га "№ 
Вы 
\дан о (2 ) ат) = 





Отсюда, замБчая, что (=) = 1, выводимъ при *-- 1 нечетномъ: 


ТТ и 
|=) = 32 ' 5? ... (0—1), 
0 


а при п-—-1 четномъ: 


а’ и \ 
0 
\ажх’ Е /о 


$ 148. Производныя отъ (агсз1 2)? при х =0.— Полагая (агсзт 2)? = и, выводимъ: 


аи __ Загсзтх 
вх И1— 2’ 
Фи _ 1 р 2жагевтх 2 аи 
ай 1—7 т @— 22} Ш Г Ша а’ 











слфдовательно, 
фи ди 
`@ И __ „ам 
(1—2) Е 
Дифференцируемъ это уравнеше и — 1 разъ: 
47". 4”! 4” д”?! и 





а | “= 


139 


И полагаемъ х — 0: 


ыы д” 
=) —- (9% — 1) вы —0: 
ал" $ ( ) дл’ 0 ) 


это соотношете даетъ возможность вычислять послфдовательныя производныя и при 
—-1 нечетномъ 


_а’Е\и о 
|=) а, 


а при *-—-1 четномъ 





а 

р зе аб, Е 

ах” /о | 

5 149. Производныя отъ 160%х при х = 0:-—Полагаемъ хео&х = и; очевидно, 
26051 —= 15. (1) 


Дифференцируемъ обЪ части этого уравнетя п разъ, пользуясь при этомъ правиломъ, 
относящимся къ производной отъ произведен1я; находимъ: 





_ а’ с08х | 47—05 а’ зш ди а” ‘зтх 
= Е МС п 
ах” 41” фл” ах ато 
(пи — 1) 4?и а” "вшх аи 
————— 5... < (2) 
1.2 42? ах ах” 
а’ а’ 


п—1 


Если въ этомъ уравнен!и положить 1 = 0, то членъ съ к исчезнетьи „г выразится 


въ функши отъ все$хъ предыдущихъ производныхъ; д$флая посл5довательно п = 1, 
п — 2, п==3,..., получаемъ: 


) 


ац аи о 4 
ИАА, РЕНО, прое дан. 


когда эти первыя значен1я уже вычислены, изъ уравневя (2) можно вывести и дру- 
пя производныя въ посл$довательномъ порядкф. 
Замфтимъ, что всЪ производныя нечетнаго порядка равны нулю. ДЪФйствительно, 


функшя 260фх есть четная Ффункщя, т.-е. не измЪняется ни по величин®, ни по 
знаку при зам нЪ х на — х; иначе говоря, если обозначить ее черезъ $(х), то 


$(5) = э(— 1). 
18* 
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Беря посл$довательныя производныя отъ этого уравнен1я, находимъ: 


$ (2) = > Ф (— 1), 
ф' (2) = -- Ф`(— 1), 


о) = < 1—2). 
Отстода заключаемъ, что при 5х —=0 для всякаго нечетнаго значеня п 
2"(0) = — $0) 
и, слЪдовательно, 
2*(0) = 0. 


Производя численныя выкладки, получаемтъ: 














4%) =, (2%), (о (=).= =—8, (2%) =, (2%) = 8 
а — * 42? 3 ‘4 › \ад о а * ° а — №’ 
гит. 8 
Чл Ло Ч) 945 
$ 150. Производныя отъ 9 при х —= 0. — Полагаемъ 5_ кач, тогда 
‹ ее — с — 
х — ие — и (1) 
и поселЪ дифференцированя 
И 
“г а дат‘ 


Дифференцируя " разъ подъ рядъ обЪф части уравневя (1), находимъ: 


и ве — 1, аи аи 
0 — 2" 5 ме д?—й 7—2 че Е це ах” : 











ах” ба 
откуда при х=—0 


ам 


(т — 1) [4" и 
(= 
\ дл’ Е 


(=) 4 ‚(5 - ‚7Р (- 
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‚ Это соотношенше даетъ возможность вычислить какую-угодно изъ производныхъ, если 


я 





& , 
всё предыдушля извЪетны; и, равно 1. Въ самомъ дДЪлЪ, отношене при д. 
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безконечно-маломъ являетея производного оть е* и приводится къ единиц при 5х — 0; 





очевидно, то же самое справедливо и для обратнаго отношеня . Выполняя вы- 


числешя, получаемъ: 





4) = 1 (= ее (=) ыы (=) в (=) Е» >В = в 
0 7” \ 4% /о 2) 4/0 бб’ \4 ° а 30’ а 
(==) а (=) р (=) ие (=) = р —5 (4% | 
хе ба о? 25"), = 86° (2=п), = 
аи) _ `` 691 [4 ди 7 Ме 
(=), = — 9785) (в5з) =0 (5%) =, И Т. Д. 


т. фи 
ВеЪ производныя нечетнаго порядка, исключая первой -;:. равны нулю. Это можно 


утверждать & 7071, независимо отъ предыдущихъ вычислений. ДЪйствительно, функция 


г. 
Е: | (2) 


какъ легко видфть, есть четная функщя отъ х, а выше мы видфли, что при этомъ 
услови для хс0ёх производныя нечетнаго порядка равнялись нулю при х==0; произ- 
водныя же отъ функши (2) совпадаютъ ве, за исключешемъ первой, съ производ- 





НЫМИ оТь ——. 
е” — ] 


$ 151. Производныя отъ соз0магсзшх) при х = 0. — Полагаемъ 


14 — ©0$(т.агсз1 5); 





дифференцируемтъ: 
ам _ _ тэт(Опагс$тх) 
ах У ] — 22 
Ри — тх 77? с0$(т эгезш 1). 





о $11 (27% агс$Ш 17) — 
4 му р | ть 


отсюда 


и 


— 2 —=— 
(1—2) 5 


аи 
д -—— --- 12 — 0. 
та 0 


Дифференцируемъ р разъ это уравнене: 


Ри аРНи аРи аи аРц аРи 


п - 2 2 с аи С бе МА >, 
Ю дара АРТ Чарт. рр я 7 дае Рем ах? о, 
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что при х==0 даетъ: 


Явы (р ь ыы 
о О ыы р а 
ажР-? /о 1 } ахР Ло 


ь фи 
Кром того, при х=0 имЪемъ и =1, а — 0. Сл$довательно, предыдущее уравненс 
показываетъ, что вс производныя нечетнаго порядка равны нулю. Что же касается 
производныхъ четнаго порядка, то вс$ он выводятся одна изъ другой въ послЪдова- 
тельномъ порядк$, такъ какъ каждая изъ нихъ связана съ производною порядка на 


дв$ единицы низшаго. Такимъ образомъ 


9 $ 
‚ а? 


эн), — (— 1)" "7 (т? — 4) (т? — 16)... (т? — 4и?). 


Чтобы изучене разсматриваемой функши не представило тяжелыхъ затруднетй, 
остановимся на нфкоторомъ опред$ленномъ толковани полученнаго результата. 

Функшя со5(татсзт)— не вполнЪ опредФленная и, подъ однимъ и тёмъ же сим- 
воломъ, представляетъ въ дЪйствительности н%еколько различныхъ функшй, число 
которыхъ можетъ возрасти до безконечности. Въ самомъ дфлЪ, дуга, синусъ которой 
‚есть х, не единственная; напротивъ, такихъ дугъ безчисленное множество. Произве- 
дешя этихъ дугь на какое-угодно т будутъ имЪть, вообще, различные косинусы, 
число которыхъ будетъь равно удвоенному знаменателю числа т, если т — соизм%- 
римо, и безчисленному множеству, если т — несоизмФримо. 

Будутъ ли имфть всЪ эти различныя функши однф и т5 же производныя? 

Только-что полученный результать, повидимому, ршаетъ вопросъ,—по крайней 
мЪр$, для частнаго значешя х —=0, а такъ какъ мы нашли только одно значене, то 
невольно` можемъ придти къ заключеню, что и существуетъ только одно. Однако это 
было бы большою ошибкою. Предыдущее вычислене основано на двухъ предположе- 


шяхъ, выдфляющихь опредёленную функшю, къ которой оно и относится. Во-пер- 
ВЫХЪ, ПОЛОЖИВЪ 


4 — ео8т(ахтезтх), 


мы вывели равенство: 


ди д(тагсят 5) 
——жЖ——^ 


ах _ Ит— #2 











= | | | | : 
‘а это ‘возможно только при допущени, что производная отъ атсзшх есть ее По 
и ;: Ме ых и 9 /1— 27 
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добное же допущете, въ свою очередь, требуетъ (8 34), чтобы косинусъ разсматри- 
засмой дуги былъ положителенъ; въ противномъ случа 








фатсзшх _  —1 
и пришлось бы написать: 
и т(иатс$ т 2) 
п РИ 
Г У 1—4? 
Фи _ тхзш(татсзшх) т с0$(7жагезт х) 
а р м 
хе (1—2) Ут 22? г 


откуда 


2 
(1—2?) о — с 7? и = 0; 


это уравнен!е тождественно съ прежде полученнымъ, при другомъ предположени, и 
приводитъ къ тому же соотношен1ю: 


аи - ›) аРч, 
— — 771”) ——. 
ахР-Р? Р ах? 


Но, во-вторыхъ, мы допустили, что при х —=0 функшя ч =0, — —0. Это спра- 


ведливо только въ томъ случаЪ, если, при х=—0, агсутх = 0: на самомъ же дЪлБ это 
значене есть первое изъ цЪфлаго ряда, но не единственное, такъ какъ, для х=— 0, 
агоз 7 = Аж, гдф &-— какое-угодно цфлое число, и, сл5довательно, 


4 — с03(татезшх) = созтЁкт. 


4% я 
Точно такъ же, если (2) равна нулю, то только въ силу того же предположения; 
| 0 


| аи 
если же принять а&гезпх = Аж, то для -; Придется принять одно изъ сл5дующихъь 


значений: 
й ок 
а — — 7$ Ш тт, 
4 { 
—— = жк, 


ат 


14.4 


Сл$5дуетъь замЪтить, что первое изъ нихъ относится къ случаю, когда / — четкое. 


потому что тогда ссзАк положителенъ, второе же —кь случаю, когда /; — нечетное. 
еще, . 
: , / 4 +2 
Итакъ, значене, найденное для 





с на} относится только къ той функщи 
я 0 


©0877*(а'е$т 5), въ которой за агсзшх принята дуга, обращающаяся въ нуль при х=0 
и являющаяся всегда, въ силу своего непрерывнаго изм5нен1я, наименьшею изъ по- 
ложительныхъ или отрицательныхъ дугь съ общимъ синусомъ х. Косинусъ такой 
дуги всегда положителенъ. 


$ 152. Чтобы придать функши % = с05$(тагезтх) снова всю ея общность, стоитъ 
только вычислить общее выражене ея производныхъ при х = 0, что сдфлать не трудно. 
Во всхъ случаяхъ 


Ри : „_ аи 
аа т) 


КромЪ того, при х=0 


{4 — с03(2%агезт 0) = воз, 


аи , 
а *— = тзш(татез 0) = == тзшйк, 


и, слБдовательно, 
ати | 
«лЯ®-1 9..3 2 2 
дн = < "тия — 4) (ий — 16)... (т? — 4т)созтйт, 


и, , 
нЕ = == (— 1) (т? —1) (7? —9)... [т? — (9. — 1)}* тзштйт, 


при чемъ знакъ — соотв$тствуетъ случаю, когда & — четное. 


$ 153. Производныя отъ зт(тагсзт) при х =0. — Вычислене производныхъ отъ 
функщи (зшяатсзшх) совершается по тому же способу и приводитъ къ аналогич- 
ному изел5дован1ю. Полагаемъ 


и — эт (пагезш т), 


откуда, 


аи __ тсоз(тахезшх) . 


аа — = Ут — 22 


Фи _ тхеоз@апатезштх) 11? т (йатс5т 2) | 
аа —— — я РА ) 
4 + 1—2) Ут—27 --- 











145 


внакъ —- передъь радикаломъ долженъ быть взятъ тогда, когда агезшх имфетъ поло- 
жительный косинусъ, и знакъ — въ противномъ случа$. Изъ этихъ формулъ выво- 
дится уравнене: 


д 
к 


справедливое во вс$хъ случаяхъ. Дифференцируя р разъ это уравнеше, ничфмъ не 
отличающееся отъ полученнаго выше, также найдемъ, при х==0, что 


СР 2 аРи 
— (р? — т?) —. 
ХР 


ЧхР т? 


КромЪ того, при д =0 


4 — $11 (7% агсз1т 0) = зп ия 


Ми) 


не” е05(т атезт 0) = = 76087, 


при чемъ знакъ -1- соотвфтетвуетъ случаю, когда созагсзшх положителенъ и, слЪдо- 
вательно, случаю, когда  — четное. ЗамЪтивъ это, легко найдемъ: 


а?РТЗ и 
“ааа = — У т?(т’ —4)... (т? — 4р*) шк, 
. ах 
РЕ о 
ав РН — ЗА (— 1} (77 г 1) (1? еб 5) #_ [272 м: (2р в 12] 2 созтк, 
ЧИ 


гдЪ А — произвольное цфлое число, а знакъ —- во второй формулЪ соотвЪтетвуетъ 
случаю, когда #— четное. Если ‘предположить, что агез10 = 0, т.-е. если агезтх есть 
наименьшая, положительная или отрицательная, дуга, синусъ которой х, то # =0 и, 
слЪдовательно, | | 


22-2 422-й ь р 
м Е 8 1] 7 | у 
два — р ален =— СМ. (т — 1) (** —5)...[ — (2—1) и. 


$ 154. Производныя отъ со30%агсео8х) при х = 0. — Полагая 


_ 608(7%агсс0$5) = и, 


ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИОЧИСЛЕНЕ ь 19 
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находимъ: 
— _ + _ №38 агсс0$5) 
р арт ща 3 
и У1— = 
Фи _  ихут@патссо$). 77? с03(7%атсс0$ 2) 
о ы 
Ах а—2УИ1—а 1—4 
откуда 
| аи ди 
2\ |_ 24224, — 
(1 —@ ) т” а т #6 — 0; 


это уравнеше было уже получено два раза и изъ него прежнимъ же способомъ, при 
1—0, ВЫВОДИМЪ: 


ати зы и 
аа == — 72% ) 2. 


КромЪ того, при х=0 


4 — 6087(атссо$0) = с087(2й 


аи | к 
«ре == == тэ (2% 1 >, 





при чемъ / обозначаетъь какое-угодно пфлое число; знакъ -- соотв$тетвуетъ, какъ 


легко видЪфть, случаю, когда А— нечетнее, а знакъ —, когда Х—четное. ДалЪе на- 
ходимМЪ: 


42” - 2, 


аа" =— (— 1} т? (т? и 4) (1792 Е 16) а (тт? ее 41?) с08 (2% -|- 17 5 
а” р 
ин === (С 1" (т? —1) (*? — 5)... [т з_ (2% — 1) уязиизи 1 ">, 


при чемъ во второй формул$ знакъ —- долженъ быть взятъ въ случав № четнаго и 
заакъ — въ случа А нечетнаго. 


Вели изъ дугь, косинусы которыхъ равны нулю, требуется ВЗЯТЬ ТОЛЬКО 
то надо положить # — 0. 
5 155. Я: отъ 511(тагесозх) при #=0. — Полагая 


к 


и— $11(90.8г0с08 7), 


найдемъ, какъ и въ предыдущихь случаяхъ, уравнеше: 


з № оо 
_ (1) а: Ри = 0, 


изъ котораго, при х==0, выводимъ: 


аи дРи 
— =(0?—т°) —-. 
ат к т2 
А такъ какъ при х=0 


и = 3(тагесо50) = зй(2-{- 1) =, 


(И - 
т — == 76057(агесо80) — = тез --1)т->, 





тдв ^К— произвольное цфлое число и знакъ — во второмъ уравневши соотв$тствуетъ 
четному №, то при помощи этихъ значенйй найдемъ: 





42? ы 
= = (— 1)" (7? — 4) (т? — 16)... (т? — 4п?) зи т, 
ах 2 

: Е . ы 
эт == = (— 1)’ жи? — 1) (и? — 9)... [п — (28 — 1)? соз (8 -Р пт—-. 
ах С 


2 


$ 156..Производныя отъ (1-— 2?) 2 зш(татейавех) при х = 0. — Полагая 


т 


и = (1-- 47) 2. зт(@пагеао: 2) 
ди _ Фи | а Е х 
и составляя производныя 7_ и уз, находимъ, посредетвомъ исключешя з1(тагеаве 1) 


и с0$(тагфатох) изъ трехъ полученныхъ уравненй, сл$дующее соотношене между 
4ы | Фи. 
ах 41? ` 


и, 


фи аи 
. 2 и 2, 721 
(Г-ЁЕ 22) 8 — 24т — 1) В Е и — ти = 0. 


Дифференцируемъ р разъ: 


213), ›--1 ЯР я 





а т“ Ари | ЧРи 
‚2 . : \ , вт " & "а банный ') — у к М 
ая Нар ое рф — Пр — 20 — Беды т — Пр 
42% ДРы 
а О 
т? — в — т 5 0; 


19* 
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полагаемъ 5х — 0: 


Е? и аи } 
Е (т) 
джет? 0" т” Г 


КромЪ того, при х=0 (предполаая. что агебапо0 = 0) имфемъ: 


ац 
1—0, ОЕ 


откуда заключаемъ: 


ти ЕТ х | м 
алк, заря (—1) (т— ТП (т— 2)... (т — №-— 0 0" — 92%). 


Беря агфапох во всей его общности, пишемъ: 


агобато0 — Ак 


и, при х=0, 


аи 
4 — ЗП, д: =т 0877; 


въ такомъ случа»в 


42"? 
а. (—-1)ж(т — 1)... (т — 2) (т — 2' — Пзшийх, 
., 


427" 
анна == (—1)‘т(т — 1)... (т — жт)созтйх, | 
2 


тд К— произвольное п®лое число. 


7% 


$ 157. Производныя отъ (1-22)? соз(татсбапе 2) при 5 = 0. — Позагая 


т 


и = (1-1 2?) 2 со5(тагоапо 2), 


_ ваходимъ посредствомъ такого же вычисленя, какъ и въ предыдущемъ случаЪ, ра 
_ венотво: 


(1 аи 2(т — 1)х 8-ти — ти = 0, 
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откуда 


Ри Ри | 
ть (т — р) (т — р— 1). 


и 
эная же 7% и 2; При х —=0 и предполагая агфапо0 = 0, выводимъ: 


42” . и 7 и и х 
эозаянг = 0, авиа = ([—1) жт— 1... (т— т — 1). 
со$(паг{алсх 
5 158. Производныя отъ НЫ при т = 0. — Полагая 
(1 2?) ° 
__ @0$(т аге4атс х) 
ее о 
(1-22) * 


аи, . 
——_, Легко прихолимъ къ соотношен!ю: 


И ВЫЧИСЛЯЯ пи 
Чл 


(1-- <°) -2 -- (т -Р 2) м = (т -- Ти = 0, 


откуда, дифференцируя р разъ’и приравнивая х нулю, выводимъ: 


а? Ри — 
|= Е и 


И, ол довательно, можемъ писать: 


а, 


97.11 
д 


при р нечетномъ, равномъ 2-1, и 


р 
ы | 
еее (т 1)... (8-Е ЗА — 1) ([—1)* 


при р четномъ, равномъ 9. 
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ПроизЗВводДныЯ И ДИФФЕРЕНЦАЛЫ ВЫСШАГО ПОРЯДКА ДЛЯ ФУНКЦИЙ 
ОТЪ НВСКОЛЬКИХЪ НЕЗАВИСИМЫХЪ ПЕРЕМЪННЫХЪ. 
ПРИНЯТОЕ ПРИ ЭТОМЪ ОБОЗНАЧЕНТЕ. 


$ 159. Когда функшя содержитъ н%Ъсколько независимыхъ перемфнныхъ, то 
можно составить производную по какой-нибудь олной изъ нихъ: обозначете для та- 


Кой производной одинаково съ обозначетемъ производной оть функши съ одною не- 
они перем$нною. Если 


#4 — Ф(х, 1, 2), 


р ди Чи а% 
то производныя отъ 4% по т, у, 2 обозначаются (8 50) черезъ Пе Пи’ Фит Произ- 


водныя второго, третьяго, и т. д. порядка по одной изъ этихъ перемфнныхъ бу- 
1 2 ль 


д? ’ 





дутъ обозначаться также, согласно обозначенямъ, приведеннымъ выше, черезъ 
Фи а?и 
у? 3 (=? ) 





Если берется производная отъ и по х, а затЪмъ отъ полученной производной 
производная по у, или, въ боле общемъ случаЪ, сначала эп разъ производная по 


перем$нной х а зат$мъ п разъ по перем$нной у, то конечный результатъ обозна- 
ат” и, 
чается черезъь ———- 


ах"ау" 
Точно такъ же, производную, взятую сначала, 7 разъ по х, затмъ л разъ по у 
"ТР и 
и, наконепъ, р разъ по 2, будемъ обозначать черезъ пара 
2 


Возможность МВНЯТЬ ПОРЯДОКЪ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНТЙ 


$ 160. Изучение производныхъ, взятыхъ въ посл$довательномъ порядк$ по раз- 
 личнымъ перем5ннымъ, приводитъ къ важному результату. Порядокь действий не 
влаяеть на результате. | 

Чтобы начать съ простфйшаго случая, къ которому приводятся ве остальные, 
возьмемъ производную отъ функши и сначала, по х, а затфмъ отъ полученнаго ре- 
зультата производную по у, и докажемъ, что къ тому же придемъ, взявъ сначала 
‘производную по 1, а затЁмъ по х. Короче говоря, докажемъ, что. 


Фи аи 
ахду  ауах` 
_ Пусть 


21 ить у); 


151 


по опредЪленио 


аи __ ‚ Ф(@--Ах, у) — ца, у) _ $(т-- Ах, у) — ч(х, у) ы 
йх т м в ни ы 


гл в безконечно-мало одновременно съ Ах. Если въ этомъ равенств% придать у при- 
ращене Ау и раздфлить соотвЪтственныя приращен1я обфихъ частей на Ау, то 


Чи | 
__ 48 _ че А, У М) — фе а, У УЕ У | А. | 
д — АжАу г Ау (1) 


Точно такъ же имЪемъ: 


К, __ (5, у-- ду) — $(х, 9) 
с маааокк ев, 


гдф в, стремится къ нулю вмЪет% съ Ау; изм5няя х на.х--Ах, дБлимъ соотвЪтетвен- 
ныя приращен1я обфихъ частей этого равенства на Ах и полученныя чаетныя при- 
равниваемъ другъ другу: 


и | | 
Роб А у Ау) ера у) у НУ .. (2) 
= АхАу Г Ай 
| м в 
Въ этихь формулахъ на основани т%хъ же соображевнй, какъ и въ 8 136-мъ, и 


А: | 
И т въ предфлЪ равны нулю; кромЪ того, первые члены во вторыхъ частяхъ урав- 


невй (1) и (2) тождественно одни и т$ же —сл$довательно, первыя части этихъ урав- 
ненй стремятся къ общему пред$лу. Итакъ, 


л 4 А 4% 
Па ыы |1 ой 
Ау — А? 
Т.-е. 
‚Фи __ Фи 
ахау  ауах? 


что и требовалось доказать. 


$ 161. Такъ какъ порядокъ двухъ послдовательныхъ дифференцировави!й по раз- 
_ личнымъ перем$ннымъ можетъ быть измфненъ, то отсюда ясно, что и для какого- 
угодно числа послБдовательныхъь дифференцировай порядокъ, въ которомъ они 
будутъ выполнены, безразличенъ. Доказательетво тождественно съ доказательствомъ 
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въ ариеметикВ теоремы, что въ произведен всЪ множители можно расположить въ 
какомъ-угодно порядкЪ; тамъ оно также основано только на томъ. что въ произвело. 
ши можно переставить два посл$довательныхь множителя. 


ДиФхФЕРЕНЦТАЛЫ РАЗЛИЧНЫХЪ ПОРЯДКОВЪ ДЛЯ ФУНКЦШЙ ОТЪ НЪСКОЛЬКИХЪ 
ПЕРЕМЪННЫХЪ 


8 162. Пусть и = 2(х,у) будетъ функшя отъ двухъ независимыхъ перемфнныхъ. 
Если приписать каждой перем$нной безконечно-малое приращене, то для фФункши 
$(т,/) получится также безконечно-малое приращете, которое можно замфнить вся- 
кимъ другимъ безконечно-малымъ количествомъ, имВющимъ съ первымъ отношеше, 
стремящееся въ предБл къ единицЪ. Мы видЪфли ($ 64), что, обозначая черезъ ах 
и ау безконечно-малыя приращеная двухъ перем$нныхъ, мы можемъ соотвЪфтственное 
приращете функши выразить черезъ 


и — -— а 


Если приписать снова хи у приращен1я, равныя предыдущимъ, то дифференщалъ 
Чи, представляюлий функцио отъ хи у, будетъ самъ имЪть дифференщалъ, который 
обозначается черезъ 4; такимъ образомъ 


> аи Г 
(м и=а (3) 4=-- 4 (5) = ая р 4—2 И ЕЕ ча. 


Принисывая снова х и у приращетя, равныя 4х и 4у, находимъ, что дифференщалъ 


Фу, представляюпий функшю отъ хи у, будетъ имфть дифференщалъ Фи, выражае- 
мый формулою: 


Фи даа 3 др Е Чт ах4у? ая ду. 


Продолжая составлять послЪдовательные дифференщалы, соотвфтствующие постоян- 
нымъ приращенямъ, прилисываемымъ х и у, получимъ, заключая по индукши, 
формулу: 


и _. Фи - —1) а” фи 
т” д’ ау ‘24 пп 1) 


фи — —— б.п 84% — "у? 
со м" | дл” Тау 1.0 41”? ау 2 _ ее Та 





54, 
которая символически пишется сл5дующимъ образомъ: 


и (аа, 
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Во второй части этой формулы необходимо замфнять различныя степени 4и дифде- 
ренщалами порядковъ, равныхъ соотв$тетвеннымь показателямъ; такимъ образомъ 


/ ди\р (а Чи \1 
\@#/] \ аи) 


должно быть замфнено черезъ 


| АРТ 


адтау*` 





Эта формула доказана для частныхъ значений 1, 2, 3,...чиела п. Чтобы дока- 
зать ее вообще, достаточно вывести, что если справедливо символическое равенство: 


р. ди ди * 
= (242 3% и)" 


то будетъь справедливо, при т5хъ же обозначеняхъ, равенство: 


+1 __ [4% % п--1 
Ц "= (3. %—- а, 49) р 


Для этого зам тимъ, что такъ какъ Фи есть функшя оть х и у, то его дифферен- 
щалъ выразится формулою: 


ФТ — к (фи) ах Я ("и ау: 


значить, приходится ВЗЯТЬ производную по х отъ выражеювя, которое пишется, сим- 
волически 


[а +4 ау)" 


умножить эту производную на 4х, затЪмъ взять производную отъ того же выраженя 
По у и умножить ее на 4у. Но если умножить то же выражене на 


аи Ч 
аз Г ду 


и написать 


‚ / ав Чи №1 
[2 4 и Чу 0 у)", 


то пришлось бы произвести точно тамя же выкладки и самые результаты писать 
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абсолютно въ томъ же видф. Въ самомъ дЪлЪ, беря производнуто по х отъ какого- 
нибудь члена, 


ЧР 





Е ау" 
ЧР Ау 


и умножая эту производную на 4х, находимъ о 


р 9-1 
ана 
ах уя т ча 


что тождественно по виду съ членомъ, который мы получимъ, 


умноживъ симво- 
лически 


Ри Чи 


ах ат 





ам = 
на 1; 97. Точно такъ же, беря производную по у и умножая ее на 4у, замБтимъ, что 


получаемые при этомъ члены будутъ имЪть тоть же видъ, что и члены, получаемые 
- 2 . Ци х 
при умножен предыдущаго выражен1я на т, Чу; таэкимъ образомъ, выполняя дЪй- 


ь ‹ 5 1 : 
сте для получеюя полнаго дифферентала т и, мы пишемъ таюме же члены, какъ 
и при умножеви на 


аи 


аи 
д; 9 -- ‚99. 


ау 


Итакъ, допуская символическое равенство: 
п аи ди п 
| фи = и д ау) , 
заключаемъ, что равнымъ образомъ справедливо символическое равенство: 
1 [0% а п 
Ни — (3, ах -- у ау} . 


$ 163. То же самое правило прилагается къ дифференталамъь функщи отъ кэ- 


> _^ кого-угодно числа перемённыхъ. Такъ напр., если 


# —= ф(г, У; 2, 7), 


то совершенно такимъ же образомъ находимъ: 


с ДИ а а а 
Фи = (5% ах— лу Е я 42 — ча) ы 





при чемъ степень, какъ и въ предыдущемъ примЪр$, понимается символически. 

$ 164. Необходимо замфтить, что если функшя зависить отъ н$еколькихъ пере- 
мЪфнныхъ, которыя сами извфетныя функщи отъ другихъ перем$нныхъ, принимае- 
мыхъ за независимыя, то предыдупия формулы не приложимы. 

ДЪйствительно, пусть, напр., 


и (р, 4), 
гд5 р и 4— изв5етныя функщи отъ двухъ перем$нныхъ 5 и 9. ИмЪемъ: 


4% 


Чи | 
ар ар —|- — а4. (1) 


= На 
На первые дифференщалы выборъ независимыхъ перем$нныхъ не вщяетъ: между 
ними существеннаго разлитя н$фтъ (8 138); слЗдовательно, можно предположить, что 
р и 4 замБняютъ х и у. Но если требуется вычислить и, то не нужно забывать, 
что такимъ образомъ обозначается дифференщалъ отъ и, когда 5 и у приписываются 
снова безконечно-малыя приращен1я, равныя тфмъ, которыя они уже получили. этимъ 
равнымъ приращен1ямъ соотв$тетвуютъ, вообще говоря, неравныя приращеня какъ 
для р, такъ и для 4, и, значитъ, при дифференцировани выражевая (1) для соета- 
влен!я А?и нельзя разсматривать (р и 44, какъ постоянныя; иначе говоря, 


Ри 24 аи аи 
ЗО т 
"2 рас 9299 -Г де ГГ 94. 
Продолжая такимъ же образомъ далфе, придемъ къ сложнымъ и р$дко употребляю- 
щимея формуламъ. 


ПрРоизводныя ВЫСШАГО ПОРЯДКА ОТЪ НЕЯВНЫХЪ ФУНКЦ!Й 


°8 165. Предыдупая разсуждеюя даютъ возможность вычислять производныя выс- 
шаго порядка оть неявныхъ функшй съ н5сколькими перем$нными: наиболЪБе про- 
стой и употребительный методъ заключается въ составлеюти полнаго дифференщала 
той функщи, отъ которой желательно имфть частныя производныя: этими производ- 
ными будуть коэффищенты при различныхъ степеняхъ дифференщаловъ независимыхъь 
перем5нныхъ, раздФленные соотв$тственно на известные численные множители. 

Достаточно одного примЪра, чтобы вполнЪ разъяснить этотъ методъ. Пусть 


20* 
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Е ‚5 4“ Фё 4 2 
Требуется вывести изъ этихъ уравнейй ==, =, =. Для этого вычнеляем”, 2: 
ах? ахау? ау 


принимая 4х и 4у за постоянныя; получится выражене вида: 
г —= Аа’ —- 2 Бахау —= С, 


и, слБдовательно, будемъ имЪть: 





(2 (2 (22 
а- А Бе: О. 
Замфчая, что 4х и 42у равны нулю, а 42а не нуль, изъ ланныхъ уравневй вы- 
ВОДИМЪ: 
дей ах -— 49 да, 
(т ' а 
(А а 
а 4х — [о 
О аа ахаа -- 19 4? -- Ч фа, 
2? и 
3: :.. 
0 аа а ра тра. 


Исключая изъ этихъ уравнен!й да и _а?а, получимЪ для 422 нра ВИ искомаго вида, 
и задача будетъ р5шена. Такимъ образомъ находимъ: 




















(@ в м а а 
Фр _ ФФ _ о Фо \@х/ | 4% 4 4 4? | о.Чхае @ 5 4 [4 } 
4х? ах? “ ахаз1а%\ | а а ах | Г@%\ 1 [ 4+ \2 4х 4% \3 Л аз) |? 
\4=). аа 4) \ @«, (& 4а - 
о 42% | 
22 а? 42 д? 
ау та% \?2 (4 \2 аа 1 а% \3 \32 
\ ‘4х (2 Со 
9 @\ (а 
_48 о 4 а _ о ахах о Чо 42% (=) 
адхау ^ @2? Е: “4х (4 1). `4< 42 [ау \3 \3* 
\‘9а \ а \ да 


Тотъ же методъ можно примфнить къ вычисленю производныхъ боле высшаго 
порядка, но результаты будутъ получаться все сложнфе и сложнЪе. 
$ 166. Также можно искать производныя отъ 2 въ послдовательномъ порядЕ», вы- 


водя ихъ одну изъ другой. Въ. самомъ дЪлъ, дифференцируя оба данныхъ уравненя 
по т и разсматривая у, какъ постоянную, находимъ. 


4 4 та’ аа: 
РР" м ах 
О 26 фу да 
О — еси 

те ах? 
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. (4 
откуда, по исключен ух, 


4% 
до Ч ы с = Ц 4х @ 
и ОН, ©). 


а 
ТВ же уравнешя, дифференцированныя по 9, даютьъ: 


ЦА а ее $ а 
Чу _ ‘4х ау? 
__ @ аа 


— да ау’ 


откуда 


о 


а __ к да 
Чи Е 





—= ТР. (т, .). 


8 


Такъ какъ р и 9(—извБетныя функщи отъ хи а, то достаточно замБнить въ посл%- 


довательномъ порядкЪ въ этихъ формулахъ функц Ю © на ох, и затВмъ на х., чтобы 
р ар 99 _ а4 
получить т, На дх И ау, т.-е. вторыя производныя оть 2. Такимъ образомъ 


находимъ: 


4: 
ар а __ 4 4 
ал ах ах а? 








а 
4: 
ар __ аа 
9 4%’ 
аа 
а. 
аа __ аа 
ре: 
да 
49» 
@4 __ 4 4 4х 
Ч Ч 4% ^^ 


Са 


Замфтимъ, что производныя ау ит. представляютъ, и та, и другая, жар} слЪдо- 


вательно, он% равны. Это есть необходимая зависимость между р аекат ОТЪ 
фунещй $ и ф.. 
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Еслибы изъ этихъ формулъ мы пожелали вывести результаты, получениые сз, 


то нужно было бы выполнить лишь указанныя здфеь дифференцирован!я по х н по © 
функщй $, и $.. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Если въ функции 5 = $(%) давать перемЪнной х послЪдовательиыя значения: 2, < ЛЬ 


1, +1. т. А.,... и обозначать при этомъ соотвфтственныя зпачешя у черезь 
А"у 
3, У1, 95. -.., Ум» ТО предфломъ отношев!я ТУТ т будетъь 9-ая производная отъ 9, когда Лу, 
я $. 7% 


й.,..-, й, стремятся одновременно въ нулю. 


2. Если конечная и непрерывная функц1я отъ х обращается въ нуль при значен1яхтъ: 2 = 21, 
Х —1.,..., Я=2,, расположеввыхъ въ возрастающемъ или убывающемъ порядкЪ, то дяя всякаго 
значення 1, содержащатося между 2. пх,, 


ева)... в) т® д’ 


ТБ © (<) есть значене я-ой производной отъ функши Фх пря нфкоторомъ среднемъ значеви 15 
между х, их,. Для доказательства этой теоремы замфчають, что и-ая производная отъ первой 
части уравненля: 


$(2) — 4(х —1,)(х — 15)...(5— #.) —0,. 


им$ющаго при всякомъ А корни 2., 7......%„, равная 


ф"(1) —1.9.3...т.4, 


обратается въ нуль для нфкотораго зваченя х, лежащато между т, и х,, если А таково, что 
допуекаетъ еще (я -- 1)-ый в для этого уравнен1я въ р же пред$лахт. 


е? 
3. Представить выражение И ) подъ ВиДОМЪ: 


Ая (е”) - Ач" (е”) |... 4,9” (е”), 
т.-е. вычиелить коэффищенты .„4., 4... 
1 


.. А„› не зависящие отъ вида функции $. 





т 


| е”—1 _ 
4. Вычислить выражене А и представить его полъ видомт: 
% 


1 1 
А, ———--А та 
1 21 -- 2 (7 еж ‚Е.А 7, Г" (е х о ы 


т.-е. опредБлить постоявныя А., 4.,..., А» 41. 


. а" 
5. Выражение ее есть вида: 
х 


т Аа Е" „ =)" 


° найти постоянныя А., А.,..., А). 
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6. Полагая 


х 
у? ) 


в — 
имфемъ: 


1.2.3...7с05$ | -- Патеапя г | 


с" е =. 
—--- ее —(—1)" в ИЕ” ) 
и" (2 | 9") > 
й 
т у 1.2.3...2760$8 |(@и--1 атофале и 
нЕ и 
(#2) 2 
2т-1, 1.2.3...(2%®- 1)5т |(@#+2 агефалс в. 
Нож. 
ду?" Е (2? ть 92)" 1 


7. Вели 2 есть функшя оть хи 9, опред$ляемая двумя уравнен1ями: 


2 —ал -- у$(а) -- Е(=), 
0==2- у$(а) {+ Е"), 


то, каковы бы ни были фупкщи $(<) и Ра), 





ал? ау? \ахау, 
8. вели 
а и 
о Мути” 
в 3 


2 
ии 


и 6 = а? -|- 82-12, и если функщя у, разсмалриваемая какъ функщя отъ 2, у, 2, удовлетворяетъ 
уравнен!ю: | т 


фу 4, а _ 
Гат ай = 


то, разсматривая у какъ функцю отъ а, В, 1, будем имть: 


О М 


а а 








ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


ЗамБна перемфнныхъ 


Влян1Е НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМЪННОЙ НА ДИФФЕРЕНЦАЛЫ ПОРЯДКА 
ВЫШЕ ПЕРВАГО 


$ 167. Когда разсматриваютъ дифференталы перваго порядка, выборъ незави- 
симой перемфнной безразличенъ, и нфтъ никакой необходимости говорить о немъ. 
Если приходится замфнить эту перем$нную другою, связанною съ нею какимъ-ни- 
будь образомъ, то дифференщшальныя выражешя не измфнятся. Иное дБло — дифде- 
реншалы высшаго порядка; чтобы второй дифференщалъ 4?у им$ль опредБленный 
семыслъ, необходимо указать независимую перемфнную, волфдетве чего часто пишутъ, 


4? Е 
если х есть эта перемЪнная, 9:45 вмЪето болЪе простого, но менфе яснаго 47. 


Возьмемъ для примфра функшю у= 1“; считая х за независимую перем$нную, 
имфемъ: 


ау —= 45*ах, Фу = 1242427. 


Принимая теперь за независимую перем$нную 2? и обознамая ее черезъ и, будемъ 
ИМЪТЬ: 


у— и, Чу=—= ии, — ау = Э4и?. 
‘Отсюда, замБняя ци ац ихъ значентями черевть Е и 4х, находимъ: | 
ау — 4234х, 4?у — Ваал». 
Итакъ, у осталось безъ перем$ны, а 4?у уже измЪнилось. 
$ 168. Смыельъ только-что отмченнаго факта очень простъ. Когда прини- 


‘мается х за независимую перемЁнную, 4х — постоянная величина, а когда вводится 
. вместо прежней новая независимая перемфнная, дифференщаль которой разсматри- 
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вается какъ постоянная, ах является перемвнною и дифференщаль  произведе- 
шя $ (х)ах будетъ другой. 


Въ выбранномъ выше примфрЪ мы положили ›” = н и, слфдовательно, х==Ун; 


д = 1. и 
ВЪ такомъ случа 4х = кул Фх = — тн “ (и*. Значитъ, если продифференцировать 
-14 -{ 


выражене: 
«(у — 4%. 
то булемъ имЪть: 
Фу — 12745? = АРА == КА, 


что совпадаетъ съ полученнымь выше результатомь; кромф ‘того, отсюда усматри- 
вается яснЪе, почему 1?у не равно болЪе 19х*Л2л* и рь чемъ его отличе отъ прежняго. 


= 


ЗАМЪЬНА НЕЗАВИСИМОЙ НЕРЕМКННОЙ 


$ 169. Если разематривается функшя у оть перем5нной д и эта перемфнная 
‚ принимается за независимую, то дифференщалы “и, 9“и, Фу являются вполн$ опре- 
дЪленными (8 133) Предположимъ теперь, что за независимую перемфнную требуется 
принять н®которую новую перем$нную & связанную съ х изв5етнымъ образомъ; ка- 
ковы будутъ соотношен1я, связываюция дифференщалы ау, 4?у,..., а'у съ диффе- 
ренталами 1, взятыми при этомъ новомъ предноложени? Чтобы отвЪтить на этотъь 
вопросъ, условимся обозначать дифференщалы. взятые при 4х постоянномъ, черезъ 
Фу, Фу, 4.1, ..., 9), а дифференщалы, взятые по независимой перемфнной № по- 
прежнему, буквог @ безъ всякаго указателя, таку, что Фи будетъ выражать п-ый 
дифференщаль при 4 постоянномъ. Шрозводная_-отъ „ по х выразитея, какъ мы ви- 


1 


РА в . . 
дфли ($ 48), черезъ „о Какова бы ни была независимая перемфнная. Пусть Ё бу- 


детъ эта перем$нная; ищемъ вторую производную оть „ по х. Для этого нужно диф- 
ференцировать предыдущую дробь и ея дифференталъ раздфлить на 4х; такпмъ 
образомъ, для этой второй производной находимъ выражене: 


Чха?у — дух. 
Чх? _. ` 


ее 1 ее а 
Точно такъ же, чтобы получить третью производную р беремъ, какова бы ни была 


независимая перем$нная, дифференщалъ отъ второй производной и дфлимъ его на 4х: 
Фу — а2ауфх — за уф: -- За (7, 
В а О о, 


ДИФФЕРЕНЦГАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕН1Е а 5] 
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слфдовательно, искомыя формулы будуть: 


Фуах — а`тау 
3 __ @ 945 — атау 
Чу — ах 
3, __ @у4х — ахауфх — зах —- ау (@ ху 
А 
(8 
Эти формулы даютъ возможность выбрать независимую перемфнную по своему же- 


лан1тю, или, что не р$дко боле выгодно, оставить независимую перем$нную неопре- 
дБленною. 


$ 170. Въ каждомъ приложении необходимо пользоваться уравнешемъ, связываю- 
щимъ съ х новую независимую перем$нную, и вычислять дифференциалы 4?х, @х,... 


въ функщи отъ этой новой перемфнной, вполнЪ произвольной по нашимъ формуламъ. 
Разсмотримъ, напр., уравнение: 


пе, о 


въ которомъ требуется положить 2: = ео$Ё и Е принять за независимую перем$нную. 
По общей формулЪ это уравнеше приметъ видъ: 


Фуах — 1`тау Хх ау | у 


—_  —=—=—=—ы— —— —— 


дз ] — 2 ал г 1— мо 





и независимая перем$нная станетъ произвольною. Полагая х —=с03{ и замфчая, что 
2—0, выводимъ: 


дх — — зт 42% = — со ШВ; 


слфдовательно, уравнете (1), послЪ неболылихъ упрощенйй, перейдетъ въ сл5дующее: 





8 171. Въ н8которыхъ случаяхъ обийе методы привели бы къ сложнымъ выклад- 
 камъ, которыхъ можно избфжать съ помощю частныхъ премовъ. Въ качеств при- 


Ч". 


мфра приведемъ преобразоване выражерйя х” 





т когда вместо х вводится незави- 
х 


4х 
симая перемфнная Ь опредфляемая изъ уравнен!я х =, дающаго ^^ 











в“. 
ИмЪемъ: 
я 1 т, 7-1 
8 ( = 4 ( Фу 4 99: „9 Е ИХ 3. 
аЕ 7 ря, де \ ак. ии д т * д ды" ддт? 
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откуда 











п яз п-1 
г (= - ., — 12” Гу ее" 5. 
(и д” ах” Яхт * 
что для краткости можно написать слфдующимъ образомъ: 


",, С 7-1 








Полагая я = 1, выводимъ: 


у {| Чу. д Чу. 
О ое. и ыы 
ав 4 1) = ах {4 1) а? 


значитъ, полагая посл$довательно п = 2, п=3,..., легко приходимъ къ общей 
формул: 





1 | Ч 4 Чу 
ВЕТ ВЕ КИ ре 
а , | в“ 2)|... @ 1) Е 


напр., при 7 = 3, получаемъ: 





5 
а 





зу о ра и ау Я 
= [2 —2} (1 Н) в За 


(<> 


$ 172. СдЪлаемъ здБеь одно замБчаюе, полезное во многихъ случаяхь. Когда 
независимая перем$нная остается неопред$ленною, мы сохраняемъ право выбрать ее 
посл$ и, притомъ, совершенно произвольно. Поэтому, если въ найденныхъ формулахъ 
положимъ (4х = 0, то мы получимъ выражетя, къ которымъ пришли бы непоесред- 
ственно, принявъ х за независимую перем$нную; далЪе, вводя въ этихъ -формулахъ 
вмфсто независимой перем$нной х произвольную перем$нную $ мы должны снова 
придти къ первоначальнымъ формуламъ; если этого не И, то навЪфрное въ вы- 
числен!яхъ сдфлана ошибка. 

Пуеть, напр., при р5шени задачи на кривую, заданную уравнешемъ у == %(х), 
мы нашли для нфкоторой длины, опредфляемой геометрически, выражеше: 


1 _ 954у-- ауфх 
а аз ? 


при чемъ еще не сд$ланъ выборъ Нарин перемфнной. Положивъ теперь 4*х = 0, 
получим: 


1 __ 4549 
а аз ар’ 
2 
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Чтобы отсюда вернуться къ общей формулЪ, когда независимая перемфнная цакая- 
утодно, нужно замфнить 1т4?и черозь 1ха?у — ауа*х; въ такомъ случаЪ найдемь: 


Р»>. аси — ду 


‚| ре (Г — ах 


Этотъ результать не совиадаеть сь первоначальною формулою, что невозможно; зна- 
читъ, не точны т%, неизввстныя `намъ, выкладки, которыя привели къ ней. 


ОДНОВРЕМЕЯНАЯ ЛАМЪНА ВСЪУЪ ПЕРЕМЪЬННЫХТ. 


8 173. Иногда представляется случай сдфлать въ формулЪ замфну всЪхъ пере- 
мфнныхъ и поставить вм5ето нихь друмя, находянияся съ первыми въ данной зави- 
симости; это, напр., случается въ задачахъ при переход$ отъ прямолинейныхъ коор- 
ДИНАТЪ КЪ полярнымъ. Въ таких’ ь с. тучаяхъ вопросъ сводится къ рёшеню слЪду ющей 
общей задачи: | 

дано, что // есть функшя оту г; подставить вм$сто этихъ перемфнныхъ двЪ 
вовыя и и т, предетавляюция изибстныя функщи отъ первыхъ, и выразить дифде- 
реншалы хи / въ функшиа оть диЧеренталовъ новыхъ перемфнныхъ 1 и г. 

Для рёшеня этого вопроса необходимо сначала приготовить данную формулу 
къ преобразоватю такимъ одразомь. чтобы независимая р была бы произ- 
вольна; для этой ц®ли достаточие вычислить 4х, @ у @х, у, 

Очевихно имБемъ: 


МА “(7 . 
4х — <: (и —- (о ШГ, Ч = а В. а (1) 


Эти уравненя даютъ дифференщиа: зы перваго порядка ах и ау; дфйствительно, 
такъ какъь хи у даны въ функии оть ни г то можно г тв чу У 
вать, какъ извЪстныя, полученвых или непосредственнымъ дифференцировавемъ, или 
съ помощью метода дифференвировавия неявныхъ функшй въ томъ случаЪ, когда 
и И © задаются двумя уравненмями, не рёшенными относительно х и у. | 

Г риеронцируя уравнения {1 находимъ: 


разсматри- 





А оба 2 фл .. ах . ат 
С = и --Ь нак -- 5 @*-- -— Фи 4% 
Аи” ' диаг “Те 010” ди ТГ г 

О ня Тв с У. ау Чу 
ЧР — 2 и -л. днав -- В д? аи -- 7 д 
{ аи? ! "ие ' (2:7 па {9 2 


5 а. и Ге Фу (у 
вл а = о, ляются непосредствен 
и т. д. Значеня ди? дидь? ЧА: Лео 2? бир ВЫЧИСЛЯЮ редотвенно, если 


хи даны явно въ функши оть н ит; въ противномъ же случаё—при помощи 
`извфетныхъ методовь дифференцироваюя неявныхъ функшй. 
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Особенно эта теоря ‘иметь Пе ВЪ ‚НОЖА дифференщальнаго иечис- 
леля къ геометрми. Пусть, напр.., | 


›__ (Ч- ау 
—_ ау — ду 





есть выражене н$зкоторой длины; требуется найти выражете, въ которое обратится` В 
посл зам$ны въ немъ х и у новыми перемфнными р и ®, опредфляемыми изъ 
уравнеюй: 


2 == 0605, 


9 — ОШ. 


Принимая о за независимую перем$нную, будемъ имЪть: 
Чх — 40608% — от е4о, Чу —= 4 $то —- рсозфо, 
(22; — 40605$® — 246 Зою — особо ?, 
Чу — ета Это —— 246 60$ ®4% — ро? 


и, посл$ подстановки, 


> 9 У 3 
а (02 -|- ра®?)- 
_ ра - 244% — ро 


$ 174. Пусть требуется въ формул принять перемфнную, которая все время 
разсматривалась какъ неопредБленная, за независимую; въ такомъ случаЪ, если она 
представляетъ одну изъ буквъ, входящихъ въ вычислен1я, вс$ ея дифференталы по- 
рядка выше перваго приравниваются нулю, а если эта новая перемЪнная входить 
въ вычисленя неявно, то нужно поступить иначе. 


Въ послзднезмгь слу чаЪ составляють второй дифференшалъ отъ. этой: независимой 
перем$нной п приравниваютъ его нулю; тогда между различными дифференщалами 
буквъ, входящихъ въ разсматриваемое выражение, получится зависимость, съ помошью 


которой можно его подвергнуть безчисленному мхоестот преобразован!й. Возьмемъ, 
Нан выражеше: 


к дух -— ах4?у - (1) 


п. примемъ за независимую перем5нную фу НкЩЮ 5 ОТЪ Хх Пу, опредфляемую урав- 
нешемъ: | ` 


45? — 41% —- Чу?; _ (2) 
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$, какъ извЪетно ($8 118), есть дуга кривой, координатами точекъ которой служзть 
хиу. Приравнивая 425 нулю, находимъ равенство: 


0 = 42425 -|- ауа?у, (8} 
при помощи котораго можно многими способами преобразовать выражене (1), поел 
чего это посл$днее приметъ видъ: 

/ 42 @\ (у 
ИЯ. ети ВУИ 

у 5 > И Чу 

\ а $ 


, 1 
Для большаго изящества возвышаютъ —> въ квадрать: 


2 








1 (42) (@ 


Е \4/ \а + (5) (@2\?_ о 42 ауа2 ау 
\ 4$ $7 


\4?) _^ а3 а3 а8 аз? ? 


а такъ какъ въ силу еоотношевя (3) 























__ о 92 ау ФФУ (=) (=) =2 (5%) [4°/\?__ [| ах Ф1\?, [ау Фу? 
а аз 488 а“ \ 48) 14) —-° \ аз) (а) — \@ а) Т | аз а] › 
то 
= (42) (69) (96 (22 (22) (9) (20 (2 
> Че: (а | та т аз 45°) ! \ аз 91° 
или 








++ 
ВР ав) 1 аз} _\ 48? 1 15 (= (1%) у 


Должно замфтить, что выражене В въ функщи производныхъ отъ хи у, взятыхъ 
по $, неопредЪленно;` въ самомъ дфлЪ, между этими производными существуютъ со- 
отношен!я, и два выраженя, содержания ихъ, могутъ быть равносильными, не будучи 
тождественными. 

5 175. Когда получена формула, въ которой за независимую все время прини- 
малась перемЪнная, опред$ленная такъ. какъ указано въ предыдущемъ параграфЪ, 
то можно поставить себЪБ задачу перейти, съ помощью этой формулы, къ общему 
случаю, гдБ независимая перем$нная была бы совершенно произвольною. Этотъ во- 
проеъ отличается отъ рёшеннаго въ $ 169-мъ. Въ самомъ дфлЪ, здЪсь производныя 
взяты по перемфнной $, которая вмфетБ со своими дифференшалами должна исчез- 
нуть изъ окончательнаго результата. Если дано, напр., уравнете: 


т, (28 р (2) 


22 \а#) 482 (1) 
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ГАЪ 
45° — 452 —- 41?, 
то по формуламъ 8 169-го получится: 


р? 45° 3 (2) 


] : | 
мы же хотимь получить выражеше лля —> безъ 5, въ функщи исключительно отъ 


хиу. 
Относительно выбраннаго примЪра ограничимся указатемъ хода необходимых 
выкладокъ. 


р 2х ?у 
Чтобы преобразовать формулу (2), достаточно вычислить 42 И д; НО, ТАакъ какъ 





452 — 42? ду? 


то 
ах __ 4х 
4 У 42? | 4? 
4х] але. а _ аж(ахфх -- ауа?у) 
Фа | У _ Фи @мубу , 
4$? —_ @ В } а 4$(ах? -- 4?) че (4? з 4”) . 


точно такъ Же 


Фу _ @уах — ахау?х 





45?  (ат-ау}у 
Сл$довательно, 
( 2 Еы (ФУ\?__ (Фхау? — ахдуа?у)?-- (4у4л? — ахау4?х)? __ 
\ 48° \ 5? ) В (45° -- ау”)* % 
_ @тауая” -- ау) -- Фуазах” -- ау”) — захфхауу (ах -- ау") 
= (42? -- ау с’ 


_^ (ахау — ау?) 
о (@- а ? 


что представляетъ весьма извЪстную формулу. 


СЛУЧАЙ МНОГИХЪ НЕЗАВИСИМЫХЪ ПЕРЕМВННЫХЪ 


$ 176. Если въ функщи отъ многихъ перемфнныхъ эти посл$дыя замфняются 
новы ми, то производныя отъ преобразованной такимъ образомъ функши могутъ быть 
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вычислены при помощи соотношенй, съ которыми мы сейчасъ познакомимея 1 


которыя даютъ возможность вывести изъ нихъ производныя отъ функщи въ сч 
первоначальномь видЪ. че 


Разсмотримъ сначала, для большей простоты, функшю 2 отъ двухъ перемённыхь: 





Пусть ци и г будуть дв новыя перем$нныя, связанныя съ хи у двумя данными 
уравнен1ями, при чемъ не исключается, конечно, елучай, когда одно изъ.этихъ урав- 


ненй есть и = х или $ =у и, слФдовательно, ‘будетъ замнена только одна изъ пере- 
МЪНННЫхЪ, ОТЪ ‘которыхъ зависить функщЯ 2. 


Если х и у— независимыя перемЪнныя, дифференщалы 42, 422, 42, ... являются 
вполн$ опредфленными и ихъ выражен!е было дано какъ въ функши отъ 4х и 49, 
такъ п въ функщи ‘отъ дафференщаловъ и, Чг, @?н, 45, .:. Отождествлене этихъ 
выражеюй дастъ намъ искомыя соотношеная. 

ИмЪемъ: 
ра И 
4х т" 


Эти два выраженя 4г должны быть тождественны посл зам$ны ан.и 4 ихъ значенями: 


ее Чи а ы Чиа 
и У, 


ее 0 м о 


а ил 


ДЪйствительно, тогда оба выражения 42 будутъ вида Рах-- ду и такъ какъ оба они 
представляютъ, съ точностью до безконечно-малыхъ второго порядка, ‘приращен!е 
фунекщи 2, то ихъ разность должна быть безконечно-малою второго порядка. Замфчая 
же, что 4х и 4 — дв безконечно-малыя перваго порядка, не зависяния одна отъ 
другой, выводимъ, что, эта разность строго равна нулю. 

Изъ такого тождества вытекаетъ: 


42 42 Чи аа а 


—. 
——_——— 


47 а а 4 а?’ : | 
42 _ 42.44; а 4 ых и 


Чу Чи ау ! 4 ау` 





Эти уравнеюмя рёшають вонросъ для случая  производныхъ порваго порядка. Произ- 
аи Чи 4 а 
‚ ВоднЫЯ, т, “ау > “Че входящая сюда, должны быть разсматриваемы, какъ извст- 


| са озтучаются онЪ-изъ данныхь’ уравнений, ‘связывающих: И 0`съ. 2. и 9. 
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ЗамЪтимъ, что каждое ‘изъ уравневй (1) можеть быть выписано, какъ прямое 
слдетве‘ изъ правила дифференцирован!я ($ 58) сложныхъ функшй. 


$ 177. Сравнеше двухъ различныхъ выражен1й 4?г дастъ производныя второго 


(22 422 — (12 
порядка да, Дау» ду ВЪ функщи отъ производныхъ, взятыхъ по перем ннымЪъ # и г. 


Разсматривая (хи Чу, какъ постоянныя, имфемъ: 











р р 5 427 и: 2 а ат4у —- 3 г 5 4у?, (1) 
Е г Чи? но = ана Ня г. Е 5 4 Иа 52 Фи —— т 425; (2) 
кромЪ того, 
АА Ч ты у = 97 > 42 рой у, 
Чх а, 
и —= фи 2 т - ахау- г 4, ^ = г. (11? 2 та деду ахау Еву" 


Уравнене (2) посл$ подстановки въ него этихъ значен!й приметь видъ: 
(2; — Аа? -- 2Бахау -- Сау?; 
сравнивая съ уравнешемь (1), заключаемъ, что 


СИ ИР даа 42 __ 
4 А, ха ‘ао С, 


, | р ФФ 42 4 42 а ЕЕ 
тгдф А, В, С — извЪетныя функщи оть Тиё › Диаз? ая Чи? 4ь И ОТЪ Производныхъ 


+ И 5, взятыхъ пох И у. 

'Тотъ же методъ, очевидно, распространяется на производныя третьяго и высшихъ 
порядковЪ. 

$ 178. По предыдущему методу опред$ляются за-разъ, изъ одного равенства, 
вс производныя одного и того же порядка. Впрочемъ, можетъ понадобиться выражеше 
только одной производной, — тогда находятъ болфе удобнымъ опредЪлять ее непо- 
средственно и отдФльно. Е: 


Предположимъ, напр., что при данныхь предыдущаго параграфа требуется вы- 
|2 = 


ЧИСЛИТЬ а. у’ 


. Сначала, по теори сложныхъ функщй, пишемъ: 





ЕЕ СЫ жы Че. 
ах Чаи ах Га а ` 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНИЕ. 25 
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Чтобы ПОЛУЧИТЬ де › нужно взять производныя отъ обфихъ частей этого равенства 


по у, т.-е. написать: 
‘2 _ а [4=\ аи |. 42 4% | а [а2\ 4 | аг а. 
ахау ау би) с Г аи Чхау ' Чу Чё ар Г ав азау › 








при этомь 1 (42) и ИЕ отутъ 6 чис бщей ‘Л 
р ИЯ Чу 45! Могуть быть вычислены по обще формулЪ: 
т а С. 
Чу аи ау ' @ ау’ 


такимъ образомъ находимть: 


(2 Фа аи аи | с (22 и Чё а | 42 Фи |, 42 4% 
у Ах 


Чх4у — аи? ах Чу Г Чиаь \ ат Чу 45? Чх №. т а и ао ахау_ 


Т$ же принцины прилагаются къ преобразованию производныхъ отъ функши съ 
большимъ числомъ независимыхъ перемф$нныхъ; нЪФтъ никакой необходимости оста- 


навливаться на этомъ. Приложеншя въ дальнфйшихъ параграфахь не оставятъ м%ета 
какимъ-либо затруднетямъ. 


СЛУЧАЙ ЗАМБНЫ ФУНКЦ!И 


$ 179. Когда уравнене связываетъ н$еколько перем$нныхъ, каждая изъ нихъ 
_ можетъ быть разсмотрЪна, какъ функшя отъ всЪхь остальныхъ, и часто въ течени 
одной И ТОЙ Же выкладки считается полезнымъ замЪнить не только независимыя 
перем$нныя, но еще и функши, которыя отъ нихъ зависятъ и вм$ето которыхъ 
вводятся въ такомъ случаз новыя функшши, связанныя съ первыми данными со- 
отношенями. 

Путь 2.есть функшя оть хи у. Предположимъ сначала, что требуется подсета- 
вить сюда новую функшю я отъ двухъ новыхъь перемённыхь к и 9, при чемъ и, $, и 
связаны, конечно, съ фх, у, 2 тремя данными уравнетями. 


ИмЪфемъ: 
ии = с и ЧИ 5 48, 
ыы ы ыы у а-я ау , 
во 5-- ду Ч ду 42 = д @- ау 9-9 (1 21,49) 


ел$довательно, 


‚Ги (м; @иаг\ | а ие 
41 = | (15 Г а2 4%) 1 4% (2: ака! Г 


ав (аи ‚, аиа?г\ аи /40 о т) 
а ом 
+5 (25 Г а аи) ` | г Та ау ау, | 
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съ другой же стороны 


а Ч аж. 4 ы. (0 7 (и, аш а?\ (и ‚ 4 42\ 
и ат ду 49 Г А [= ++ Г аа ах] 7 "(а и аи) “9 @у. 


Нриравнивая другъ другу коэффищенты при ах и ау въ этихь двухъ значеняхъ 4, 
получаемъ уравненйя: 


Чи @ш42 _ аш [4в |, 4на2\ | ав [45 , ара 

(х ' а ах аи Е т Г Чо \ах | Не 

0 ‚ ашаг __ аш а 4% | @5 ‚ 42 а \ 
40 \Чу Г аг ау]? 


Чу Г ага” аи \ у ' 42 Чу 


ающя возможность выразить и “? въ функщи отъ о ао Друмя произво 
о. : р ах ^ ау а аи 2 ° у пр д 


ныя, входяция въ ихъ выраженя, именно 


И 


ое” 4” авт” 
сматриваемы какъ данныя, такъ какъ 1, %, #2 — ИЗВЪСТНЫЯ функщи отъ ях, у и 2. 
Такъ же составляемъ дв формулы для 4: 


.,› должны быть раз- 














2 
Фи ее 5-4 --9 те Чи —— Неа < о Фи СР ас, 
во и: г ах4у —= деву —- с > 421 ат" 2х —— 2, — т. бу: 22. 


Если замфнить ди, 4, 4%, 4 и 422 ихъ выражетями въ функщи отъ 4х и ау, то 
06 формулы примутъ видъ: 


4 = Рад? - Здахау -- Вау?. 


Пользуясь теперь ихъ тождественностью, напишемъ три уравненя, изъ которыхъ 
фе Ре (а 
42?? аду 4 
по ци #. Мы не будемъ останавливаться на этихъ слишкомъ сложныхъ и не инте- 
ресныхъ выкладкахъ. о 


могутъ быть вычислены въ функщи отъ производныхъ 10, взятыхъ 


ПрРимърРы 


$ 180. Преобразовать выражение: : 


0" * ау а? 


замфнивъ въ немъ. три прямоугольныя координаты х, у, 2 тремя новыми прямоуголь- 
ными координатами х, у, 2, связанными съ первыми посредствомъ равенствъ: 


д — ахуе у =ах- Буре, 2 =аж уе", 


20* 
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при чемъ девять коэффишентовь а В са, 0, с, а’, В", с’ связаны межклу собою 
извфетными соотношенями, которымъ удовлетворяютъ косинусы утловъ, образусмыхъ 
попарно осями об$ихъ прямоугольныхъ системъ. Замфтимъ, что соотношен1я, свазы- 
ваюпия преженая перемфнныя съ новыми, вс первой степени, — поэтому Их, ам, а: 


будутъ постоянными одновременно съ 4х, 4у, 42; значитъ, мы въ правф ПИСАТЬ: 














2. 6 пот Фр .2 р т, (6 и 
Е — == 47° — д 1)? — а С (2 --2 АхЧу — Е Ах? п а ит 
1 2 э 7 [25 в ! 
о зо х— ть 4)? -= Е 2—2 се. дхау — 9 ра т Ч: 9 а - д Чу: 


кром$ того, 
ах == аах-- 54у-— с4:, ау =аат вау са:, ах = а"ахг-- "аи -— саг. 


Подставляемъ эти значен1я`во вторую часть предыдущаго уравнев1я и приравниваемъ 
другь другу коэффишенты при подобныхъ членахъ въ обоихъ выражевшяхъ 4%, 
тождественно равныхъ между собою вел$детве произвольности 4х, Чи, 42; находимъ: 


вы 


Фе, „ато 9% 








‚., $ на 40 | Че ‚ 2% 
оба 18 ИЖ СЕ да 2 о 11 11: - ра 
ао“ ад Г Ч’? | Ч“ ат 2аа ет 24 Ча рак | О ' 
в 12 @ | ра 0 | ти — р (т „ 4 и 
ар ^ а г аи"? т -- 200 и " р 209 р = 265 пт : 
2% ло 2%. | 15 (2% ыы :/'2 ия —- о и о и Г 
дас де С° а" пра 309 пут 96 ЗЕ -за Чтау 


СлБдовательно, принимая во внимане соотношения, связываюция девять коэффищен- 
товъ, имБемъ: 


8 ‚ 40 _ 40, 4% | 4 
_ 423 | у? Г а2? а ау? те Я р 


$ 181. Преобразовать выражение: 


42% 
ЕЕ, 


въ которомъ х обозначаеть какую-угодно функцию. отъ 2 и у, замфнивъ х и у пере- 
мфнными ги 6, связанными съ первыми посредетвомъ равенствъ: 


Х==7с0$6, у = 7816, 


равносильныхь 


3 — 2 Е у, 0 — агат > -х 
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м ъЪемь. 
к — 00 бро о дхау 0% 
452 Г дтау УГ т, 
о (у 5. 2. 5 то „а 2. 
Фе = оз 2 т та —- т; 10 -- 52 а 1%; 
кромЪ того, 
Ч’ — р 98 уд 4 — нА — у ее | 
? у 
(хах -- уду» 5. 
(4.5? - ау) г — —— ь х 
у (© (422 - ду?) — (ад -- иди) _ («Чу — ан 
Ра Еве! — Себу — мал 
426 — — 2(#4х -- у4у) (вау — уах) о (т 2) ахау — у (у? — ал?) 


(22 у) (у 


и, сл5довательно, - 


п Г ——ы———_—__Ц^ 


ыы г Вы. уау) |. о @® (22 — у?) ахау -- ху(ау? — а? т 
С ре 


42 (хау — ны 2 (хау — уах я - ( о (4/2 — 2?) ахау — ху (4? — ах") 
| 99? 7 | ах 2 (9 | 7 : 


Приравнивая другъ другу коэффищенты при 42? и 4у’ въ обоихъ выраженяхъ а?ь, 
пишемъ: 


- о: 0 = 2лу Го , у, у | 2ху@ 





— ——————ы —— 


а уз @га9 тЫ 4? 7 Г ам 4’. 


Фо _ За Фо Фо бой _экуь 
Чу? 4? 7? | 73 ата Г ая 1 ак” 7* а4’ 





откуда. 


о | 9 | 
Чл? Их ау 4 | 09° 7 | 


6 182. Преобразовать выражете: 


(25 4% 23 
НН, 


сдфлавъ переходъ отъ координатъ х, 9, 2 


къ полярнымъ р, 6, $, связаннымъ съ пер- 
выми посредотвомъ равенствъ: оон УВ» 42 


2 =6080,  х==р5т6с08%, — у==решбзшУ. 
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Вводимъ сначала вспомогательную перемнную 7, равную 
тогда о и% 


произведение $10; 
„ зам$нятъ вполнЪ 5 и у, и такъ какъ 
х = /60$%, / — "$, 


то по предыдущему получимъ: 


Фо | 4% __ 1 4-5 


ее Сео 
Е у ат О ГВ 


значитъ, заданное выражене приметъ видъ: 








Е (0 | 0 


г Чг ' 4:2? ` 


замЪфтимъ теперь, что ги 2, при данномъ % будутъ двумя прямоугольными коорди- 
натами, относительно которыхъ о и 9 можно принять за полярныя, т.-е. написать: 


25 12% [С 1 42% 1 40 
в. — = — — —. И В 
(2 ' а а т 6? а? р 6 4’ 





Сл$довательно, 


Фо |, 40 |. 4% 


Фо, 14? 1 @ 
—- чак == к 
ат Ау” = "® 92 


149, 14% 
Чт р? мис ватее. Гф @° (4) 
( — . 
Остается вычислить -_; не слфдуетъ забывать, что при вычислети этой производ- 
ной № и 2 разсматриваютея какъ постоянныя; о въ такомъ случаЪ зависитъ отъ 
| | 
оиби 


4 вер р а 
аг а аг! а!’ 


‚ДалЪе, такъ какъ 2 постоянно, уравнеше рс’.50 = г даетъ: 


— 6311046 1 ео5640 = 0, 
откуда 


ви 
1 — 68180. 


_ Кромф того, изъ уравненйя о5т6 = выводимъ: 


арзто -- 0605020 = ат, 
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что на основании предыдущаго равенства можетъ быть написано въ вид%: 





0$ 9 | (0 
(1 ал — = < ( 
[010 — Е! Ч’, ИЛИ 7; == 19. 
Наконецъ, заключаемъ: 
(9 518 ‘058 [в [2 с0$9 
(1) рЁа158 б (г + 44 6 


(0 : 
уравнене (4), посл замфны въ немъ ги 1; Ихъ значеюшями, переходить въ урав- 


нен1е: 


(г\ ‚ В А 2 и- Ц 


о 6006: 5° Е 
ое 8] Ем 62 $10? 9 12 Та ЗА о ФФ‘ 


[ 
пл Г ав а 





$ 183. Приложимъ общие методы къ тому случаю, когда; прямолинейные коорди- 
наты 2, у, 2 замБняются тремя перемфнными о, о,, 6,, которымъ Лямэ, часто и пло- 
дотворно ими пользовавпийся, далъ назване системы криволинейныхь поординатз. 
Пусть | 


м, дер, Фа у Зо, * вх, у ЕР, 


будутъ уравненя трехъ системь поверхностей, пересекающихся подъ прямымъ угломъ 
и дфлящихЪъ пространство на безчисленное множество безконечно-малыхъ прямоуголь- 
ныхъ. параллелепипедовъ; каждой систем значеюй параметровъ р, р,, о, соотвЪт- 
ствують три поверхности, которыя, по предположен1ю, пересЗкаютсея подъ прямымъ 
угломъ въ точкЪ, такъ же хорошо опредБляемой значешями р, р,, 0, Какъ и значе- 
шями 5, 1, 2. Эти параметры образуютъ сисиему хриволинейныхь координать. 

Лямэ съ большою пользою ввелъ въ вычислен1я, относяцшяся къ этой теорли, 
три функщи 1, йЙ,, й,, опредБляемыя изъ уравнений: 


УВ 4 \? р \? 
(же) (9%) (4%) ; 





ры 9, т.) <) | 

т (а. тр (а. Е в (1) 
› _ (4); (9? +) 

= (4) + (#2) + (9 " 


Эти функши не измЪняются, въ чемъ не трудно убфдиться, отъ зам$ны координатъ 
х, у, 2 другими прямолинейными прямоугольными координатами, ‘Это, ворочемъ, вы- 


4 Ч. 4. 
текаетъ непосредственно изъ того, что —-, 31, —* представляють ($ 125) ребра па- 
1 о | 


раллелепипеда, ограниченнаго шестью поверхностями, соотвфтствующими значенямъ 
$; В-Е ар, р, р -Е 40, р., р» ао, нашихъ параметровъ; измфрен1я же такого паралле- 
лепипеда не могутъ измфняться вмЪетВ съ направленемъ осей. 





Замфтивъ это, постараемся сначала выразить производныя отъ 5, у, г, взятыл 
по р, 0;, 0, въ функши отъ производныхъ р, р, р» взятыхъ по т, у, г. Пишемь: 








= 4х —- ига ау— +24, 
= 4. и и ты (2) 
2, 2 

р, — Рак аи-- “в а. 








7 НЫЕ (1) (2 


Чтобы вывести изъ этихъ уравненй производныя отъ х, у, г, взятыя по о, рр 


р5шаемъ ихъ относительно дифференщаловъ 4х, 4у, 4г. Если принять во вниман!е, 


1 4 а 3 9. а 


О — — а Фета пая зо . 
что -- и» 1 п" Я суть косинусы угловъ, составляемыхъ (8 96) съ 


осями координатъ нормалями къ тремъ нашимъ поверхностямъ, которыя, по пред- 
положеню, образуютъ прямоугольную систему, то увидимъ, что для р5шешя урав- 
ненйй (2) достаточно ихъ сложить, предварительно умноживъ въ послБдовательномъ 


_ т Ч № 94, - 4 46. 1 4 Га: 1 4 
порядкЪ сначала на 15 -., а ах, затЪмъ на -- има, 
2: ба 1 ба аь 

22 Ч? №? а? 18 “42 ` 


и, наконецъ, 





на Такимъ образомъ находимъ: 


еее 











@р: р 4. 
17 Г 4 Ч. 722 ал 4. 
мае ( ‚ 1 4, - № (1 
(4) — 72 ау Ч г 72 а Фр и. т, 
сы № к < 1 45. 
(а = 72 р {0 ати ва > Ч г аа 45 
и, сл$довательно, по 8 57-му 
Ч. Ч, 1 4% 
4 12 42’ ф. М 4’ 4, № 
ау _1 4% ау _ 1 42 ау _ 1 4 
а № ау’ Ча 18 ау? 4 12 ау’ 
ета МЕ 4 
Ч |? 42? Ч - 42? 4. 1 42 


Впрочемъ, эти формулы можно доказать непоередственно. Въ самомъ дфлЪ, замБчаемъ, 
. ах : | 
что произведеше г 4 представляетъ безконечно-малое приращен!е перем$нной #, когда 


при р, и р, постоянныхъ р получаетъь приращеше 4. Значитъ, это произведен1е есть 
проэкщя на ось Х-овъ безконечно-малой нормали, содержащейся между ВАН 


соотвфтетвующими параметрамъ ри Г р-Г 4р, и равной ($ 125) по длин -- . А такъ 
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какъ косинусь угла, составляемаго этою ‘нормалью съ осью ХА-овъ, выражается (8:96) про- 


[ 4 
ИЗЕ М, 4 
зведешемъ -- -7., то 


4х т > 96 
—— 40 — =. (10—, 
пра 
или, по сокращеюи на 4, 
4% 1 4 
4 1 ах 


$ 184. Вычислимъ теперь въ унии ОТЪ сен о, 0,, 0, сумму 


0. ео а 95 
453 1 ау? 1 42? 





которой Лямэ далъ назваше параметра. второю порядка функизи о. 
Прежде всего этотъ параметръь выражается легко черезъ таке же ‘параметры 
отъ перем$нныхъ о, о,, 6,. Въ самомъ дфлВ, имЪемъ: 


42 _ 4 4 | 4 4 | 4 4, 


42  @ @ т а ах ' ар ах’ 
ов фе бобы ее аыр у о о бы бы о бо быв 
ах" Ра" 4 9%) | 4 (7 о? а 1`Г^ ана. ах ах Г ^ 40. ах ах | 
о о Фр, Фе, 4 бы 40 а 

вой, Ах ах ' Ффат ! ав а ТГ 4, ах? ? 








20 _ а*% 


такъ же составляемъ а И 28 ‚ складывая ‘вс$5 эти вторыя производныя и принимая 


22? 
ВО вниман!е, что поверхности взаимно-перпендикулярны, находимъ: 
































О Ее СО ла бо (Нав) + 
Чл? ' ау?! а= 40° 11 42 1 2 453 1 фо ат ! ау? | 422) 
_ 4 (Чат Фа | не (бе о о 6 \ 

`` а 1! ау. | а] т аа г а | а]. 


слфдовательно, параметръ второго порядка фунЕНИ  выраженъ въ функщи отъ о, р., о. 
и отъ параметровъ этихъ трехъ функщй, которые мы теперь и постараемся отыскать. 

$ 185. Поверхности, выражаемыя уравневшями: р = с01$%., ©, = с01$8%., 0. = ©01$%., 
пересекаются взаимно подъ прямымъ угломъ, независимо отъ значен1й тфхь постоян- 
ныхъ, которымъ приравнены о, о,, о., И косинуеы угловъ, образуемыхъ тремя ихъ 
нормалями въ какой-нибудь точкЪ съ осями Х, ХУ, 4, будуть: 








1 4ф | Ч. 1 @Ф 
1 4?’  йау? о 48! 
] (фу: 1 (2 1 4: 
7. &’ ау’ н а? 
1 4 о 1 4 1 42 
7. 2’ 1 аи’ 1. 42. 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИОСЛЕНТЕ | 23 
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Между этими девятью количествами, какъ между косинусами утловъ, образуемыхъь 


попарно осями двухъ прямоугольныхъ системъ, существуютъ слфдуюцая весьма 
изв5стныя соотнощеня: 








А (в; 
ах 141. \ 942 ау Чу а)’ 
ЧН 115 \ Ах ав (2 2) : 
фа" (еее а) 
четы Тело Чу ах ад ау) 
И (5 0 —$) 
ах № \4= ау аи а=]? 
Ш (6—4 ® 
Чу рр. \ах А: 42 Ах]? 
4 Та [4 9 _ вые) 
аг —  Шь \ау ах ах ау] 
и (_@& 4) 
4х 11. \а2 ау Чу 42]? 
А (#4) 
Чу рй: \ ах 42 аз ах]? 
4. _ Й.. [ар 4: 45 40: 








42 Мы \ ау ах а а, 








6 (9. 4 
Выводимъ изъ этихъ формулъь Зная И РЕМ дифференцируя 1 По 9, а зат5мъ т по в 
и полученные результаты приравниваемъ другь другу: 
Л 
гы | Ав 
Л, \а2ау ду 4? 42 : 42 а? ауауаг) ' ау \42 а виа 
Йй 
ааа ды Ра вы ты) (4, _ а 4, 
й.Л. \ 45° 42 42ат Чх ‘ ах 4х4Е 42 а? ах 42 а2 ах!’ 


| ах 


или же, перенеся вс$ члены въ первую часть и придавъ и вычтя, для большей сим- 
метрии, еще н®которые, взаимно уничтожающиеся, напишемъ: 




















7 Е (4 ‹ 46 | 22) — 12 [а -- с ба. +8) |+ рег 








п. 142 \@2? : ау Т 42? де \@2? ' ау? 1 а) 
Чр, де 4е.^ ‚. 192 65 я о 
ор [4 42 С и. (а 96: 42 | а "а: | 
| Гай 1 \ 4 ау ! 42 ие ах ах Г ау з Г а2 42 | 








р а” й а №. р Я ПХ я. 7 дс 
|% +8 Й.йы в Я Й. 1 2 45. 2") _ дв [4 1.й 14% а, 4%. тт к) О. 
ах 42 Гу 4 Та а 2 \ат а | ау Чу 42 а /|`о › 
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на основании же формулъ 8 183-го, а также равенства: 


› Фр К ( Ч: 1 
_@2 ах , аё ау ‚ Га: 42 _ 42 


=—— ——ыы ——— ——_— —ы ———_—=—=— 


ах а ' ау 4! 9 Ч Я бо 





это уравнеше перейдетъ въ слфдующее: 


[ бо 


2 @6>\ 
Г 12? 42) 














Й | [3 46 
2. | аг \4х? Т ау 





р» (Фр ф г: * те м 4 = №: а 
42 а Гат таг) т 
фр ат __ @65 И т: 
(“891 72 о го р ДИ 
а -е =. 


Точно такъ же получимъ два другихъ: 

















| р 4: 42 
7 р [4 6: 62 | 462 ии ое (еоа аа) р? у д. йе 4 а 
й:Й2 | ду \а2? т а. г 42?) ду \42? | а? а? Г“? 465 т 4: | 
д й 








@-—— й-—— 
и о 12 7.75 __ Фо 212 йа 


се = 


















































ре 4 
Й Че: [@ о ЕО (155 Е г 72 4 т 47| ‚. 
йо | ах \42? Гар ! а] Чт \ 42? ау? ' а) Г ар 1 4, | | 
Л й 
об В ЩЕ 
Г ах? ав. ах 1 4, " 
им. 1 а Фр: 
Умноживъ эти три уравнен1я соотвЪтственно на =, т т и сложивъ, найдемъ, 
посл всЪхъ упрощевйй, 
_рй 
4] : 
| (Че о в, от йо О 
13 \ ах! ау | 42] ! 4. 
Я | ь ихь на @® 4  найдемъ: 
акъ же, умноживъ 28 Теа, демъ: 
йй. 
1 ее О 
42? \ 9?! а4=] ‹ Ц. } 
точно такимъ же образомт: 
ао й. йо 
1 (99 о) <: 2 
24°! а! а | Чо г 
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т (4144 :- 
Принимая во внимане эти уравневя, можемъ теперь выражеше 46 | 124 


-, 


найденное въ 8184-мъ, написать въ сл5дующемъ видЪ: 


ыы а \ 
2. Йь | р 42% а а ВТ :й 


о БВ | 


40 | Га. й. (То Я Я 


Ре, а ЛЬ 


1х 
в (2е ем 1, 
> \ а "ча А а 05 








а р_ 4 1. @ _, @ Че 
аа Те. | 74 й 4 |. САЙ ар г т и | 
ат ‘ ду ' 4 4 | и № 4 


Если р, р., р. — полярныя координаты, такъ что взаимно-перпендикулярныя поверх- 
ности суть сферы, то, 


жаются дв угловыя координаты, имЪемъ: 


$11 6 605%, 
= р О 


отсюда 


0 — а1'сс0$ 








и (7? —- 9/2 —- 22 
Такъ какъ разстоян1е между двумя безконечно-близкими точками есть 
45? — @р* —- р*а6* —— рат 6, 


То 


2 р5шй 


_ и, слБдовательно, 


о 1/1 4% 
2% 02% 42%; | ( 6 @ + (8 109 — з)-- : с В |, 
да8 Г дз 2? р? а а, 8 4 [от #) 


ато вполн% совпадаеть съ результатомъ, найденнымъ въ 8 182-иъ. 


д 1 ан. Я 


зам5няя 6, и р, черезъ 9 и $, которыми обыкновенно выра- 
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УПРАЖНЕНИЯ 


у о 
4х? 





1. Доказать, что при х = с0$ё травненше (1 — 1? 








та: у =0 перейдетъ вЪ 7 т 
- (23 = (0). 
2. Преобразовать уравнене: 


Фа __ (2 
0 ау’ 


полагая х Г у=а, Х —У=В и разсматривая 2 какъ рункщю отъ «и В. 
3. Если 2 есть фуякщя отъ хи 9, то, полагая 


и 4 _, 2 _, г — В — 2727 0—2 
2—? у-% ай=” ау=® др-б = 9 


и принимая р и 4 за независимыя перемБнныя, будемъ имть: 


аи Чи __ Фи _ $ (Ри —$ Иа 
ржи ^ 


а“ ато н_9’ ара пя а ня. 


4. Еели 9(%, у, #) =, $.(х, у, #2) = в, $5(х1, у, 2) = р, — уравневюя трехъ групиъ взаимво- 
периендикузярныхъ поверхностей и, сл довательно, р, р., р», образуютъ систему криволинейных 
_координатъ, то опредБлитель спстемы функцай р, р., р», составленный по перем$ннымъ %, У, 2, ОТЪ 
которыхъ он зависяттъ, равенъ произведев1ю 71й.й., въ которомъ буквы имфютъ значен!е, ука- 
занное въ $ 183-мъ. 

5. Если 6?, р?, (2 — три всегда веществевныхъ корня уравненйя: 














ре. 9 Е 
А О: 
то, полагая 
ам —= СЕ ВИ п ии Ч. В п ь В ЖЫ 
И? — 1) (2) ИУ— 2 — 8) (и <) У (8 — 5) (#— 6“ 
заключаемъ, что уравнене: 
0% __ 9% 
47 +2 ее -` а — — 9 
равносильно 
„` 90 42% 
(и аа + — 95 ы = + (2 — 61) ты ащ=0 
6. Если положить 
о 90 я, # 
Иа ^ =\, ИФ =%, =) -—, 
ы [—х 
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то уравнене: 


8 4 — 4 
== (1—4) = ——- 
ау ах Чт 
перейхетъ въ 
45. #1 


ана)  4А%и-%)’ 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


Составлеше дифференшальныхъ уравненй 


ОПРЕДЬЛЕН!1Е ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНЫХЪ УРАВНЕН|!Й 


$ 186. Всякое уравнене, представляющее зависимость между функщею и ея про- 
изводными, называютъ дифференциальным уравнечемеь. Мы уже имБли случай ($ 146) поль- 
зоваться дифференщальными уравнениями для разыскавя производныхъ отъ н*- 
которыхъ функшй. Уравнешя этого рода есть одинъ изъ важнфЙйшихъ отдфловъ ма- 
тематики, подлежащихъ нашему изелБдован!ю. 

Т$мъ, что функшя отъ нЪкоторой перемБнной дана, еще не Г оповлбанетоя диф- 
ферентальное уравнене, которому удовлетворяетъ эта функшя. Въ самомъ дЪлЪ, 


пусть будетъ дано уравнеше у = $(1); дифференцируя его, пишемъ: 5 — (2); вся- 


С: 
кая комбинашя ЭТИХЪ ДВУХЪ уравнен1й дастъ соотношен!е между д уи — а ‚ Т.е. дид- 


ференшальное уравнете, которому у удовлетворитъ. Такъ, напр.., и 
функцию: 


4 — “т. 
находимъ: 
В 


эти же два уравнешя даютъ соотношеня: 


Чу о й ау \? ау 5. а 
и =, дни = 30, у’ (=) = 596%, (а) = 9. 


къ которымъ можно, очевидно, прибавить безчисленное множество другихъ. Если въ 
этихъ уравнен1яхъ принимать у за неизв$стную, то они будуть имфть общее р*- 
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шене. у = с27; кромЪ того, каждое изъ нихъ можеть им$ть и, Не ИАГБОРЪ 
безчисленное множество другихъ рёшегий. 

$ 187. Можно поставить себЪф задачею комбинировать уравнен!е, опредфляющее 
функщю, съ уравненемъ, изъ котораго узнается производная этой самой функши, 
такимъ образомъ, чтобы удовлетворить нЪФкоторому условю, имфющемуся въ виду 
при дальнфйшемъ изсл$доваюши. Неопред$ленностью подобнаго дфйствня пользуются, 
напр., для удаленя изъ даннаго выражен1я функши, не желательной въ дифферен- 
цальномьъ уравнеши, какъ-то радикала, синуса, показательной функции, и т. п. 

Пуеть, напр., дано уравнене: 


у—= [$(%) |". 
Выводимъ: 


та) [м-в 


сл5довательно, по исключени $‹(х)”, 


ау 

4х. __ т! ($) 
у  з@ 

Если дано, напр., уравненйе: 
у = у Е— 5” з 
то 

у 

ах Е: 

у 1—2?’ 


тд уже нЪтъ радикала. 
Пусть будетъ еще 


— $11 (2). 


Выводимъ: 


ау 
<: = 608$(2)..3 (5); 


исключая тригонометрическяя функщи $0$(х) и с0$$(2), находимъ: 


а 





2 м 
У \ 1х 17 
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Можно много привести подобныхъ примровъ, но мы здЪсь лишь еще разъ на- 
номнимъ, что дифференцальное уравнене, которому удовлетворяетъ данная функшя, 
по самой природ$ своей неопред$ленно. Вотъ почему, какъ мы только-что Види, 
можно самый видъ его подчинить изв$стнымъ условямъ. 


Йсключен!Е ПОСТОЯННЫХЪ 


8 188. Если функшя содержить въ своемъ выражени произвольную постоянную, 
то можно составить дифференщальное уравнен!е безъ этой постоянной, которому дан- 
ная функшя будетъ однако удовлетворять. Задача всегда возможна и опред$ленна. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть будетъ дано уравнеше: 


Е(х, у, а) =0, (1) 
Въ которомъ а обозначаетъ произвольную постоянную. Дифференцируемъ его: 


Е Чу _ |. 
ре. НЯ у 4 — 0; | (2) 


исключая а изъ уравнений (1) и (2), находимъ искомое дифференщальное уравнен!е. 
Это уравнене можно найти и другимъ путемъ: етоитъ только, напр., рёшить урав- 
нене (1) относительно &« и, представивъ его подъ видомъ: 


е(х, у) = (6, 


продифференцировать; тогда постоянная исключится непосредственно и получится 
уравнение: 


Вообще, прежде ч$мъ приступить къ дифференцирован1ю, данное уравнеше 
можно преобразовать какимъ-угодно образомъ; исключене постоянной а можетъ быть 
произведено посредствомъ весьма различныхъ выкладокъ, но конечный результатъ бу- 
деть одинъ и тоть же во всЪхъ случаяхъ. Въ самомъ дЪлЪ, когда намъ дано: 


Е(х, у, а) =0, (1) 


гдф «— произвольно, мы въ прав$ выбрать по своему желаню знамеше для х и со- 
отвтственное значене для и, а разъ выборъ сд$ланъ, уравнене (1) опредБлитъь а и 


. [6 
не будетъ болфе ничего произвольнаго въ выражен!и у черезъ 2х; значить, я 


4 
вполн$ опредБленнымъ. Такъ какъ производная я 


является 
опред$ленна при данныхъ я и ьц, 


(А 
то соотношене, связывающее х, у и т ‚ очевидно, также опредфленное и должно 


являться однимъ и тфмъ же при всякомъ способ получешя. 


ДИФФЕРЕНИТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНТЕ | 24 
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$ 189. Когда уравнеме съ двумя перемфнными х и у содержитъь нЪсколько 
произвольныхъ постоянныхъ, ихъ можно исключить и составить дифференщальное 
уравнене, въ которое онф болфе не входятъ, но за то придется ввести ровно столько 
посл$довательныхЪ производныхъ оть и, сколько было постоянныхъ. 

Пусть будетъ дано уравневе: 


ВВ ба бе СПЕ, (1) 


гв С. С. ..., С, обозначаютъ произвольныя постоянныя. Дифференцируя и разъ 
подъ рядъ, составимъ п новыхъ уравнев!й, которыя вмЪстЪ съ даннымъ дадуть воз- 
можность исключить и постоянныхъ. Но той же п$ли мы можемъ достигнуть мно- 
гими другими путями. Въ самомъ дЪлЪ, можно преобразовать уравнене (1) до диф- 
ференцировав1я; можно также преобразовать какимъ-угодно способомъ тЪ изъ урав- 
нен!1й, которыя вытекаютъ изъ дифференцирован!я уравневя (1), подставляя до новаго 
еще дифференцироваюя на м%сто какого-нибудь одного изъ нихъ результатъ его 
комбинировавя со веБми предшествующими. Можно, напр., исклточить постоянную С, 
изъ уравнения (1) и его производной, зат$мъ исключить (, изъ полученнаго такимъ 
образомъ дифферентальнаго уравнен1я и его производной, и такъ продолжать до тъхъ 
поръ, пока не будутъ исключены всЪ постоянныя. Весьма замчательно, что всЪ эти 
методы хотя и требуютъ сильно различающихся между собою выкладокъ, но приво- 
дятъ къ одному и тому же конечному результату Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ урав- 
неше (1) содержитъ п различныхъ постоянныхъ произвольныхъ, то можно, при дан- 
номъ значени х, выбрать по своему желаню соотвфтетвенныя значення для у и его 


ау 943 И 
ип первыхъ производных —, >, ..., = =. Но эти л условй пред ляють 7 
ах\“тах-” 4х 
поетоянныхЪ. и у является опредфленною функщею отъ х; слФдовательно, производная 
д" | 
> — опредФленна. Такъ какъ эта я”-ая производная опредфленна при данныхъ 


ау ау : 
а ето ТтО авнете связывающее ее СЪ этими количествами, также 
у ) 
2 7 д : ) а п—1? 


опредБленно и должно являться однимъ и т$мъ же при всякомъ способЪ его получевля. 
8 190. Чтобы дать примфръ исключеня постоянныхъ, составимъ дифференщаль- 
ное уравнене третьяго порядка, которому удовлетворяетъь функшя и, опредБляемая изъ 


уравнея: 


(2— а)? -—- (у— 6) = В?, 


выражающаго всф круги, нанесенные на плоскости. 
Дифференцируемъ три раза: 


ние о, 
ыы (49 \ т ( 
(у Вай + (&) = 


ди @?у 
аа На =0; 
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пеключая изъ двухъ послфднихъ уравневй (у— ), находимъ: 


|1 _ [9и\? 


Фу „ ЧИ [Фу 
Г 4%]. 


453 4х \ 41? 











о 
ре 


что и представляетъ искомое дифференшальное уравнение. 


ИсклюЮчЧЕН!Е ПОСТОЯННЫХЪ ВЪ УРАВНЕН!И СЪ НЬСКОЛЬКИМИ НЕЗАВИСИМЫМИ 
ПЕРЕМБННЫМИ 


$ 191. Дифференцироваюне даетъ возможность точно такъ же исключить постоян- 
ныя изъ уравнетя, въ которое входить функщя отъ н5сколькихъ перем$нныхъ, какъ 
и въ случа$ только съ одною независимою перем$нною. 

Пусть будетъ дано уравнене: 


Ф (5, У, Ч. 6, 2) = 0, 


опредБ5ляющее г, какъ функшю отъ х, у и отъ двухъ постоянныхъ произвольныхъ. 
Дифференцируя по х, затЪмъ по у, получаемъ два уравненя, которыя вмЪетБ съ 
даннымъ даютъ возможность исключить а@ И 0. 

Вводя производныя второго порядка, се у у т мы можемъ исключить пять 
постоянныхъ; введя производныя третьяго порядка, исключили бы девять постоян- 
НЫХЪ, И Т, Д. 

$ 192. Существуетъ весьма важное различе между уравнен1ями, полученными 
такъ, какъ только что указано, и уравнешями, вытекающими изъ исключеня по- 
стоянныхъ въ уравнешяхъ только съ одною независимою перемфнною. ДЕйствительно, 
ВЪ этомъ послфднемъ случа полученное уравнене имфетъ ту же степень общности, 
какъ и данное, и можетъ всецфло его замфнять. Точно такъ же, какъ оно было 
выведено. изъ перваго, это посл$днее можетъ быть выведено изъ него, какъ изъ исход- 
наго. Это—теорема интегральнаго исчисленя, доказательства которой здесь привести 
мы не можемъ, но которая будетъ разобрана нами позднЪе; впрочемъ, можно видЪть 
теперь же, что все это совершенно иначе въ случа$ двухъ пли нёсколькихъ независи- 
мыхъ перем$нныхъ: уравнеше въ частныхъ производныхъ отъ функщи гораздо боле 
общее, чфмъ то, изъ котораго оно получено. 

Въ самомъ дЪлЪ, разсмотримъ уравнеше вида: 


Ф (т, 9, а, 6, 2) =0. (1) 


_Беря послЪдовательныя производныя по хи по у, мы можемъ составить два 
уравнешя перваго порядка, три второго, четыре третьяго, и т. д. Такимъ образомъ, 


если Понадобится ввести производныя второго порядка, то у насъ будеть шесть 


авнен:й мех ‚ 42 а 42 4 48 
Ур между 2, у, >, д, ду? 42’ ау’ Чу: которыя, по исключении постоян- 


24+ 
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ныхъ аи 0, дадутъ четыре уравнешя между этими различными количествазит. сь 
| 42 2 ь 

дифференщальнаго же уравнен1я между х, у. 2, ЕР, наоборотъ, мы можем ио- 

лучить только два уравнев1я второго порядка, дифференцируя по х и по у. Присоеди- 

нивъ сюда данное, будемъ имфть только три уравнешя вместо четырехъ: слЪдова- 

тельно, разсматривая производныя до второго порядка включительно, видимъ, что 

уравнете (1) подчиняетъ ихъ большему числу условй, чЪыъ дифференщальное урав- 

нете, выводимое изъ (1). Разяище усилится, если перейдемъ къ производнымъ третьяго 

порядка. Данное уравнене, дифференцированное по х и по у до третьяго порядка 

включительно, дасть десять соотношен!й между х “. па ПОВАГ ОР ОЕ 
д д Ук х’ ау’ ах’ ахау ’ ау’? ат’ 
[р 2 (8: 

ат И Ы так у 7 

аду › ая» а двумя постоянными; такимъ образомъ будетъ восемь соотношений, 





независимыхъ отъ постоянныхъ, между х, у, г и производными отъ 2 до третьяго 
порядка включительно. Беря же за исходную точку дифференщальное уравнене, 
освобожденное отъ постоянныхъ, выводимъ два уравнен1я второго порядка и три 
третьяго, что составитъ всего шесть соотношений между т5ми же производными, кото- 
рыя первообразное уравнене подчиняетъ восьми соотношенямъ. Одно это сближете 
показываетъ, что дифферентальное уравневе предоставляеть функши 2 ббльышй 
просторъ, чБмъ первообразное. 

$ 193. Можно доказать другимъ путемъ, что уравнене, полученное посредетвомъ 
исключешя обфихъ постоянныхъ а и 6 изъ уравнегя: 


$ (2, у, 9, Ч. 6) =0 (1) 


и его производныхъ, допускаетъ безчисленное множество р$шеювй, не содержащихся 
въ первообразномъ уравнеши. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 


42 а= 
Е (2, 9, &, Ях › | =0 (2) 


будетъ такое дифференщальное уравнене, которому удовлетворяетъ, по предположе- 
ню, функщя 2, выведенная изъ уравнев1я (1), каковы бы ни были значев!я по- 
стоянныхъ а и 6. Прежде всего замфтимъ, что поверхности, представляемыя уравне- 
немъ (1), имфютъ огибающую, которой каждая изъ нихъ касается въ точк»:;: уравнетше 
этой огибающей поверхности получается чрезъь исключеше & и 6 изъ уравнены (1) и 
его производныхъ по постояннымъ а и 6. Пусть 


(2, у, )=0 (3) 


есть результатъ такого исключеня. Уравнене (3) даетъ для 2 выражее въх и у, 


удовлетворяющее уравнен!ю (2), потому что въ каждой точкВ огибающей поверхности 


42 @2 
количества 2, у, 2, 1. , о имфютъ т же значен!я, какъ и для той изъ огибаемыхъ 


поверхностей, которой она касается въ этой точкЪ, а потому соотношенге (2), имфющее 


м5сто для всеБхъ точекъ всфхъ огибаемыхъ поверхностей, будетъ имЪть мфсто и для 
огибающей поверхности. 
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Но можно получить безчисленное множество другихъ уравневй, которыя точно 
токъ же будутъ обладать свойствомъ уравнегя (3). Въ самомъ дЪлЪ, зададимъ между 
остолнными @ и 6 произвольное соотношение 6 —=/(), тогда уравнене (1) приметь 


© [1 у, ®, Ч, [(а)| =0 | (4) 


и судетъ содержать всего одинъ параметръ а, всл5детне чего оно представитъ рядъ 
поверхностей, огибалощая которыхъ касается каждой изъ нихъ не въ одной только 
точкз, а по нфкоторой лиши. Уравнене этой огибающей явится результатомъ исклю- 
чешя а изъ уравненя (4) и его производной по а, и очевидно. что такимъ образомъ 
ах’ ау 
будуть тЪ же, что и для соотв$тетвенно выбранной точки на одной изъ первона- 
чально данныхъ поверхностей; слБдовательно, уравнение (2) удовлетворитея функшею г, 
выведенною изъ этого новаго соотношеня. А такъ какъ введен1е произвольной функ- 
щи /(а) даетъ возможность получить безчисленное множество различныхъ результа- 
товъ, то, значитъ, уравнене (1) очень далеко, какъ мы и предвидфли, отъ общаго 
рЪшен!я дифференщальнаго уравнен1я, которое изъ него выводится. | 
$ 194. Пусть, напр., дано: 


получится уравнене новой поверхности, для каждой точки которой х, у, 2 


г—= ах --6у; (1) 
выводимЪ: 
био 
х ’ ау 
«лфловательно, 
2—1 се = у" (2) 


Чтобы найти друмя ршевая уравневя (2), полагаемъ 6 —= о(а) и исключаемъ а изъ 
уравнен1я: 


= -- 20). = _ 


и его производной: 


О—#--у$ (а). (4) 
Изъ уравненя (4) заключаемъ, что а есть функщя ОТЪ __ и, следовательно, исклюЮ- 


`чете а приводитъ уравнете (3) къ виду: 
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ГД Е есть функщя, видъ которой зависитъ отъ функщи ©; въ самомъ дДЪфлЪ, легко 
показать, что, какова бы ни была функшя Е, уравнеше (5) удовлетворяетъь диффо- 
ренщальному уравнению (2). ДЪйствительно, выводимъ изъ уравнения (5): 


48 р[9 24) 4 _ ‘(#2 
а Ка; — СЕ (6, НЕ д)’ 


и, стБдовательно, 


Поверхности, представляемыя уравненемъ (1), будуть здесь плоскости, прохо- 
дяция черезъ начало. Задавая соотношене между обфими постоянными, получаемъ 
уравнеше плоскости, движущейся вокругъь начала по произвольному закону и эта 
плоскость огибаетъ конусъ, уравнене котораго удовлетворяеть дифференщальному 
уравнен1ю совокупности ето касательныхъ плоскостей. 


5 195. Предыдущее р5шене всец$ло покоится на геометрическихъ разсужден1яхъ, 
но можно доказать непосредственно, не обращаясь къ теор1и поверхностей, что Убавл 
_нене, получаемое чрезъ исключене а изъ 


К [, у, 2, а, $(а)] =0 (1) 


АЕ [х, у, 2, а, 9(а)] 
и 0, _ (2) 


42 42 
даетъ, между Е И ан › № № 2, ТО же самое соотношене, что и уравнен!е: 


(таль. ао 0: 


Чтобы на самомъ дфлЪ исключить а изъ уравнеюй (1) и (2), нужно вывести изъ 
второго значеше « въ функщи отъ х, у,:= и подетавить его въ первое, а чтобы 


ь . (Е 
получить въ уравнени, вытекающемъ изъ такого исключеня, Е И и ‚ Нужно про- 


дифференцировать уравнене (1) по хи по у, принявъ во В что а, бывшее 
постояннымъ, является теперь перем$ннымЪъ. Такимъ образомъ будетъ: 

ЧЕ, Ча, ара 
4х ТГ а2 ах ' аа ах 
ЧЕ ЧЕ 4 ‚ ЧЕ @ 
ду ' 42 ау ' аа ау 


—=0, 


=0., 
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но выражеше для а таково, что мы имфемъ тождественно кт — 0, И предыдуштя урав- 


вошя приводятся, поэтому, къ уравненямъ: 


: Л, т у 
ао, ти 
точно таюя же уравнешя получаются и при а постоянномъ. Два же эти уравнея 
можно такъ скомбинировать, чтобы исключить изъ нихъ и изъ даннаго оба коли- 
чества (и $9(4), являющаяся перем$нными. Вычислен1я будутъ абсолютно тЪ же 
самыя. какъ и въ томъ случа, когда эти количества были постоянными и назывались 
а и 0; значитъ, и результатъ будетъ точно такой же, что и требовалось доказать. 

$ 196. Предыдуция разсуждешя могутъ быть обобщены. Если разсматривать 
функщю отьъ я независимыхъ перем$нныхъ, связанную съ этими и перемВнными 
уравнешемъ, содержащимъ яз постоянныхъ произвольныхъ, то можно исключить эти 
в постоянныхъ Изъ даннаго уравнен!я и производныхъ перваго порядка, взятыхъ. 
по 7 независимымъ перемфннымъ; такимъ образомъ составится дифференщальное 
уравненйе перваго порядка, которое, каковы бы ни были постоянныя, будетъ удовле- 
творяться функщей, опред$ляемой даннымъ уравнешемъ, и, кром$ того, безчисленнымъ 
множествомъ другихъ выводимыхъ изъ нея функшй. 

Пусть будетъ дано уравнене: 


ОЕ, хо онна Со он). (1) 


Предположимъ, что между я постоянными С\, С.,..., С» выбрано произвольное ихъ 
число ф и что эти выбранныя разсматриваются, какъ произвольныя функши отъ 
всЪхъ остальныхъ. такъ что уравнеше (1) содержитъ только я —р постоянныхъ; если 
продифференцировать это уравнете по этимъ п —р постояннымъ, въ послБдователь- 
номъ порядкЪ, то можно исключить эти пПостоянныя изъ составленныхъ такимъ 
образомъ уравнен!й и даннаго; результатъ такого исключеня будетъ уравневе между 
% ,т,..., Ж»; функщя в, опредфляемая изъ этого соотношеня, видъ котораго 
зависитъ отъ введенныхъ нами произвольныхъ функшй, удовлетворить тому же диф- 
ференшальному уравнению, какъ и первоначально данная функщя, содержавшая и 
ПОСТОЯННЫХЪ. 

Дьйствительно, разсмотримъ С, С.,..., С, въ уравненви (1) какъ произвольныя 
функщи отъ остальныхъ постоянныхъ и продифференцируемъ его по постояннымъ 
Сл, Ср+,..., Св; Такимъ образомъ у насъ будетъь п—р уравненй. Изъ этихъ 
уравнен!й выводимъ Сь41, С»-+.,..., С, Чтобы подставить ихъ въ данное уравневше, 


которое будетъ тогда содержать только и, 2, х,,..., д». Можно утверждать, что 


д Чи : зе Е 
производныя в == а т и функщя и будуть имЪфть, для данныхъ значенй 


перем$нныхъ #х,, х,...., х„, точно тамя же выраженя въ функщи отъ х,, 1.,..., Жи, 
С. С...., С», какъ и въ томъ случа, когда буквы С, С,,..., С, были постоян- 
ными. Въ самомъ дЪлЪ, если мы посл замфны въ уравнен!и (1) Са Омь 


ь .  @% 
ихъ значетями станемъ его дифференцировать для полученя я . то намъ придется 
1 
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принять во внимаше, что буквы С., С.,..., С» не обозначаютъ боле постоянныхъ , 
но представляютъ функши отъ о, СИ ...) Си, Которыя сами содержатъ х,, <... 
Уравнете, полученное посредствомъ дифференцироваея по х,, будеть тогда: 


——=-— < ыы=ы=ы5ы=ы=Н 


ах," аи ат, | а. а, | °°° Т аб, ак, _ 


1 


ЧЕ АЕ 4и Е ал | ‚ ЧЕ ас, 











но, по предположеню, выражетя ('.1, С,..,..., С, даютъ тождественно: 
ЧЕ АЕ ак 
ас =—- 0, а = 0, ..оэ аС_ О, 
"Ура Се ра “я 


и уравнен1е приводится къ 


ага аи | 
ах, | на 


совершенно то же самое получается при С, С.,..., С» постоянныхъ. 
ан аи и 
Поэтому, соотношен1я между и, 2, х.,..., 4, ее а: 3 в ана бы 
ТБ же самыя, что и при С,, С,,..., С» постоянныхъ, и, ол довательно, хотя 
С, С....., С» являютея функщями отъ Са, Сь+»,..., С», а эти послфдёя коли- 
чества, въ свою очередь, функшями отъ д, 4,,..., Я., Ихъ можно исключить со- 


вершенно одинаково въ обоихъ случаяхъ, потому что результатъ исключен1я не зави- 
сить отъ обозначеня исключаемой буквы. Итакъ, всегда будеть одно и то же 


соотношен1е между функшею и, перем$нными, отъ которыхъ она зависитъ, и ея 
производными по этимъ перем5ннымъ. 


Чтобы придать результату наибольшую степень возможной общности, полагаютъ. 
произвольное число р равнымъ #— 1. 


Пусть, напр., дана функщя отъ трехъ перемфнныхъ: 
ат с | | 
И Ст, т (5. Ни (32; | (1) 
исключая постоянныя изъ этого уравнея и его производныхъ по х,, х, и х., находимъ: 


* т 4% < ЧЕ 


Пусть 
С, = (60; _ С, =9(0,; 
если ИСКлЮЧИМЪ С. ИЗЪ рая: 


и=С С. жж) 24 (С, ), р т | (3) 
о, 249 (0) =), р чар 
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то получимъ уравнене между х,, х., х, и и, содержащее двф произвольныя функщи 
о ит, и притомъ такое, что функщя и, опред$ляемая изъ него, удовлетворяетъь 
уравненаю (2). 

Каковы бы ни были функщи ф и %, изъ (3) выводимъ: 


ЕР 27 7. , 
= (а, 


д’, 


отБдовательно, + есть однородная функщя первой степени вида: 


д х 
и=яЕ (=, 5%; 
! 221 


легко уб$диться, что эта функшя удовлетворяетъ уравнению (3). 


Исключен!екьянпхзрОИЗВОЛЬНЫХЪ ФУНКЦИЙ 


8 197. Предыдуще выводы позволяютъ думать, что дифференцироване даетъ 
возможность не только исключить постоянныя, но и избавиться отъ произвольвыхъ 
функшЯ въ уравнен!и, которое ихъ содержитъ. Сейчасъ мы докажемъ, что это дЪй- 
ствительно такъ, и сдфлаемъ н%еколько зам чай относительно такого исключерия, 

ЗдЪсь не можетъ быть и р$чи о функшяхъь съ одною только перемфнною. 
Присутствье въ уравненти, опредфляющемъ такую функцию, еще н5которой произволь- 
ной функши превратило бы первую въ совершенно произвольную и, значитъ, не 
было бы м$ста спетальному изелБдован!ю. 

Раземотримъ случай, гдЪ функщя г зависитъ отъ двухъ независимыхъ пере- 
мфнныхъ хи 9. Произвольныя функши, входяция въ уравневше, связывающее х, у И г, 
могуть быть двухъ сортовъ. Разсматриваемое уравневе можетъ заключать, подъ зна- 
комъ произвольной функши, данную функцю отъ х, у и г; такъ, напр., въ уравнении: 


ву е=еей-Ни-Е#) 


Фх обозначаеть произвольную функщю отъ суммы 2" -- у? -Г 2?. Въ другихъ случаяхъ 
уравнен!е содержитъ одну или н%еколько произвольныхъ функшй отъ количествъ, 
выражен!е которыхъ въ 4, у, = измфняется вм$етЪ съ самимъ видомъ функшИ, такъ 
какъ они опредфляются изъ прочихъ уравневй, куда входятъ тф же функши съ своими 
производными; такъ, напр., въ систем: 


2— (г) у-- $(«)], 
х-- (а | (у-а (а) =0 


исключене а дасть между х, у и 2 соотношене, которое, очевидно, зависить отъ 
вида, выбраннаго для произвольной функщи 9(а), но а можеть быть выражено въ 
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7 
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функ отъх, у и 2 только въ томъ случаЪ, если задана эта функшя ъ. 


Ца }, 
2:2) 
напр., полагая ©(а) =, находимъ: 





‚= 1 
а принимая (==, ВЫВОДИМЪ: 


значитъ, функшя о ведетъ, въ обонхъ случаяхъ, къ весьма различнымъ выраженямъ. 
ено, что если уравнен1е, связывающее & съ хи у, содержитъ п произвольныхъ 
функшй 9,(%,), ©.(х.), ..., Ф,(а»), то нужно для ихъ исключен!я имфть еще * другихъ 
уравнетй, с›держащихъ тф же самыя функши, при чемъ туда могутъ входить какъ 
ихъ производныя, такъ и самыя перемнныя 9, ®., ..., 9. 
Напр., три уравнерйя: 





— (9) (В) -Е $3) 
2 = + — 8), 
у = 2 (2) 92) 


г 


даютъ, между х, у и 2, соотношеше, зависящее отъ вида функшй © и $. 
$ 198. Разсмотримъ сначала простфйпий случай, когда произвольная функця 


берется оть данной функши перемфнныхъь х, у и 2 и когда заданное уравнене 
иметь видъ: 





ЕО. (1) 


при чемъ х и и данныя функщи отъ 2х, у иг, а ‹_ произвольная функшя. 
Беря производную’ оть уравнеря (1) по х, зат$мъ по у, находимъ: 








-с 


4% в Чо 42 и | Чи 42 
д (ь-Н а» 4=)› 











ах Г а а ат ' а ах 
4 | 45 42 ед (1-9 г); 
Чу Г а2 ау =). у, ау 
{ля первое изъ этихъ уравневй на второе, пишемъ: 
д а Чи, ди 41 
Чл т ар а __ ео 42 ах 
Ч@ а + 0 а + Чи 42’ 
ау ' ав 4 42 49 
ИЛИ Е 


йо 


42 (“ 4, _ ан (2 [Ф аи _ 4 = 4 Чи 
ах \Чу 4: (4 т, у рН 4 \ 2х 42 42 @4#])` аз ау Чу ах 


195 


Итакь, каковы бы ни были функши и и и, это уравнеюше содержитъ частныя про- 
Че 
427 

3 199. Разсмотримъ, во-вторыхъ, боле общ случай, когда функшя 2 опредз- 
дястея системою &—-1 уравнений между х, у, г и # произвольными функщями, ко- 
торыя должны быть исключены вм$ет$ съ лерем$нными, отъ которыхъ он% зависятъ. 

Пусть 2,(%,), 2.(а,), ..., (ак) будуть т Г произвольныхъь функшй, которыя 
могутъ входить вмЪст5 со своими производными въ #—-1 данныхъ уравнен!й: начнемъ 


съ вычислешя частныхъ производныхъ о Па въ функц 
ТЧИС: рот 2? ‘Чу’ а? тар? а? ^° ункщи оть 


42 
ИзводнНыЯ И 95 въ первой степени. 





7, /, 2, и функшй 9,(%,), $.(4,), ..., (а) съ ихъ производными. Для этого про- 
дифференцируемъ сначала вс уравненля по х, зат$мъ по у, и составимъ такимъ 
Е [2 42 
образомъ 2(^-—-Т1) новыхъ уравневй. содержащихъ, вм$етв съ г И И 
ныя по хи По у ОтЪ 4, 4,,..., 9%. ЭЗначитъ, мы можемъ исключить эти производ- 
42 ы 42 
ах ^ ау’ 


производ- 


ныя И вычислить Производныхъ второго порядка оть А-—1 данныхъ 


о 


2 ФФ 022 

117? Чу?’ ахау' 

п второго порядка отъ 9%, а, ..., в. Если замфнить въ нихъ производныя перваго 
Не * 02% аь "О 


: р Ра РО ] . 7 Е 
порядка, я а › ав? аи’. °°} ихъ значешями, выведенными изъ предыдущихъ урав 


уравненй будетъ 3(^ —^ 1); он содержатъ, сверхъ производныя перваго 


41? ? атау? д? “2 *° 
фФ2 4? 28 

и ДЕЗ И ау=* ГоЧНо такъ же 
можно опродБ5лить производныя отъ 2 какого-угодно порядка. Ихъ выраженя будуть 
содержать, вмБетБ съ х, у, #, функщи 3,(а,), $.(%.),..., (я) и производныя отъ 
этихъ функшй, которыя войдутъ посредствомъ дифференцированя. Въ самомъ дЪлЪ, 
ясно, что если уравнене содержитъ функщю (я), то производная отъ этого уравнен1я, 
по той или по другой изъ независимыхъ перем$нныхъ х и у, будетъ содержать $ (а); 
второе дифференцирован!е введетъ ©’(а), и т. д. Сл$довательно, вычисленныя по 
этому способу производныя отъ 2 до п-го порядка включительно будутъ содержать А 
функшЙ ©. (а,), ®.(“.), ..., 9(а,) и ихъ производныя порядка ниже (п-—- 1-го, что 
составитъ всего (п —- 1) функц, подлежащихъ исключению для получевя искомаго 
соотношен1я между 2 и его производными. Ве$хъ производныхъ функщй отъ 2, до 
®(®-- 1) 

2 


неюй, ип зат5мъ исключить 3 производныхъ второго порядка то 


останется три уравнемя, ИЗЪ КОТОрыхъ можно вывести 


и-го порядка, вм5етБ съ самою функщшею г будетъ и, слфдовательно, ка- 


ково бы ни было &, можно выбрать п достаточно большимъ, чтобы 


ниЕы > (в 1. 


“Въ такомъ случа число уравнев!й превзойдеть число исключаемыхъ количествъ и 
самое исключене всегда будетъ возможно. : 

`8 200. Если функщя <(<) входитъ въ уравневе, производная отъ этого урав- 
нен!я по х или по у всегда содержитъ $'(а). Отсюда вытекаетъ, что, вообще, всякая 
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производная отъ 2 будетъ содержать такую производную отъ функщи х, которая пе 
входитъ въ производныя низшаго порядка. Но въ н$которыхъ исключительныхъ слу- 
чаяхъ эта новая функшя, введенная посредствомъ дифференцирован1я, исчезаетъ при 
исключешяхь и не входитъ уже въ конечный результатъ. 

Пусть будуть даны, напр., уравнеЕйя: 


[7 — $(х) 


$'(а) ’ 


<'(а) 


Дифференцируя эти уравнен!я по х, затфмъ по у, пишемъ: 


Ч _ — ЗГу — $2) 49а) — 9" (а) [у — «(а)]= аз 
Че“. 9'(х) 4х ? 
[55 (19 
о ей ами ол ыы 
бы Чу — +) |1 Ч $ (а) — [у — 92) РФ (2 С 
Чу т <’ (а). | 3 
ее АТ рана 
а ИР") [уж @] 
Г ЗО № ©'( а)? . 


Я р 
42 _ Ё г ох я 9'(а) — $’ (=) ау (+) | 


Чу 2'(а)? 


Изъ двухъ посл5днихъ равенствъ выводимъ: 


бт э'(а)! 
ах  —2%(а} — [у — 9(а)]9"(а) 
Ча __ ф'(а) 


ау 29а 5 [у— 9) 9" @) 


а посл подстановки этихъ значен!й въ остальныя два равенства получаемъ: 





(2 | 
ал: И (9), 
42 _ у— 9) 
Чу $) 


Итакъ, производная $"(*) хотя и входить въ уравненя, служания для опред- 


ь 4: де 
Леня производныхь перваго порядка, р И т, но однако исчезаетъ въ окончатель- 


номъ.ихъ выражени. 

$ 201. Важно отм®тить, какъ въ предыдущемъ примрЪ, особый случай, когда 
вычислен1е производныхъ отъ 2 не вводитъ новыхъ производныхъ отъ произвольныхъ 
 функлий, содержащихся въ данныхъ уравнен!яхъ. Чтобы понять, каюмя слфдетня 
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влопотъ за собою это обстоятельство въ занимающей насъ теори, докажемъ слЪ- 
яззоицию теорему: 
ели функшя 2 опред$ляется двумя уравнен1ями вида: 


} } 
= ие .х %), з НВ | : (1) 
ре о а, (а), 9(а)], | 

гд Е, и К, —данныя функщи, а (я) — произвольная функшя и исключене функщи 

42 42 
$(а) возможно между производными перваго порядка ар И А, то уравнене между 

т, и, #8 ИР. къ которому оно приводить, первой степени относительно — И а 

1 9) ах? ау?" рому р Д ) р Ч т 4? 

Е | 
всяюй разъ какъ производныя Аи ет содержатъ въ своемъ выражении функ- 


ЦЮ © (0). 
2 42 Е 
Для упрощевя положимъ т. =, $ имфя въ виду отличить такимъ обра- 
с 





зомъ производную р отъ частной производной -: ‚ ВЪ которой х разсматривается 


какъ постоянная, тогда какъ при вычислен!и р за постоянную принимается у. 
Уравнения (1), дифференцированныя по х при у постоянномъ, даютъ: 


К, | ЧЕ, 4 


т За -й 

(2) 
__ АЕ, | АЕ. аа 
— 4х! а @ 





тд и -> Представляютъ производныя отъ К, и Е. по букв о, разематри- 


ваемой какъ перем$нная всюду, куда она входитъ въ ихъ выражеюняхъ, т.-е. оди- 
наково какъ въ тфхъ членахъ, гдф она встрБчается одна, такъ и подъ знаками 


$(а) и э(®).. 
| 4х 
Приравнивая другъ другу значевая частной производной _› выведенныя изъ 
уравнений (2), находимъ: 


ЯК 
__ а а. 94. 
— м @` ЧЕ, 
‘аа 


дифференцируя уравневя (1) по у при х постоянномъ, получаемъ: 


__ АЕ, ах. 

нау, 

__ АЕ аз 
1 — аз аи 
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и, слБдовательно, 


ЧЕ. 

р 
ЧаЗ 
45 








Вообще, эти выражен!я для р и 4 будутъ содержать °’(2), такъ какъ эта про- 





к ЧЕ. ЧЕ. 
изводная обязательно входитъ п въ т. И ВЪ Ча: она можетъ исчезнуть только 
случайно, являясь общимъ множителемъ для обфихъь производныхъ. Но если этого 


ЧЕ. 
ь [ 

нЪтъ, то 3х) можно исключить не иначе, какъ вмфетф съ дробью т, которая 
1 








С 
только одна и содержитъ эту производную; результатъ такого исключеня необходимо 
будетъ: 


пе ЧЕ. __ ЧЕ; | 


Ге ще Чи =’ 





Если существуетъ соотношен1е между х, у, 2, р, 9, то возможно далфе исключить 
а, <(9) и ‹(а) между этимъ уравнентемъ и двумя заданными, не содержащими ни р, 
ни 4, такъ что результатъ необходимо будетъ линейнымъ относительно р и (0. 


Уравнетя: 
-_ [= +@ 
$ @ ’ 
— $ 
у ы- ды р 
$ (=) 
приводятъ къ соотношен!ю: 
" — рф, 
ЦЕ 42 
не линейному относительно р и 4. ДЪйствительно, производныя Е й ‘Чу’ которыя мы 


изъ нихъ выводимъ, не содержать (7), какъ того и требуеть предыдущая теорема. 


УРАВНЕН1Я ВЪ ЧАСТНЫХЪ ПРОИЗВОДНЫХЪ РАЗЛИЧНЫХЪ КЛАССОВЪ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ 


8 202. Мы раземотримъ поеслдовательно главные классы поверхностей, изел$- 
 дованныхъ геометрами. Приложене методовъ, которымъ посвящена эта глава, даетъ 
возможность исключать произвольныя Ффункши, входяпия въ общее уравнене поверх- 
ностей, и получать такимъ образомъ дифферентальное уравнен!е, характеризующее 
каждый класст. 
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Иилиндрическя поверхности.—ПЦилиндрическая поверхность образуется движеемъ 
пра ” "эраллельно н$зкоторой неподвижной прямой. Пусть 


= чаи, в 
/ — 62.68 | } т 


будуть уравневя движущейся прямой, гл аи В — дв$ постоянныя, ах и В — дв 
перем$нныя, связанныя уравненемъ, такъ какъ безъ этого условмя прямая могла бы 
проходить черезъ вс точки пространства и законъ ея движеня пересталъ бы быть 
опредзленнымъ. 

Итакъ, предположимъ, что 


8 = $(2), (2) 


У 





при чемъ функшя © — вполнЪ произвольна и частный видъ ея отличаетъ одну ци- 
линдрическую поверхность отъ другой. Исключая а и 3 изъ уравневй (1) и (2); 
получаем: 


у— 62=«(х— аг): (3) 


это — общее уравнее цилиндрическихъ поверхностей. 
Лифференцируя это уравнеше по х, затЪмъ. по у, находимъ: 


Е: ! 2 
ОФ — @2)|1 —%), 
а2 , (Е 
] ду = — 922 — 2) у; 


исключая же произвольную функцию $©(х—а2) и дБлая приведене, выводимъ.: 


(Е (2 
что представляетъ дифференщальное уравнете ве$хъ цилиндрическихъ поверхностей, 
производяная которыхъ — параллельны данной прямой. Оно выражаетъ, въ чемъ не 
трудно убфдиться, что касательная плоскость въ каждой точкЪ — параллельна этой 
прямой. | 
Чтобы исключить а и 6 и получить свойство, общее всфмъ цилиндрическимъ 
порерхностямъ и не зависящее отъ направлеюшя производящихъ. нужно продифферен- 
цировать уравнене (4) по х, затфмъ по у; находимь: 


бе т 2 2. __ 


РО = Я ау Ган 
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и, слБдовательно, 


[92 ЧЕЧе. 

\ @хау 4х? ау’ 
это уравнеюе соотв$тетвуетъ всфмъ цилиндрическимъ поверхностямъ, но оно со- 
отвфтетвуеть также, какъ мы увидимъ, и безчисленному множеству друтихъ по- 
верхностей. 

$ 203. Коничесмя поверхности — Коническая поверхность образуется движенемъ 

прямой, проходящей черезъь неподвижную точку. Если а, 3, |] — координаты такой 
точки, то уравнетя вращающейся прямой будутъ вида: 





х— «= (2—4), ) 
ув — (2—1). и) 


тд т и я связаны уравненемъ, такъ какъ безъ этого условя прямая могла бы про- 
ходить черезъ всЪ точки пространства и законъ ея движешя пересталъ бы быть 
опред5леннымъ. Итакъ, предположимъ, что 


т — (2), | (2) 





при чемъ функшя $ — произвольна и видъ ея отличаетъ одну коническую поверх- 
ность отъ другой. Исключая т и п изъ (1) и (9), находимъ общее уравнене кони- 
ческихъ поверхностей: 


ях —&а __ 


Е 9); 
Ра. * В . (3) 


дифференцируемъ это уравнене по х, затФмъ по у: 














’ 8 
А ии УВ 
(2—1)? > 2 —1/ 4х (&—1)? 
ЧЕ ао 
И 
(2 — виа 


(#—1) | 





: с —я | . | 
исключивъ отсюда ° =) и сдфлавъ приведен!я, получимъ: 





ЧЕ . 0 И 
ви =: (4) 


что представляетъь уравнене въ частныхъ производныхъ коническихъ поверхностей, 
вершина которыхъ имфетъ координатами «а, В, 1; оно выражаетъ, въ чемъ не трудно 
убф5диться, что всЪ кавательныя плоскости проходятъ черезъ вершину конуса, 
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Чтобы исключить а, В, {1 и получить свойство, общее вс$мъ коническимъ по- 
верхностямъ и не зависящее отъ положетя вершины, нужно продифференцировать 
уравнеше (4) по х, зат$мъ по у; находимъ: 


(2 __ 42 | 2 РР ра ‚ ФЕ 
Ее Мн ра, 
(15 За. с ФЕ же (22 
Ра а 


- | : | .  У-—В 

и, сл$довательно, по уничтожени общихъ членовъ и исключети отношен1я УЕ, 
2 \*__ 422 2. 
да __ (42 ау? 


это уравнен1е уже было найдено для цилиндрическихъ поверхностей. 

$ 204. Поверхности вращеня. — Поверхности вращеюя образуются вращешемъ 
лини, безъ изм5неюшя ея вида, вокругь неподвижной прямой такимъ образомъ, что 
каждая изъ ея точекъ описываетъ кругъ, плоскоеть Котораго парпендикучярна КЪ 
этой прямой и центръ его расположенъ на ней. 

Пусть 


будутъ уравневя неподвижной прямой, служащей осью поверхности. Любой изъ этихъ 
круговъ можетъ быть разсмотрфнъ, какъ пересВчене съ плоскостью, перпендикуляр- 
ною къ прямой, сферы съ центромъ въ произвольной точкВ этой прямой (напр., въ 
точк$, координаты которой х= т, у=п, 2=0). Значитъ уравнешя такого круга 
будутъ вида: 


и — т) — (у— п)? -- =? = 22, 


ры РН } (6) 


при чемъ существуетъь зависимость между Аи А, безъ которой кругъ могъ бы прохо- 
дить черезъ всякую точку пространства и никакой поверхности не получилось бы. 
Итакъ, предположимъ, что 


к = (В); (2) 


исключене № и А изъ уравнешй (1) п (2) даетъ: 





ад гоу: = $ — т)" (у — в} (3) 


что представляетъ общее уравнене поверхностей вращевля. 


ДИФФЕРЕНШАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ | 26. 
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Дифференцируемъ это уравнев!е по х, зат$мъ по и: 





12 / 9 ‚ ` } [2 
а-—- т. — 2% [(— т) (у—пу- =] |@ бэ — | 
7 | (3 в. о, ! Ща )- и ,): =? ° | > (2 . 


1 


исключая ® и дЪлая приведетя, находимъ: 
а(у — п) — 6х — т) (2 ры 42 `-1- 272) Е 510) 
‘у Чт (9 — О) усе (а2 — <) ты В 


что представляетъь дифференщальное уравнене поверхностей вращен!я;: оно выра- 


жаетъ, что нормаль встр$чаетъ ось. Если предположить ось поверхности совпадающей 
СЪ ОСЬЮ 2-ОВЪ, ТО 


ИО ОЕ. И ПО, 
и дифферентальное уравнене приметъ видъ: 


1 ое 
Ут Чу — } 


уравнеше въ конечномъ видЪ, въ этомъ случаЪ, есть 


— 
`- 


‚2 


< 


у’). 


-6 


$ 205. Ноноиды. — Коноидъ есть поверхность, образуемая движенемъ н%которой 
прямой, скользящей по данной прямой параллельно неподвижной плоскости. 


Примемъ за неподвижную плоскость, параллельно которой должна перемфщаться 
производящая, плоскость ХУ и зададимъ уравненями х = те, у=яг ту прямую, по 
которой она скользитъ. Уравнев1я производящей будутъ вида: 


2=1, У==9ж-Е В; 
чтобы она ветрЪчала направляющую, должно существовать равенство: 
11 = ту —- В, 
и, слЪдовательно, уравнен!я И е примутъ видъ: 
2=1, У—тТ=9(х — т); (1) 


чтобы лвиженте было опред$леннымъ, необходима зависимость между а и 1, — напр., 
пуеть 


1== $(а); (2) 
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исключая а и 1 изъ уравнений (1) и (2), получаемъ общее уравнеше коноидовъ: 


[4 — 72 


— | 


Г Ж— 72 


—_ 
‚7 





Дифференцируя его по х, затБмъ по у, находимъ: 


_ 68° | (2 
42 __ ="; т) ——т (1 —т п) „(=== 
ах _ (х— т}: \— т ) 
(2 ЧЕ | 
ш_ (-п м) @-29+т у —=2) „(#="=) 
Чу — (д — тг)? '\д—т=/? 


откуда, по исключеви $’ и н%которыхъ приведет, 
| 42 42 
—— 77412 ——- 1 — 742) — — 
(2 иг) 4х (у ) Чу 0, 


что представляетъ дифференщальное уравнете коноидовъ. Если принять за директрису 
ОСЬ 2-ОВЪ, ТО т—=0, н =0; уравнеме въ конечномъ видЪ будетъ: 


2=е(+ 
Г м)? 


42 (2 
а = 
ав Чу 0 





а дифференщальное: 


$ 206. Дифференщальныя уравненя разсмотр$нныхъ поверхностей до сихъ поръ 
были перваго порядка; тЪ поверхности, которыя намъ остается еще изелФдовать, 
имфютъ дифференщальныя уравнеюя второго и третьяго порядка; для упрощеня 
введемъ слфдующее обозначеше, обычное въ вопросахъ, относящихся къ теорми 
поверхностей. | 


Если уравнене поверхности есть 


ы (2, 9,), 


то будемъ полагать 





4 Е 42__. Е... ЧР. 
пи = 2 а Т а ‘атау = ® =" 


и, слБдовательно, 


42. —= рах —- а4ц, 
г — тах? —- 8захау -- @у?, 
4 _. а _ 4 _. 94а _, 


Е у РАВ Пу 
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$ 207. Поверхность, образуемая движенемъ нЪкоторой прямой, скользящей по непо- 
движной прямой.—Примемъ за неподвижную прямую ось 2-овъ; уравнеюя произволя- 
щей— вида: 


Чтобы эта прямая образовала опред$ленную поверхность, нужно, чтобы а и 6 были 
данными функщями отъ 7; полагая 





У — 1%, 2 —2$(1) т (т), (1) 


откуда, по исключений 1, 


это— общее уравнете разсматриваемыхъ поверхностей; оно содержитъ двЪ произволь- 
ныя функщи. Для исключен1я о и % можно было бы, согласно изложенному методу, 
составить производныя отъ уравненля (2) по хи по у, но проще и изящшнЪе про- 
дифференцировать уравневая (1), считая х и у за перем$нныя, а 7 за постоянную. 
Это приводитъ къ разсмотр$н1ю на поверхности двухъ безконечно-близкихъ точекъ, 
расположенныхъ на одной и той же производящей; такимъ образомъ получаемъ: 


ау —= тах, 42 =5(])ах. (3) 


Въ посл$днемъ уравнеши замфняемъ 42 черезъ р4х —— а4у, затфмъ дЪлимъ на 4л и, 


С 1 
замЪчая, что, по уравненямъ (3), 9 =1 =>, находимъ: 


и 
ва =9(%).. (4) 


Чтобы дв функши, р -- Ч И .; зависБ5ли одна отъ другой, необходимо и доста- 


точно (5 73), чтобы ихъ опредфлитель равнялся нулю, а это сводится къ пропоршо- 
нальности ихъ производныхъ, такъ какъ здфеь дЪфло идеть о двухъ функщяхъ отъ 
двухь перем$нныхъ; такимъ образомъ, уравнение (4) равносильно слБдующему: 


цы) 88) 


——ыы 











_ @7 ое 
[р 3. Ч |2. 
а(р-+а* В / 
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мо. 
аа 9 
+; —9- 
тд Ти „= 
} Ян... 
Е 
аа 


или, послЪ приведеня, 


[2-1 952) —- "2? = 0; 


это—дифферентальное уравнен1е разсматривасмыхъ поверхностей: т, $, # обозначаютъ 
здЪсь производныя второго порядка, опред$ленныя выше. 

5 208. Восыя поверхности съ направляющею плоскостью. — Косою поверхностью съ 
направляющею плоскостью называется поверхность, образуемая движенемъ прямой 
параллельно неподвижной плоскости. 

Принимаемъ за плоскость ху неподвижную плоскость, носящую назване на- 
равляющей плоскости: уравневшя производящей: 


# — + | . 
; у — 9х -- В 


— 


па ь 


гдЪ аи В функщи отъ 7, видъ которыхъ опредфляеть частную поверхность. По- 
этому можно ПОЛОЖИТЬ 


==), В== (3) 


и, значить, общее уравнене косыхъ поверхностей съ направляющими плоскостями 
будетъ м 


у— 2%(2) =) (1) 
дифференцируемъ это уравнене, оставляя 2 постояннымъ, 
Чу = @х® (2); (2) 
кромЪ того, при 2 ПОсТоЯНнНОМЪ 


0 — рах —- 9ау 
и, слфдовательно, 
В 
ог" а’ 


‚а это придастъ уравнею (2) сл5дуюций видъ: 


р 47 (2) =0. 


а 


` 


По этому равенству отношене а есть функщя оть 2; для этого необходимо и - 
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достаточно, какъ мы только-что говорили въ предыдущемъ параграфЪ, чтобы их 
производныя были пропорщональны, т.-е. чтобы 


вм 
ы 








ЯР 
1 (2 
ах __ ав. 
с, 
С о ау 
Чу 

ИЛИ 
"— $2 _ р. 
—р @’ 


а по освобождении отъ знаменателей 
г? — 9р98— 2? = 0; 


это—дифференщальное уравнене косыхъ поверхностей съ направляющею плоскостью. 
$ 209 Развертывающ/яся поверхности. — Мы опредфлимъ развертывающуюся по- 
верхность, какъ огибающую положений подвижной плоскости. Мы уже нашли (8 112), 


что уравнете такой поверхности получается по исключени о изъ двухъ уравнен!й 
слЪ$дующаго вида: 


= (а) --Е (а), (1) 
О= 22а) -- уу(а) -- Е). (2) 


Чтобы исключить произвольныя функщи, дифференцируемъ первое изъ нихъ “По х 
и принимаемъ во внимаюе второе: 


Е. (а); | (3) 


дифференцируя то же уравневн1е по у и принимая во внимане второе, находимъ: 


ь 
аи = (2); (4) 


[71 42 
такъ какъ =. и а, — СУНЮЩи отъ одной и той же перемБнной а, то можно исклю- 


чить © изъ двухьъ уравнений (3) и (4) и тогда получится соотношене вида: 


42 т (42 \ 
арт \4у): 


т.-е., по принятому нами обозначен!ю, 


р= (а). (5} 
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Чтобы исключить функщю Г, дифференцируемъ уравнене (5) по х, зат$мъ по у: 


® — Е (4), 
ры Е'(4)/, 
‚ откуда 
== 8. 
это —уравнен1е въ частныхъ производныхъ резвертывающихся поверхностей. 
$ 210. Веякая развертывающаяся поверхность есть геометрическое м%сто каса- 
тельныхъь къ кривой, называемой ребромъ возврата этой поверхности. Принимая это 
свойство за опредЖлене, можно придти къ тому же самому дифференщальному 
уравнен!ю. | 
Дъфйствительно. уравненя касательной къ какой-нибудь кривой будутъ: 


{2 
а, ыы 
(1) 
ау | 
уу, (#4), 


ГД 2 и у суть функши отъ х, опред$ляемыя уравнен1ями кривой. Такъ какъ буква х 
обозначаетъ зд$сь параметръ, то замфняемъ ее буквою а; кромЪ того, для полной 
аналоми съ предыдущими задачами зам$няемъ & и, *, координаты точки поверхности, 
буквами х, у, 2, аги у функщями (9) и. а); пишемъ: 


8 — «(а) = © (а) (х г 9), 
и — %(%) = ", (.) (х —- а). 


Отсюда нужно исключить’ хо и произвольныя функши о и \. 
Дифференцируя оба уравненя (2) по х, находимъ: 


9 — (а с) 5 с = (а) (1— —%) (а) @ .й. 5)“ а 
о = (1; +7®@—9 “. 


р а 
изъ этихъ двухъ уравней исключаемъ и 


[2 
аа): 


ы (2 42 
такимЪъ ооразомъ, к ЗзавВиситъЪ только отЪъ %. Такъ же УВИДИМ, ЧТо а зависить тоже 


только отъь а. Изъ этого заключаемъ, что-существуетъ, какъ и въ $ 209-мъ соотно- 
°теше вида: 

> № 4 11 [ 42 \ 

ЕЕ у}, 
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изъ котораго вывэдимъ, подобно предыдущему, 


(22 ) __ @22 а 


ху] — ав ау 


$ 211. Посл$днее уравнен1е можно получить еще и другимъ путемъ. Касательная 
плоскость къ развертывающейся поверхности — одна и та же по всей длин произ- 
водящей. Ищемъ, вообще, условя, при которыхъ одна и та же касательная плоскость 
къ поверхности имфла бы безчисленное множество точекъ соприкосновевия. 

Уравнене касательной плоскости въ точкЪ, координаты которой 2, у, 2, есть 


ар аи) 


при безконечно-маломъ измфневи х, у, 2, чтобы плоскость оставалась тою же самою, 


(12 


= = {2 з — | ® ° 
необходимо, чтобы _ и тт не измЪнялись, т.-е. чтобы ихь дифференталы равня- 


лись нулю; слЗдовательно, будутъ одновременно равенства: 


о? д ВАА 0 


В КЕ 
ах ахау 


— ахау Е Чу? ву; 


приравнивая другъ другу оба значеня 4, находимъ: 


а: а | @ \ я 
ах? ау? — \алау/ | > 


`` 


Такимъ образомъ, если касательная плоскость касается поверхности по непре- 
рывной линш, то предыдущее уравнене будетъ удовлетворено во всЪхъ точкахъ этой 
лини. Съ другой стороны, если поверхность есть геометрическое м$сто ряда линйй, 
вдоль которыхъ касательная плоскость остается одною и тою же, однимъ словомъ 
если она—огибающая положетй подвижной плоскости, то уравнете (1) должно имфть 
место въ какой-угодно точк® поверхности, иначе говоря, оно будетъ дифференшаль- 
нымъ уравнешемъ этой послдней. 

замфтимъ при этомъ, что геометрическое истолкованйе уравнетя (1) весьма 
проето; въ самомъ ДФлЪ, это уравнев!е можеть быть написано въ видъ: 





Ч ака 28 
м 
т.-е 
4 44 
ах _ ох 
4 94 
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слЪдовательно, оно выражаетъ, что производныя функщЙ р и 4 пропорщональны и, 
значитъ, зависятъ одна отъ другой, иными словами, существуеть соотношене вида: 


р = (а). 


Изъ этого` соотношен1я между двумя коэффищентами уравнен1я касательной плоскости 
видно, что если требуется провести къ такой поверхности касательную плоскость 
параллельно данной, то задача становится вообще невозможною. 

$ 212. Линейчатыя поверхности. — Боле общее уравнеше поверхностей, образуе- 
мыхъ движеншемъ прямой, является, очевидно, сл5детщемъ исключешя параметра а 
изъ двухъ уравнеей вида; | 


а = 25(а) Га, =. 
ое | о 
У — 2(а) = «_(а). 
Дифференцируемъ оба эти уравнен1я, оставляя а постоянною; находимъ: 
42 — «(а ах 
у — (а) ах. 
А такъ какъ 
42 —= рах —-9ау, — (3) 


.( а 
то первое изъ этихъ уравнеюй, по раздБлени на ах и замф$нЪ производной о ея 


значетемъ +(а), перейдеть въ слфдующее: 


р 9%) = (а); (4) 


дифференцируемъ вновь, оставляя « по-прежнему постоянною; находимъ: 


ар —- 44%(*) = 0, (5) 
т.-е. | 
„аз -- зау -- $) (ах -- у) = 0, (6) 
или, по разд5лени на 4 и замЪнЪ производной “и ея значенемтъ, 
РЕ на —- (а) [5-5 #(а)] = 0; (7) 


дифференцируемъ еще разъ, оставляя « постоянною и замфчая при этомъ, что 


32 
и и а У 


а г" а гу" У, 
а; 


п м Я. 
сы дах 4х | 2 ау ? 


6 
— 


ДИФФЕРЕНЦАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕНЕ 
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находимъ: 


2 ть 8; и 22 А 42 з 
аз ва яву 69) +2960 (зизду 2 иду") + 


ФФ: и 
— «*) | д я ах —- йт ау) = =) (8) 


зам5няя производную Е ея значетемъ %(а) и исключая затфмъ (а) изъ уравнешй 
(7) и (8), получаемъ дифференщальное уравнене линейчатыхъ поверхностей; это ураз- 
нен1е—-третьяго порядка. 

$ 213. Каналообразныя поверхности. быв поверхностью называется 
отибающая поверхность различныхъ положенй сферы постояннаго рамуса, центръ 
которой движется по какой-нибудь кривой. Мы видЪли (8 113), что уравнете такой 
поверхности получается посредствомъ исключеня параметра « изъ уравневй: 


(2—9) -|-[у—@=«р- [в — ар =о, | (1) 
а—&-- [у — $(а)] $ (а) | [ —\«)]$ (а) =0. (2) 


Чтобы исключить произвольныя функци ох и +, дифференцируемъ сначала урав- 
нене (1) по х, оставляя у постояннымъ, зат$мъ по у, оставляя х постояннымъ. При 


этихъ обоихъ дифференцированяхъ члены, происходяпе отъ измнеюшя а, исчезнутъ 
въ силу уравнегя (2). 


Такимъ образомъ мы получимъ: 


(ее + #— (а) =0, | (8) 
‚ 4 
#—а а, Ру—@)=0; ‚@) 


отсюда, зам чая, что $(а) необходимо есть функщя отъ +(“), выводимъ: 


ие а 6—9) 14|, (5) 


ГД К есть новая произвольная функщя, видъ которой зависитъ отъ вида $‹(х) и а). 
А такъ какъ уравнения (3) и (4), совместно съ первымъ, даютъ: 


ре = к ; 

# # 
и :+ (=) + (=) 
то уравнеше (5) можетъ быть переписано въ видф: 


а | | а 
и и ВЫ У 


УЕ ЗЕЕ 


(6) 
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Чтобы исключить эту функцю Ё, нужно продифференцировать предыдущее уравнене 
по 1, затБмъ по у; исключая же Е' изъ двухъ полученныхъ уравневй и принимая 
во вниман1с предыдупйя обозначея, получаемъ: 


а (4 — 52) Рау 1-Е Ф[а--Ф)" — 2648 --(1-- Иа -- 9) =0. (1) 


Уравнене (6) выражаетъ геометрическое свойство поверхности, вытекающее не- 


посредственно изъ опредфленя; въ самомъ дЪлЪ, х—- а у—- Би. ии пред- 
| 1+9 Ура 
ставляютъ координаты точки на нормали въ разстояви, равномъ а, отъ соотв$тетвен- 
ной точки поверхности. Выведенное соотношене между этими двумя координатами 
показываетъ, что геометрическое м5сто полученныхъ такимъ образомъ точекъ есть 
кривая, а не поверхность, какъ непрем$нно случилось бы, если бы такое построене 
было произведено на поверхности другого рода. 


ЗАМВЧАТЕЛЬНОЕ ВВЕДЕН!Е ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНАГО УРАВНЕН!Я ВЪ ОДНУ 
| АРИОМЕТИЧЕСКУЮ ЗАДАЧУ 


8 214. Разсмотримъ два какихъ-нибудь числа т и пн. Составляемъ изъ нихъ 
два другихъ т, и и., служащихъ для первыхъ соотвзтственно среднимъ ариеметиче- 
скимъ и среднимъ геометрическимъ; другими словами, полагаемъ: 


т -—- п 
о 2 


пауз: 





т, — 


надъ т, и и, производимъ т же дЪйствя, что и надъ т и п, и полагаемъ: 


97 -- 71 
РУ Зи 3 


п, =уУт т. ; 


продолжая безконечно эти дЪйствя, составляемъ рядъ чиселъ т., п., т, п.) ..., Ко- 
торыя, какъ въ этомъ не трудно убЪдиться, идутъ непрерывно сближаясь; требуется 
найти предфлъ при безконечномъ повторени предыдущихъ дЪйствй. 

Эта любопытная задача въ первый разъ была рфшена Гауссомъ. Впосл$детви 
Борхардтъ связалъ ее весьма изящно съ дифференщальнымъ уравнешемъ при помощи 
разсуждей, съ которыми мы сейчасъ и познакомимся. | 


Пусть х есть искомый предЪлъ; ®, очевидно, зависить оть т и п. Полагаемъ, 
поэтому, 


7%. ыы 


Ф — {(т, я); 


иж 
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изъ опредБленя « вытекаетъ также, что 


® == (и, ®): 


кромЪ того, если умножить 771 и 1 на одно и то же число /, то вс послЗдовательно 
выведенныя числа 7, №, т. п, ..., не исключая и ®«, умножатся на №; значитъ, © 
есть однородная функшя первой степени отъ 7 и п и, слЪдовательно, 


73 77 
хх — 2771 — | = о 
К яж ея 
7%. 


7 м : ‚| В 1 е 
Полагаемъ ==, „=... И обозначаемъ функщю ] (=) черезъ 3: обозна- 
я { 


с ь. 72 ] 
чая подобнымъ же образомъ й{ т.) черезъ о имфезгь. очевидно, 
1: 71 


т __ 39, 


Е Ед} (1) 


далфе, такъ какъ`х, связано съ х уравнетемъ: 


Ух 


р (2) 








то изъ уравненя (2) выводимъ: 
а И А). 
ах _ (1 Ик 2(х — 23) ; 

и изъ (1): 

| 8 ра ам 
ах (1-2 У: 1-х ах, 4х‘ 


(17 у 
замБняя производную 2 ея значенемъ и освобождаясь отъ знаменателя х — 53, по- 
лучаемть: | 


ау 2%(1 — 1) 4 
= ГА 2 2) (т; — 2; ) д, 
откуда, взявъ производныя отъ обфихъ частей по х, найдемъ: 
‚ ау х(х —1) 
Ч(х — 23) — 1`“—— 
ь бр" ма Г, 22—14 ах |, „з\@/ |. 
ах _ 29: та ал, ар Г (1 — 9, ) р, | 


„.@ 
г. (а, — 1) 4х 
Ре а! 


Не трудно замфтить, что по зам нЪ производной ее ея значенемъ два Члена, содер 
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Ч: 
(7 
реписываемъ это уравнене въ сл5лующемъ вид: 


жалие множителемъ ‚ взаимно уничтожаются; вычитая ху изъ обфихъ частей. пе- 


о ф 
и =) ыы | —*ж Ч(х, — <’) — 


а = мо Чи 


ст : (1 + ху г. Чт ых 


Если, въ этомъ уравнени, х изм$нить на 2, то х, перейдеть въ х,; если затФмЪъ х, 
измфнить на х,, то х, перейдетъ въ х., и т. д.; поэтому, полагая 





(((х — 21°) т 
ат аи 


будемъ имЪть: 


&(у) —= —=——— = = ЕЕ ®(9у„); 


Мы ВИ иж) У, и 


но если и увеличивается безпредЪльно, 1 — т, стремится, очевидно, къ нулю; въ та- 
комъ случа 


(9) =0 


и, сл5ловательно, у удовлетворяеть дифференщальному уравнен!о: 
у [4 ь. 
(х — 27) с -- (1 — За”) Е Жу ==.0. 


Не имЪя возможности останавливаться здЪеь на сл5детвняхъ изъ полученнаго резуль- 
тата, мы веё-же полагали невозможнымъ пропустить столь замчательное приложене 
анализа въ главЪ, посвященной составленио дифференцальныхъ уравнений. 


Полныя ДИФФЕРЕНЦТАЛЬНЫЯ УРАВНЕНЯ 


$ 215. Дифференшальныя уравнемя, которымъ удовлетворяютъ функщи отъ н$- 
сколькихъ независимыхъ перемнныхъ, имфютъ м5ето между функшями и ихъ 
частными производными. Иногда изелФдоване приводится къ другого вида уравне- 
шямъ, имфющимъ мЪ$сто между дифференцалами независимыхъ перем$нныхъ и 0диф- 
ференщаломь зависящей отъ нихъ функцши. Мы видфли (8 57), что если 2 есть функ- 
щя оть хи у, то существуеть уравнеше первой степени между дифференщалами 
ах, Ау, 42, изъ которыхъ два остаются произвольными и опредфляютъ тремй; урав- 
нен1е этого вида 
| Раз-- Оау-— Ваг=0, . (1) 


гДЪ Р, 0, я функщи отъ х, у, 2, называется полиымь диррареиалиенаа 
уравиензем, 
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Дифференшальное уравнете (1) очевидно отличается отъ уравнен!я въ частныхъ 
дифференщалахъ. Въ самомъ дФлЪ, въ уравнени (1) 4х и д4у— произвольны, ихъ 
можно предположить равными посл$довательно нулю и тогда 


бела Рь Ш. 
ах =“ Аж’. Но 
такимъ образомъ., изъ уравненая (1), изъ одного, могутъ быть узнаны обЪ частныя 
[7 42 
производныя 5 И ву: между которыми уравнете въ частныхъ производныхъ даетъ 


только одно соотношевте. 
$ 216. Введене частныхъ производныхъ перваго порядка отъ функши съ двумя 
перем$нными позволяеть, какъ мы видфли ($8 197), исключить произвольную функцию: 


разыскане же уравнен!1я между дифференшалами даетъ возможность исключить только 
постоянную. 


Пусть Е(х, у, 2, С) =0 есть соотношеюе между х, у, 2 и произвольною по- 
стоянною С. Отсюда выводимъ, между дифференщалами, единственное соотношене: 


ЧК 


Я 
ах 4% ау ду @ ее 


которому они подчинены; результать исключешя С изъ этого и даннаго уравнен1й 
есть вполнЪф опредБленвое зи вида: 


Рах —- 9ау -—- Ваг ==0. 
8 217. Уравнеше вила: 
Рах — 9ау—- Ваг = 0 | (1) 


не всегда соотв$тетвуетъ какой-нибудь зависимости между т, у, г. Не трудно зам*- 
тить, что для этой цфли функши Р, ©, В должны удовлетворить н®которому не- 
обходимому условю. Въ самомъ дфлЪ, изъ уравненя (1) выводимъь: 








2 
о —=— = #—% ау, (2) 
откуда | 
Че р Р ае __ [] 
а Е (3) 
и, слБдовательно, 
Ра а а 94 
т: х.: °П (4 
9 @ ) 


а такъ какъ Р, О и В содержать 2, предположенное функщей оть х и у, то 





Вх Р (9. Ц 
“т - св 28 а 
Е би — 4х ' 4 ах ? 
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—^ 


замЪняя © и —; ихь значенями (3) и упрощая, находимъ: 


р (3—5 к 
- \ах ит | 


а 


‚ав $ ие 49) 0. (5) 


@ Ча Чу а) 


это уравнен1е должно имфть м$ето при ве$хъ значеняхъ х, у и 2, удовлетворяющихъ 
данному уравнению, Могутъ представиться два случая: или уравненше (5)— тождество 
и тогда услове, очевидно, выполнено, или оно устанавливаетъ нЪкоторое соотношене 
можду х, у и 2, которое должно быть искомымъ, и если уравнеше (1) не есть АЕ 
стве уравнеюя (5), то, значитъ, оно невозможно. 

Пусть, напр., дано уравнене: 


(65922 — 5у23) ах — (55?уг — 4х?) ау —- (452? — 6ху23) 42 = 0; (6) 


составляя уравнете (5), видимъ, что оно — тождество. По предыдущей теории тогда 
можно поставить вопросъ, какому соотношеню между 5х, у и 2 соотвЪтетвуетъ урав- 
нете (6). 

Пусть еще дано уравнене: 


(#— уаз -- хау--(у— 2)4@2=0; (4) 
уравнене (5) будетъ: 
2—х —у=0. (В) 
Отсюда выводимъ: 
42 = 41 № ау, | (С) 


и такъ какъ значеня 2 и 42 изъ уравнешй (В) и (С) обращаютъ уравнеше (4) въ 
тождество, то изъ этого должно заключить, что уравнеше (.4) возможно и что оно 
имБетъ единственное р5шежще: 


Пусть, наконецъ, дано уравнен!е: 
гах — уду-—- у4г =0 


уравнене (5) въ этомъ случа будетъ: 


и такъ какъ г=0 не представляеть р5шеня даннаго уравнешя, то это послднее 
невозможно и не соотвфтствуетъ никакой зависимости между х, у и 2, 
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5 218 Предыдуше выводы могутъ быть обобщены. Уравнеше между четырьхя 
перем$нными х, у, 2, и и произвольною постоянною даетъ, черезъь исключен! по- 
стоянной, полное дифференщальное уравнеше вида: 


Раз -- О4у - Ваг -- 54и = 0, 


Ах 
рышьй, 
м 


но, при этомъ, между функщями Р, ©, В, 5 должны существовать н%которыя нс- 


обходимыя соотношеня. Бъ самомъ дЪлЪ, разематриваемъ въ уравнеши (1) и, какъ 
функцио отъ независимыхъ перем$нныхъ х, у, 2, и замняемъ @и его значенемт: 


Чи= са ау-- 5 (Е 


такъ какъ 4х, ау, 4г — произвольны, то коэффищенты при нихъ должны быть по 
нулю и, слФдовательно, уравнеше (1) заключаетъь въ себ три слЗдующихъ: 





0, 


г — 
9-8 =0, 
р — — 
8-89 = 0. 


Р%Ьшаемъ эти уравнемя относительно частныхъ производныхъ отъ и и полученныя 
значен1я вносимъ въ равенства: 


а и \ й (аш \ 
ау \@=)- аз \Чу/› 
ф [а%\ Ф /ач\ 
(= ау (4= 
д Г ам\ а Гаи\ 
ах пав) а? (92) 


опуская взаимо-уничтожающиеся члены, находимъ: 


58 47) о 
(ам) НА(ы — 8) 9(—%)=0 


Нач Е Ра, = м) НЕ (№ — 98) = 0; 


эти три уравнен1я должны удовлетворяться тождественно, чтобы уравневше (1) могло 
быть выведено изъ соотношения между х, у, 2, и и произвольною постоянною. 

_‘’ 5 219. Когда р перем$нныхъ х, х.,..., и, связаны и соотношенями, содержа- 
щими 2 —1 произвольныхъ постоянныхъ, то можно исключить эти‘ постоянныя 
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между данными уравнен1ями и ихъ полными дифференщалами; результатъ такого 
нсключетя. очевидно, будетъ вида: 


Ха, -—- Хах.— ... — рр — 0. (1) 


Обратно, если дано подобное уравнете, то, разсматривая въ немъ р — и перемЪн- 
ныхъ, какъ неизв$стныя функщи отъ п остальныхъ, можно написать непосредственно 
п уравненй, представляющихъ необходимое сл$детне, какъ бы въ НФкоторомъ родЪ 
видоизм$нен!е уравнения (1). Юсли, напр., 5, х.,..., Я,_„ суть Функщи отЪ 5,1, 
р-н) +... Мр) ТО | 





(2; = 


Ча и] 
я к 2. Неа 


замБчая, что и друпе дифференщалы выразятся такимъ же образомъ, мы можемъ 
замЪнить ихъ въ данномъ уравневи этими значешями и приравнять нулю коэффи- 


‚ менты при п произвольныхъ дифференщалахъ 47,41, Хи, ..., @,,— Получится 
» уравненй между р — п неизвфстными. Если и равно или меньше р— п, то нЪтъЪ 
никакого необходимаго услов1я между коэффищентами Х,, Х.,..., Х,; въ против- 


номъ же случа эти функши подчиняются условямъ, къ которымъ мы еще вернемся. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Исключить постоянныя @ иб и составить дифференщальное уравнев!е второго порядка, 
которому удовлетворяетъ функия у, заданная уравненемъ: 


ху = ае” + де-®. 


2. Исключить а, 6, с, 4 и составить дифференшальное уравненте третъяго порядка, которому 
удовлетворяетъь фувкщя у. заданная уравнешемъ: 


аей —|- фе — се” + 4. 


Чу, (№ 4% | | (4% — а @у (42и\? 
[25 х |2») -2 ||) —# Рае \а7)] 


3. Исключить произвольную фувкщю изъ уравненя: 


= (1 --) 
2 т 9 х 


Отв. . 


и вывести уравневе въ частных производныхъ: 


* 


‚ а [и 
202 ыы 2 ® ^^ — 23. 
42 ГУ Чу 


ЛИФФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ ИСЧИСЛЕШЕ 


[5 
(д 
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4. Исключить произвольныя функши изъ уравнен1я: 


# = 29(ах -- 0) -- ух(ах -- Ву) 


и вывести уравнене: 


2 2) 2 
. 22 оу 22 К. 


а” р Ятаи | 6 15 =0. 
5. Уравнение: 
= [+ КУ), 
въ которомъ ф ин / — произвольныя функщи, заключаетъ въ себф уравнене: | 


22 2 _ 4е а | 
ахау ад ау ах `` 


6. Исключить произвольныя функции изъ уравненля: 


(+) 
Отв. | 
22 а а. +" + 2" Нд =. 
т. Исключить оомованоб функции изъ уравненя: 
& —= Ф(2-- у) 29%(х — у). 
Отв. 


32 82 2 32 2 [422 а2\ 


для ' ал?ду ат’? 94? яхту \48 а) 
`8. Дано: 


#=(4) — 24(а)- 8) +208), 
Ея 

е о мс. 

РЕ 


2 





у = 


Рок 


Иеключить произвольныя функши $ в % и составить дифференщеальное уравнеше въ частвыхъ 
производныхъ: 


. Жоторому удовлетворяетъ 2. 
| 9. Дано: 


у а = (а), 


2 
8 = > 
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Составить дифференщальное уравнен1е въ частвыхъ производныхъ: 


Че Че | 42 \* а2\*` 
ааа) НН 


которому удовлетворяетъ $. 
1 


10. Изъ уравнений: 
2 === а 
(а (а) Г #- а’ 


уаз («50 


< 


у, 





черезъ исключене произвольной функщ!и (а) вытекаетъ: 


42\”, а2 
а 
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ВТОРАЯ КНИГА 


Развертыван!е въ ряды 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Общее учен!е о рядахъ 


ОПРЕДЪЛЕН1Я 


$ 220. Рядъ есть сумма безпред$льнаго числа членовъ; рядъ называется сходящимся, 
если по мЪрЪ увеличетя числа членовъ ихъ сумма, составляемая въ томъ же порядкЪ, 
въ какомъ идуть самые члены, безконечно приближается къ опредБленному предЪлу. 

Въ противномъ случа рядъ называется расходящимся. 

Члены ряда могутъ идти по опредЪленному закону, быть положительными или отри- 
цательными, вещественными или мнимыми, но при услови безпредЪльнаго ихъ числа 
необходимо, чтобы этотъ законъ былъ извфстенъ и давалъ бы возможность вычислять ихъь 
въ послфдовательномъ порядкЪ, потому что выписать ихъ всВ, какъ въ многочлен$, 
невозможно. ‚ 

Алгебраическое выражение для члена въ функщи отъ указателя мЪста, занимаемаго 
имъ, называется общимь членомь ряда. | 

Хотя рядъ, по опред$леншо, есть именно предЪлъ, къ которому стремится сумма 
членовъ, но обычно говорятъ, что составляють сумму ряда, когда вычисляютъ значене 
этого пред$ла; этотъ неосторожный обороть рЪчи вошелъ, однако, во всеобщее употреблен:е. 


ПрРимврРЫ РЯДОВЪ 


5 221. Начнемъ съ простёйшихь примфровъ на ряды, сумма которыхъ извЪстна. 
СлЗдующее замчаюе можетъ много ихъ дать. 


Назовемъ черезъ в, а,,..., о, камя-нибудь числа, подчиненныя одному лишь услов!о, 
что а, безконечно-мало при безконечно-большомъ я; очевидно, 


в: — (а, 5) Е (а, — а) Е (я, — а.) ...-| (@„—— а (1) 


а это тождество содержитъ большое число рядовъ. 
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Пусть, во-первыхъ, а, =1, а, = 2, аа=4,..., а, = 4” ', при чемъ х обозначаетъ 
число, меньшее единицы; формула (1) приметъ видъ: 
1—= (1—2) Па-х-+...+-...), (2) 
т, ©. 
1 


и... -..., 


= _ 
что представляеть весьма важную формулу, изв5стную изъ элементарной математики. 


] ] | р 
Пусть еще а, = 1, @, = т =... ‚; формула (1) перейдетъ въ любоныт- 
ную формулу: 
ие ПТ | 1 
Е, 53 34 т И р 


одну изъ первыхъ, найденныхъь Лейбницемъ, когда онъ приступалъ къ ученцо о рядахъ. 
Еели положить 


0, —= 1, @, = 


то такъ же найдемъ: 
15 ОП Оли’ 
и, сл довательно, 


1: 4 1 1 1 
= 115 ГБ т [77 Рае (2 — рт г. 


$ 222. Приведемъь еше нЪсколько замЪчательныхь рядевъ, суммированныхъ Стир- 
лингомъ посредствомъ подобныхъ же разсуждей; ими онъ пользовался въ своемъ трудЪ 
о суммировави рядовъ. 

Каково бы ни было 2, мы можемъ написать: 


ео ОИ | 
ЕО ОСТ ТЕТЕ м 


дЪйствительно, 











и 
(е-р) е-р-0 эр афь Г 


складывая же эти разенства, мы получаемъ искомую формулу. 
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Также не трудно доказать слБдующ!я формулы: 


1 1 „.. ] 1 
Эа) 2 @-+0 @е- 9) Ге 1) (2-2) ет я 
Е жа Вы $ 
За 41) #9 з@-и (2-2) (2-43) сое) е-)е-9 ео. 
1 1 ] - 1 





1 РОС КеРОеРеУС-НО Ростест + 
$ 223. Если въ формул (1) предыдущаго параграфа положить 


*а 


С 6 С 
а. — агеапо —, а. — агфапе ———_, о. — ага ———>.. 
: : с а’ 2 о а-- 5’ 3 > а-- 26 


то она перейдетъ въ сл5дующую: 
бе фе 
Зеро а т 98 (оао т 


с 
- агсало (@ 2 (аз) -- в 


ато але — — агфапо 


Полагая 6—2, а=1, с=1, находимъ: 


ТИ 24 


1 1 1 1 
И атапе т — атас г —- агеапе 18 —...-Кагоамо а -...: 
полагая а —1, 6—1, се=1, находимъ также: 


1 1 
С — агфатх — -- агбало = -- атёапо = --... Рагеало 


Э 


Чая 


жи -1 


5 224. Къ предыдущимъ формуламъ, доказаннымъ нелосредетвенно, посредетвомъ 
простого разложеюя каждаго члена на двЪ части, мы можемъ присоединить еще слф- 
дующую: 


1 1 1 1 ] 1 1 
——9 == рии > ааррииесииььль, еее —— сы ® з С 
г 025 |- арех-- 5 {ало 5 ж-- а (атс т ж-- 8 фапо 5 х-- 


Хотя но виду она отлична оть предыдущихъ, но доказывается совершенно такъ же. Въ 
самомъ ДЪлЬ, разсмотримъ тождество: 


{2055 — 60 д — 2602х; 
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изъ него вытекалотъ равенства. 











вп 5 == - Сов а. — 0х, 
ав «= = : 60 о —=> 60 = 
аля - с со = — - со т 

1 == со се сот 

от т ОА ОИ 





складывая зсЪ ихъ по-членно, о 


1 7 1 7 1 Ё, 
{апо ве пе ве. 5% -- 506 я == сн 608 о" 260624. 


х и 1 
Если и станетъ безпредфльно возрастать, то со о”, равный ——, можеть быть за- 
(апо от 


ой 


мЪненъ черезъ — слЪдовательно, первый членъ второй части обратится въ предфлЪ въ 


1 ь 
. И МЫ ПоЛучимЪъ: 


1 1, 1 д 1 д 
— — 960124 = пех {а — вре +... пер... 


что и требовалось доказать. 


$ 225. Сумма ряда получается иногда посредетвомъ разложешя каждаго члена та- 
кимъ образомъ, чтобы данный рядъ преобразовалея въ друпе, болЪе простые, ряды, суммы. 
которыхъ извЪетны. 

Такъ доказаль Яковъ Бернулли слЗдуюпая формулы, остроумно выведенныя Лейб- 
ницемъ изъ теори сложныхъ процентовъ; онЪ представляютъ частные случаи гораздо 6о- 
ле общей и болЪе важной формулы, которую мы разсмотримъ ниже. Шри всякомъ зна- 
чени, положительномъ или отрицательномъ, но меньшемъ единицы по абсолютной вели- 
чин, мы можемъ написать: 





ое а-аа +... "+... 
ПЕРЕН... +1“ +.. 

= т 3х - 62 -- 10% .. Ви а 
== 1- 4% + 102°-- 20424 .. ЕЕ... 
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Первый изъ этихъ рядовъ хорошо извфстенъ. Разсмотримъ второй и положимъ 


12-я - да (И -... 
Вводя обозначеня: 


А=1-+а-+-т-х- .., 
АЗ: т ..., 





— ж- -- ``. 
ДП г--..., 
зам5чаемъ, что 
Тема: М 
Т.-е. 
9 яж... +... ат 
1 —х (1—2) 


Точно такъ же, полагая 


$=1- 82-- 622 102°-- . ‚НЕ, +. 
и вводя обозначевя: 


Дал За. РП... 


Ве Реза... их те 
О = ож... Ри—1м-...,. 
ЕВ жж... + и—2)-..., 


мы, очевидно, получимъ: 


я=4-+8+ 0+... аа +.. Нас +.. 
т.-е. 
< ВЕ ао БО +, 
у? (1—2) — @—2 


Мы не станемъ развивать болфе подробно этихъ указай, касающихся теоремъ, ко- 
торыя должны быть получены ниже подъ болЪе общимъ видомъ; отмЪтимъ лишь здЪеь, 
какъ легкую для доказательства съ помошью према, подобнаго предыдущему, формулу: 


о -Ь а. #4 0-2), 
т * В 7 Г 


въ которой п есть какое-угодно пфлое число, а х— положительное или отрицательное 
число, меныпее единицы но абсолютной величин. 
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5 226. Тоть же методъ можно приложить къ суммированю слфдующаго ряда 
ОА -- 9-е 16 --... би... 


Полагая 
А=1-и- т -..., 
В= 3-3 3т-+..., 





(== Би оА-..., 
Ду ТР: —- ев 
имЪемъ, очевидно, 
| 2.7 527 1-3 Б-Р... 
ыы р - вы ЕЕ та 
1—х 1-х 1-я 1—5 


1 
а такъ какъ числитель 
Зет -... 
можеть быть представленъ въ слфдующемъ видЪ: 


уз ‘ 3 о. 1 2 
Птарятя т... 22 3...) = (— 2)’ 


то окончательно выводимъ: 
1 


и 
т" (1 — 2) —. 1 ие 
—_ 1—2 (1—4 





$ 227. Число рядовъ, которые можно суммировать, или разложевшй, которыя можно 
открыть посредствомъ премовтъ, подобныхь только-что указанному, чрезвычайно велико; пе- 
речислене ихъ здфсь было бы мало полезно и къ тому же отвлекло бы наесъ совершенно 
отъ нашего предмета; поэтому, оставимъ въ сторонЪ эти первые примфры, приведенные 
лишь съ пфлью съ самаго начала показать, съ какою легкостью могутъ быть развернуты 
столь различныя выражешя въ ряды, и перейдемъ къ признакамъ сходимости и н%Ъкото- 
рымъ общимъ принципамъ учешя о рядахъ. 


НЕОБХОДИМОСТЬ СХОДИМОСТИ УПОТРЕБЛЯЕМЫХЪ ВЪ МАТЕМАТИКВ РЯДОВЪ 


$ 228. Математики ХУШ-го столЗия придавали мало значеня сходимости рядовъ. 

_ НаиболЪе знаменитые изъ нихъ употребляли расходявиеся ряды и въ разсужденяхъ отно- 

сительно ихъ, повидимому, не обращали внимавя на недостаточную строгость. Въ тру- 

дахъ Якова Бернулли есть весьма замЪчательный примЪръ той опасности, которую пред- 

ставляютъ ряды, и нел$пый результать былъ тамъ получёнъ именно по тому, что рядъ, 

‘послуживипй исходною точкою, оказалея расходящимея. Приведемъ это доказательство, 
29 
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дающее одинъ изъ простЪйпихъ и убфдительнЪйшихъ доводовъ по занимающему наст, 
вопросу, который, впрочемъ, не представляетъ вт, настоящее время ни для кого ни ма- 
лъйшаго сомнфыя. 

Разсмотримъ рядъ 


о! = 


р 


НЫ | = 
< 


ве 


+ 


с 
| 
Обозначаемь ею черезь ©, т.-е. пишемь: 


з ] 1 
а РЕ т 
к о 


или, что то же самое, 





‚) | 
оф ета + —. 
о 5 т м И РЕ 
Полагаемъ: 
] 1 1 1 1. 
В РС, И т 
В= Еф. А+...) 
*= 6 (12 ‘20’ ``’ Г ла’ °’’’ 
1 1 1 
1 ] | 
Е ПР Ат 
очевидно, 


5—=А+Н ВОО ...; 
съ другой же стороны (8 221) 
Ат, ВА =, = В = 
р й 6 
и т. д. до безконечноети; сл$довательно, 
ВЕ + т 
Сравнивая это значене СЪ предыдущим, находимъ 


1—0, 


что невозможно. Подобное . разсуждеще было бы, однако, вполнз правильнымъ при услов!и 
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сходимости рнда 5; итакъ, можно утверждать, что этотъ посл дий — рядъ расходяпийся, 
замфчая при этомъ, камя ошибки можетъ повлечь за собою употреблене такихъ рядовъ. 


ТеорЕмы о СХОДИМОСТИ РЯДОВЪ СЪ ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ ЧЛЕНАМИ 


$ 229. Для сходимости ряда съ вещественными и положительными членами необ- 
ходимо и достаточно, чтобы сумма, какъ бы далеко ни продолжать этотъ рядъ, не мо- 
гла бы возрастать безпредЪльно. Въ самомъ дЪлЪ, ясно, что если въ суммЪ 


мои... и... 


брать постоянно возрастающее число членовъ, то получаемые результаты будутъ все время 
увеличиваться, и если эти результаты не могутъ превзойти всякой величины, то они необ- 
ходимо приближаются какъ угодно близко къ наименьшему изъ чиселъ, которыхъ не мо- 
гутъь превзойти. 


$ 230. Если рядъ съ положительными членами сходяпийся, то при уменьшеви его 
членовъ получается новый рядъ также сходяцийся, такъ какъ сумма членовъ новаго ряда, 
очевидно, не можетъ возрастать безпредЪльно. 

Изъ этого зам$чаюя выводимъ доказательство слЗдующей весьма употребительной 
теоремы. | 


Теорема. — Если въ рядЪ съ положительными членами 
а... -и-... 


и 
отношенше —^* какого-угодно члена кь его предшествующему, т.-е. при всякомъ зна- 


7% 
чени я”, меньше н$котораго предЪла, меньшаго единицы, то рядъ — сходяпийся. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагаемъ: 





ТакЪ какЪ Ил, Ин+, Ин+2, ... Положительны, то изъ этихъ неравенствъ выводимъ: 


„2, .3. . 
Ин < М, ны ЗЕ, зи, ...; 


такимъ образомъ, члены даннаго ряда меньше членовь сходящейся прогресаи: 


и, Ри, Ри, ..., 


а, слБдовательно, и самый рядъ — сходяцийся. 
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$ 231. Сравнеше ряда, состоящаго изъ положительныхъ членовъ, съ убываюшею 
прогресаею приводить къ другому признаку сходимости. 
Раземотримъ рядъ: 


ааа... Ри... (1) 


Если обпай членъ им,„ меньше соотвфтственнаго члена +9” убывающей геометрической 
прогресеи, то рядъ — сходяцийся, при чемъ услове 


(„< А9" 
равносильно 
1 


и,” ИА. 


® „/— 
А такъ какъ Ул въ предфлЪ, при безконечно возрастающемъ я, равно единицЪ, то это 


услове, очевидно, будетъ выполнено для значешй я, большихъ нЪкоторой величины, 
1 


лишь бы только 4 превышало предЪлъ, къ которому стремится и„”, или, въ случа, когда 

этого пред$ла нфтъ, чтобы а превышало число №, меньше котораго всегда остается это 

выражене. Поэтому, если существуетъ такое число, меньшее единицы, то можно соста- 

вить безчисленное множество сходящихся прогресай, члены которыхъ, начиная съ н$ко- 

тораго м$ста, превышаютъ члены даннаго ряда, и, значитъ, этотъ послВдюай будетъ самъ 

сходящимся. | 
Тавкимъ образомъ мы можемъ высказать слфдующую теорему: 


Если въ дядь съ положительными членами члень и, занимаюиий (п —— 1)-ое мъето, 
1 
п 


таковь, что выражене и,” остается, для достаточно больших значений п, постоянно 
меньше нъкоторолю числа №, меньъшоло единицы, то рядь — сходяиийся. 


® и ® 
Оба, предылущихъ правила ничего не даютъ, когда отношене —** и выражеше 
И. 


п 
1 


п 


и,” стремятся къ единиц при возрастаюми я. Въ этомъ случа$ можеть имфть мЪсто 
какъ сходимость, такъ и расходимость, и чтобы рЬшить вопросъ, нужно прибЪфгнуть къ 
другимъ правиламъ. ; 

$3 232. Легко доказать, что рядъ 


1 
1 





ЕЕ. ЕТ... 


уже разсмотрфнный выше (8 228), расходяцийся. ДЪйствительно, невозможно, чтобы сумма 
его членовъ приближалась къ опредленному предфлу, потому что сумма л членовь, 
1 № ] 4 + 1 
И а И о о > т И 
в—-1 п--2 2% 


р 1 1 к 
слВдующихъ за любымъ членомъ > больше -> на томъ основаши, что каждое ея слагаемое 
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1 
больше ‚—; слЪдовательно, какова бы ни была уже полученная сумма, можно ее еще 
7 ` 


1 
увеличить болфе, чфмь па-_› иначе говоря, она будетъ возрастать безпредВльно. 


— 


Отсюда слЪдуеть, что всямй рядъ съ положительными членами: 


оо. -..., 


ъ которомъ произведене ли, не убываеть безпредзльно при возрастании я, необходимо 
расходяпийся. Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, что начиная съ нЪкотораго значеня я 
постоянно 


пи, > ®, 


при чемъ  — опредзленное число, отличное отъ нуля; значитъ, мы имфемъ рядъ нера- 


венствъ: 
пи, >, 


(®—- 19) Ил +1 а №, 
(п -- 2) и+р > 1, 
ИЗЪ КоТторыхъ заключаемъ, что члены Даннаго ряда больше членовъ расходящагося ряда: 


К й | й 
т. е. ихъ сумма безконечно огромна. 

$ 233. Теорема, обратная предыдущей, не всегла справедлива. Такой рядъ, для 
котораго произведене пи, стремится къ нулю при возрастании я, не непрем$нно сходя- 
иийся въ силу только этого условя. Есть даже весьма замЗчательная теорема Абеля, по 
которой н$тъ такой функщи ‹(я), чтобы всяый рядъ съ положительными членами 


Ра а... Ри... 


былъ непремфнно сходящимся, когда и„$(”) стремится къ нулю при возрасташи я, и 
непремнно расходящимся въ противномъ случа. 
Для доказательства этого предложен1я замЪчаемъ, что если рядъ съ положительными 


членами 
а -... и -.. 
расходящийся, то слБдующий рядъ 


#4 Ио 


оены 


2 


и 


о м ри, и Е НЕ -Н..- Е Ин т 


также расходяцийся. Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ ($ 44) при всякомъ положительномъ 


значен1и 7 
1(1-- 2) < 2, 
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то 
(ноте... и) (р ие... од 
ВУ Не ЕЕ: ПТК по № м 
\ и т и би -... и! 
полагая же посл$довательно » —=1, и=2,..., пишемъ неравенства: 


и и) — <, 


2 


Ищи Ни -Н и.) — Нины) < ——— «+ ы 


Кн и... -и,) — Ищ%-и, +. МЕ ния : 


которыя по сложеюи даютъ: 


в м, ее бЩый 
(и, Ри, ‚а и, < ‚ и о - ры а ши -.. ЯР а 


Поэтому, если ии, -...- и, растетъ безпред$льно вмЪетВ съ и, то и подавно 
растеть безпред$льно вторая часть неравенства, иначе говоря, рядъ, первыхъ я членовъ 
котораго составляютъ эту вторую часть, есть расходящийся. 


Пусть теперь ©(и) будетъ, если только это возможно, такая функщя отъ я, что 
всяк1й рядъ съ положительными членами 


а 


является сходящимся или расходящимея, смотря по тому, стремится или нфтъ къ нулю 
5(п) .и„ при возрастании я; въ такомъ случаЪ рядъ 





1 1 1 
50) Ра +: Ты +: и 
расходяпийся, а рядъ 
1 в — а тр 
2 (2) =) $(3) о Н 2(4) р т НЫ 
1 


(2) 


+. НБ 


сходящ/Йся, такъ какъ въ первомъ изъ нихъ членъ порядка я, умноженный на $(я), 
даеть въ произведени единицу, а во второмъ, вслЗдств1е расходимости перваго ряда, 
аналогичное произведен1е, очевидно, стремитея къ нулю. Передъ этимъ же мы только. 
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что доказали, что если рядъ (1)—расходяпийся, то и (2) долженъ быть расходящимся. 
СлЪдовательно, предположеше, что существуеть функщя $(7), удовлетворяющая поста- 
вленному выше требован1ю, приводить къ противораю. 

$ 234. Хотя ряды съ вещественными и положительными членами составляютъ 
весьма незначительную часть всВхъ рядовъ, каюме приходится разсматривать, тЪмъ не 
мене математики особенно занимались условями сходимости именно такихъ рядовъ, и 
мы должнн присоединить къ предыдущимъ теоремамъ еще н$сколько другихъ интерес- 
ныхъ выводовъ, къ которымъ привело ихъ изучене. 

Теорема. Если въ рядЪ сь положительными членами 


Р-р... РР. (4) 


всямй членъ меньше своего предыдущаго, то рядъ (4) и рядъ 
и аи аи, аи, |... Нами»... (В) 


охновременно сходяшлеся и расходяппеся, каково бы ни было цфлое число а. 
Предположимъ сначала, что рядъ (А)— сходянийся; мы можемъ написать: 


аи, —= а, 
и, За (илкри |... из), [6 


7% . 
Фи <а (а. Е ан # т); 
дЪйствительно, разсматривая, напр., посл днее изъ написанныхъ неравенствъ, зам чаемъ, 
что такъ какъ члены ряда (А) идутъ, по предположеню, въ убывающемъ порядкЪ, то 
вторая часть уменьшится, если каждый членъ въ скобкахъ замфнить черезь м, иначе 
говоря, будеть болЪе 
ь Я 2—1 
«(а — а" ``) инь, 
что приводится къ 
9 Г о 
а (&а— 1) Ио 


отсюда и подавно вторая часть будетъь боле аи, такъ какь а — цБлое. 
Складывая неравенства (С) и замфчая, что значки во вторыхъ частяхъ идуть безъ 
перерыва, находимъ: 


и, —- аи, —- и ...- ии Зи ра (и и, и. ыы и), 


и такъ какъ рядъ, первыхъ а’ членовъ котораго выписаны во второй части, по предпо- 
ложен1ю, сходяпийся, то и первая часть не можетъ расти безпредфльно, т.-е. рядъ (В) 
также сходянийся. 
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Предположимъ, во-вторыхъ, что рядъ (4) расходяцййся; пишемъ слВдующя не- 
равенства: 


(а — Па щи РН. т... Ра 


(Пайн, Ри: т. 


Я —1 


+1 


3 
(Пан, йе Ра ЕР Яна 


вс$ очевидныя, такъ какъ члены 1, и, #и.,..., По предположению, идутъ уменьшаясь. 
Складывая ихъ, находимъ: 


| 2 3 я 1 

(@—1) (аи, ан, Раи,-... Таити... Рин. 
По предположеню, вторая часть растеть безпредЪльно вм ств съ я, а въ такомъ случа% 
первая и подавно растетъ безпредльно, и рядъ (Б)— расходяпийся, что и требовалось 
доказать. 


$ 235. Первымъ далъ предыдущую теорему Коши; съ помощью ея онъ изяшно 
доказалъ, что рядъ 


Е +... 


будетъ сходящимся или расходящимся, смотря по тому, больше или меньше единицы 
положительный показатель и. Въ самомъ дБлВ, достаточно ‘приложить къ этому ряду 
предыдущую общую теорему, положивъ и == 2. Тогда увидимъ, что онъ сходяпййся или 
расходяшийся одновременно съ бол$е простымъ рядомъ 


2 4 


Рок 4 А: 


«(3)“+@"+@у"+... 


что представляетъ геометрическую прогресию со знаменателемъ (>) ‚ сходящуюся 


при р», большемъ единицы, и расходящуюся въ противномъ случа. Такимъ образомъ 
теорема доказана. 


$ 236. Такъ же можно доказать, что рядъ 


] | 1 1 
1 аа + 308 * т ая *- 


сходянийся, если в» больше единицы и расходяцийся въ противномъ случаЪ. Въ самомъ 
д$лЪ, прилагая теорему Коши при а=2, видимъ, что этотъ рядъ-—сходящийся или рас- 
И одновременно съ рядомъ. 


= 
Я Тед Е ® вт мы 8) + о 
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(+++) 


сходящимся при в, большемъ единицы, и расходяшщимся въ противномъ случа$. 
$ 237. Предположимъ теперь, что въ рядф 


а... -... (А) 


* в 1 ‚ В 
обпий членъ и„ равенъ эт аш для испытаюшя условля сходимости этого ряда мы 


можемъ замЪнить его другимъ 


и --аи а. -... Нач»-..., (В) 


гдВ а обозначаетъь произвольное цфлое число. Обний членъ такого ряда есть 


9% 4 ( —— ай. в, . 
О а Па»  маПола 


При в, большемъ единицы, выбираемъ а больше е; тогда 1« больше единицы и членъ 9, 
меньше 
] 
ик. 
28 (2) 


т.-е. (8 236) меньше общаго члена сходящагося ряда; сл довательно, рядъ (В), а вмЪетЪ 
съ нимъ и рядъ (4)—сходяцпеся. 
Если в равно или меньше единицы, то положимъ а==2; тогда 1а меньше единицы 
ие, больше | | 
1 


т.-е. больше общаго члена расходящагося ряда; слБдовательно, рядъ (ВБ), а вм$етВ съ 
нимъ и рядъ (А) въ этомъ случа расходящеся. 


у 


| 1 
ли такимъ же образомъ увидимъ, что ряды съ общими членами о» и 
1 
——____.... будуть сходящимися при и, большемъ единицы, и расходящимися 
пи (ИП) 719 й п Е 


въ противномъ случа». 

Замфтимъ только, что такъ какъ логарифмы отрицательныхъ чисель — мнимые, то 
первые члены этихъ рядовъ перестаютъ быть вещественными, но ихь можно замфнить 
произвольными числами, не измЪняя ‘условй сходимости. | 
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$ 238. Изсл$ доване предыдущихьъ рядовъ приводить къ признакамъ, по которымъ 
иногда съ большою пользою можно судить о сходимости ряда съ положительными чле- 
нами. Пусть данъ рядъ 


аи... щ-... 


Изъ предыдущаго ясно, что если существуетъ число и, большее единицы, такое, что при 
достаточно большихъ значеняхъ я постоянно 


ие (1) 
и 


то рядъ-—сходяпийся. Наоборотъ, если существуетъ число в, меньшее единицы, такое, 
что при достаточно большихъ значенляхъ. » постоянно 


1 
Ч > к 3 (2) 
то рядъ-—расходяцийся. 
Неравенство (1) равносильно 
1 
И 


и, слЪдовательно, 


>) 
| (-. > Ши, 


или же 


также неравенство (2) можеть быть замфнено неравенствомъ: 


и 
<»; 





[7% 


первому изъ этихъ перавенствъ, очевидно, можно удовлетворить, выбирая в больше еди- 





11 
ницы, лишь бы дробь г въ предёлВ была больше единицы, а второму, выбирая |» 
1 
меныпе единицы, лишь бы >” вь пред$лЪ было меньше единицы. Въ первомъ случаз 


радъ-—сходящуйся, а во второмъ—раеходящийся. 
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1 

"бесы 

‘ И. 
$ 239. Если отношене т” въ пред$л$ точно равно единиц, то сходимость или 
расходимость ряда остается подъ сомнзн1емъ; часто въ такихъ случаяхь можно раз- 
суждать слздующимъ образомъ. По предыдущему рядъ съ общимъ членомъ и„, очевидно, 


сходяпийся, если можно подобрать число в, большее единицы, такое, что при достаточно 
большихъ значеняхъ и постоянно 


1 о 
и», < „ал (1) 


наоборотъ, рядъ-—расходящийся, если существуеть число и, меньшее единицы, такое, что 
при достаточно большихъ значетяхь п постоянно 


Первое изъ этихъ неравенствъ можетъ быть написано въ видфЪ: 














2 > п(т)г, (3) 
т.-е. 

| —>ь НЫ, (4) 
или, наконецъ, " 

ПАРЫ > 1 

<" (5) 

также неравенство (2) равносильно 

к-та 


Чтобы удовлетворить первому изъ нихъ значен1емъ |, ббльшимъ единицы, достаточно, 
1 


ии 
чтобы |) ВЪ пред$л$ было больше единицы, а чтобы можно было удовлетворить 








второму значенемъ р, меньшимъ единицы, достаточно, чтобы то же выражеше въ пре- 
дл было меньше единицы. Такимъ образомъ, будеть сходимость или расходимость, 
| | : 








| . 74 
смотря по тому, больше или меньше единицы предЪлъ выраженя т -. 
та, 7 
Е. 1 
Слфдуетъ замтить, что числитель 1 — ‚ будучи равенъ | ——1*%, былъ бы без- 
2 9 
конечно великъ относительно Ця, еслибы оба члена этой разности не им$ли отношенйя, 
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безконечно-мало отличающагося отъ единицы, иначе говоря, еслибы предыдущее пра- 
вило не было бы недостаточнымъ; значить, новое правило особенно приложимо къ ряламь, 
для которыхъ предыдущее недостаточно. 

Замфтимъ, наконець, что ян, непремнно стремится къ нулю, въ противномъ 


1 ; 
случа и, сравнимо съ _ и рядь былъ бы расходящимся подобно ряду 


и 


ПР... ++... 





124, 


Пя 
когда приходится къ нему прибЪгать. 


ыы 


74 
Ця 
мость ряда остается подъ сомнфпемъ. Въ такихъ случаяхъ сравниваемъ обпай членъ и„ съ 





Итакъ, пред$лъ выражен1я является вполнз опред$леннымъ въ тзхъ случаяхъ, 





$ 240. Если отношеше стремитея къ единицЪ, то сходимость или расходи- 


1 
ир(Пи)* (1) 


Если при достаточно большихъ значетяхь 7 это посл днее выражеше превосходитъ г, 

то при в, большемъ единицы, будетъ сходимость; наоборотъ, если можно сдЪлалть такъ, 

что при в, меньшемъ едивицы, и„ превзойдетъ выражеве (1), то будетъ расходимость.. 
1 





ЖИ) 

Пи © 
дл больше единицы, и расходяпийся въ противномъ случаЪ. ЗамЪтимъ, какь въ пре- 

1 
1, 
Пя 
чтобы предЪлъ, о которомъ мы зд$еь говоримъ, не явился бы безконечно-огромнымъ. 
11 

и. 
[1% 
правилу надо прибЪгать какъ разъ въ тфхъ случаяхь, когда два предыдущихъ ничего 
не даютъ. 

Рядъ аналогичныхъь правилъь можеть быть продолженъ какъь-угодно далеко, но 
случаи ихъ приложетя становятся вее рже и р8же и нЪтъ, в Никакой необхо- 
димости итти далЪе въ этомъ направлеви. 

$8 241. Раземотримъ, напр., рядъ 

1 1 


1 
1 к х 3 о в я 2. 
РЗС. 


въ которомъ отношене общато члена къ его предыдущему въ предВлЪ равно единиц. 


Не трудно отсюда заключить, что рядъ — сходящайся, если выраженте ъ пре- 








дыдущемъ параграфЪ, что отношене въ предфл$ должно быть равно единицз, 





Если же это такъ, то и въ предфлЪ равно единиц, и, елЪдовательно, къ третьему 











) 
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] 
Полагая и„ = —— _— › пишемъ: 


в,— 


Ул’ 
] 


и, т 


—-=—-—-— 


17% у) 


3 


предзлъ этого перваго отношетя есть единица. 
ДалЪе составляемъ 


1 
о |7 
По Ш 


что вь пред$лЪ даетъ нуль. Значитъ, рядъ-—расходяцийся. 


Правило ГАУССА 


$ 242. Гаусеъ далъ въ одномъ изъ своихъ мемуаровъ правило сходимости для ря- 
довъ съ положительными членами, которое, не являясь общимъ подобно предыдущимъ, 
прилагается, однако, къ многочисленному и важному классу рядовъ. КромЪ того, дока- 
зательство, данное знаменитымъ авторомъ, настолько изящно, что заслуживаеть быть 
приведеннымъ уже само по себ$. 

Данъ рядъ 


а... и -... (А) 


: И 
Предположимъ, что отношен1е —^^— 


2) 


я членовъ, предшествующихъ и,, такъ что 


выражается рашональною функиею оть числа 


и м АЕ В... 


Чи и а НА... (и) 

Такъ какъ это отношене, очевидно, стремится къ единипЪ, то рядъ не изъ т5хЪ, къ 
которымъ приложимо правило 8 230-го. Теорема Гаусса состоить въ слБдующемъ: 

Если первая изъ разностей: А-а, Б—5,..., не обращеющеаяся въ нуль, положи- 
тельна, то члены возрастолоть одновременно съ п, и рядь—сходящийся. 

Если первая изъ этихь разностей, не обралцающаяся въ нуль, отрицалтельна, то 
члены ряда убывають съ возрастанемь п. я 

сли коэффищентя А и а не равны, то члены возрасталюоть безпуедъльно или стфе- 
мятся неопредъленно къ нумо; если, наобороть, А—а равно нулю, то члены ряда стре- 
мятся къ конечному префьлу, отличному оть нуля. | 

Только въ одномъ случаль возможна сходимость, кода разность А — а отлична отъ 
нуля и отрицательна; въ этомь случаь, если А--1— а положительно или равно нулю, 
то ряд —раслодящейся, в если А-1— а отрищеительно, то рядъ— слодящийся. 
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Докажемъ эти теоремы въ посл$довательномъ порядкф. 
1. Есль первая изъ разностей: А—а, Б—6,..., не обращающаяся въ нуль, поло- 


м с 

жсилпельна, то отношен1е ——* для достаточно большихъ значеюй я будеть, судя по 
и» 

выражен!ю (1), постоянно больше единицы и, сл$довательно, члены ряда будутъ иттн, 

увеличиваясь. 


2. Если первая изь разностей: А-а, Б-©,..., не обращающаяся в. ну, отри- 


И +1 


цательна, то отношетме для достаточно большихъ значенй и меньше единицы и, 


И: 


слЗдовательно, члены ряда идутъ, уменьшаясь. 

3. Если первые коэффишенты А и ане равны, то члены ряда растуть безпредльно, 
кода АЬ—а положительно, и стремятся къ нулю, кода А—а отрицательно. 

Въ самомъ дфлЪ, предположимъ, что А — а положительно; пусть будеть й такое 
цфлое число, что 


(А-а >т; 
вводимъ обозначеня: 
4” ил и? 
са, ое -.. > ария | (2) 


Въ рядЪ 
Рея... Ре... 


отношеюне общаго члена къ его предыдущему есть 








. у 
т.-е., посл замны м 


п 


его значеюемъь, 


и ААА... й 
9 А+ и (ра - 1) - ера 


{ # 
и такъ какъ мы предположили АА > йа-—-1, то отношене ыы больше единицы при 


7% 


и” 
п очень большомъ; такимъ образомъ, ре увеличивается вмфетВ съ п и, слЗдовательно, 
и„ безконечно-велико одновременно съ я. | 
Когда А—а отрицательно, то для доказательства, что и„ стремится къ нулю, до- 
статочно раземотр$ть рядъ 





--...; 
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отнощее общаго члена къ его предыдущему будетъ 


и, м Тат -... 


Е 





Ин 1 т —- Ая’ ' —|- вы 


| 
откуда заключаемъ, что — ‚ по предыдущему, растетъ безпред$льно и, слБдовательно, 
и 


и„ стремитея къ нулю. 
4. Если А = а, то члены ряда стремятся къ опредъленному предьлу, отличному и 


оть нуля, и оть безконсчностм. 
Предположимъ сначала, что при А, равномъ а, первая изъ разностей: А-а, В—5,..., 
не равная нулю, положительна; пусть Л будетъь такое цфлое число, что 


йо В> 1: 
вводимъ обозначения: 


я а п—-1 ра в 2 о 
ба — %», И п-1 я = ) +2 я -- ] — +2, А (3) 


п—-] 





Въ рядЪ съ общимъ членомъ о, отношене всякаго члена къ предыдущему выразитея 
слфдующимъ образомъ: 


Фе мы И д (Ви 
(7 и» 797" А+?" -- АпА+ 1 те их +2 |. (.. у 


по предположеню же 
вВ— 1 <Ь, 


значить, обший членъ 9, уменьшается съ увеличешемъ и; въ силу же равенствъ (3) и„ 
меньше 9, по абсолютной величин%, и такъ какъ 9, уменьшается, то невозможно, чтобы 
и, увеличивалось безпред$льно; зная же, что этотъ посл$дей членъ растеть одновре- 
менно съ я, заключаемъ, что онъ необходимо стремится къ конечному пред$лу. 

Если первая, не обращающаяся въ нуль, разность отрицательна, то можно прило- 
жить предыдущее разсуждевле къ ряду: 





1 1 1 1 
РИ НЕ а 


#4 


члены этого ряда стремятся къ конечному пред$лу,—сл$довательно, то же будетъ и съ 
обратными имъ величинами №, и, ..., №. 


5. Если А —а--1 положительно или равно нумо, то рядъ—расходящяйся. 
Пусть й будеть достаточно большое цфлое положительное число; полагаемъ 


Фи = и, (п—Й), = (®— ВИ, = и (п й-2),...; (4) 


24.0 


въ такомъ случаЪ 


и №: ПР-Т ЖАР - [8 — 4 — уе... 


Фи 4 в —Й Е (а— пу + (6 а" -Н... 


——3—_—_— 


Если 4—1 —а положительно, то ©, увеличивается вм$стЪ сь п при достаточно боль- 
шомъ 7, потому что коэффищентъ при 2 въ числител больше, чфмь въ знаменателф. 


+1 





Если 4 --1—а равно нулю, то все же больше единицы, не смотря на, равенство 


я 


коэффищентовъ при я’, такъ какъ далфе коэффищенть при и‘ больше въ числителф, 


если А предположено достаточно большимъ; такимъ образомъ, въ обоихъь случаяхъ при 
достаточно большомъ и 


+1 > 7 
[1 


Сл$довательно, замФняя г, и %,„., ихъ значемями и вм$сто п вставляя п 1, я 2,. 
можемъ написать: 


® ® 3 


в —й в—й- 1 пл 2 
Ч --1 > И ЮВ 1 ) Ив > ЕЯ О 26, 4.3 > Е ..) 


откуда безъ труда выводимъ: 


1 1 1 ) ы 
о нь ма (+ аа (5) 


и такъ какъ рядъ во второй части этого неравенства расходяцийся, то и подавно рас- 
ходяш!йся данный рядъ, образующий первую часть того же неравенства. 

6. Если А—а— 1 отрицательно, то рядь—сходяииися. 

Пусть въ этомъ случаЪ р будетъ положительное число, меньшее &а—А— 1; можно 
утверждать, что при достаточно большомъ я 


Ин и—й—1 
С а ЕАН — 
Ил 7 


Въ самомъ дЪлЪ, это неравенство приводится къ 


74,1 < ] ы 
(7 НЫ Л У" 1) и., ? 
съ другой же стороны, 
). 1 \ ).—1 
тии. 0+1 -- Ат Ви -... 


(ии На — пт [6 —@- пам" Е аз 
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А такъ какъь дД—а-+1--й< 0, то эта дробь, для большихь значений и, постоянно 
меньше единицы. Поэтому 


и—й— 1 п— В (и—#— 1) (и—1) 
я +1 5 т РА. И < Ит+1 о, ] < в я (и -- 1) 


ий 1 (п--й —1) (и— № (и—#-1) 
на < Мио № п (и 1) (п-—- 2) 


и, слздовательно, 


ме т И... |. 6 


Сумму членовъ въ скобкахъ во второй части этого неравенства легко вычислить. Для 
какого-угодно значення я имфемъ: 


п—1_ п—й—1 





3 


= 


й й | 
и—й—1 м1 (ий — 1) (и— 1) 
И 
ЗЕЕ д (и—#— 1) и—№) _и—1 (и—#—1 № АО 
7 | п® (®-—- 1) =” т (п 1) 


п—й— 1 (в —#— 1) (в-— Л) (п—#— 1) (и №... и— Вр) _ 
рр п т п (®—1) то п (п)... @Рр-Ь — 
И. А... Тр 
г % т (п-т)... иРь-П 


Поесл$дняя дробь стремится къ нулю съ увеличенемъ 7; дЪйствительно, если назвать 
черезъ эх, общую ея величину, то 


9: _и—й|р-2 _ р @—В-2). 


„ пфьа О) ' 





слЪдовательно, разность, обозначенная выше черезь 4—а, отрицательна, и ®, стремится 
къ нулю. Такимь образомъ, рядъ во второй части неравенства (6)—сходяцийся, и, зна- 
чить, невозможно, чтобы первая часть и„-Г и. -... увеличивалась безпред$льно. 
Итакъ, рядъ съ общимъ членомъ и„ — сходяпийся. 


Методъ КуммееРА 


$ 243. Куммеръ далъ методъ, съ помощью котораго во многихъ случаяхъ можно 
судить о сходимости рядовъ съ положительными членами. Этотъ методъ отличается отъ 
предыдущихъ признаковъ большою неопред$ленностью въ способЪ приложевюмя, что даетъь 
большой просторъ тзмъ, кто искусно умфетъ пользоваться такимъ преимуществомъ. 


30 


24.2 


Данъ рядъ съ положительными членами 


аа... Ри... | (1) 


Пусть $() какая-нибудь функшя отъ а и а— произвольная постоянная; полагаемъ 


$(®) = о 


на в Е | Ин +1 (2) 


и пишемъ тождество. 
си, | 
Иа ть Ил Е И + не ат Е И в-чк — о ы = [1% —- %(я-—-1) —- .ь —- УС; — & — 1) = 


2—2 от Е Кинь | 


Ц 


въ справедливости которато не трудно убЪдиться, подставляя на м$ето я), (и --1),... 
ихъ значен1я изъ уравненля (2). 

Предположимъ теперь, что ‹(им, для очень большихъь значевй п стремится къ 
нулю и что, кромЪ того, %(я), %и--1),... вс положительны; ясно, что первая часть 
послздняго равенства, будучи положительною, стремится сама Еъ нулю, каково бы ни 
было №, и что, слЗдовательно, рядъ-—сходящийся; такимъ образомъ, мы имЪемъ сл$дую- 
шую теорему: 


Если $(п) такая функшя отъ п, что (пи, стремится къ нумо съ увеличенемь п 
и если, кромь тою, разность: 


©(пт)и а (т т 1) +1  @ 
Е а 2+1 


положительна при тп безконечно-оромномь, то рядь—сходяиийся. 
Предполагая а положительнымъ, мы можемъ услове: 


Ф(ти а фи Ими 
д 


а — 4% .:.>0 


переписать въ видзЪ: 
отм 
п 


—Ф®- Па; 


пм. 
такъ какъ а — произвольно, то это уелов1е всегда будетъ выполнено, если ны 
7% --1 





$(и 1) въ предЪлВ больше нуля. 
5 244. Куммеръ даль вторую теорему, которая во множеств случаевъь даеть воз- 

можность утверждать, что рядъ съ положительными членами — расходящийся. | 

Сохранимъ обозначеня предыдущаго параграфа и, кромф того, положимъ 


Збдиь — 9-Е Пин, ина К) _— (8) 


24.3 


Замфняемь послфдовательно % черезь --1, я 2, я 3,... и складываемъ по-членно 
полученныя уравнен!я; тогда, такъ какъ и„$(и) равно нулю при я безконечно-огромномъ, 


(пм, — +1 (и) -- ии Г (®-- 1)-- м. -- 2) —- ...) 


или, по раздфлени на {(), 


_э@уи, | Ри 1) Ги-- 2) 
(9) Иь+1 Г Ии+> — Ро _ 2) и Из бд _ ) —- а 


Если теперь {(”) стремится къ нулю съ увеличенемъ я, то коэффишенты во второй 
части при членахъ первоначальнаго ряда всЪ меньше единицы и, слфдовательно, 


(ям 
и < Чат Н- И +2 -- Ил +3 -- .. 
(51 72 4 
Поэтому, вси не нуль при я безконечно-огромномъ, то сумма членовъ, сл$дую- 


щихъ за какимъ-угодно членомъ, не равна въ предЪлЪ нулю, когда порядокъ этого члена, 
безпред$льно увеличивается, и рядъ, очевидно, расходяпийся; итакъ, мы можемъ выска- 
зать слЗдующую теорему: 

Если ©(п) ость такая функизя оть значка п, что произведеве х(пуи, равно нулю 
при п безконечно-офомномь и если, кромь тою, изъ двухь выражен: 


=) 


7-1 


ф(т)и, 
Г) 


первое обращается въ нуль при п безконечно- ораиномь, а второе— положительно, то ря— 
расходящейся. 
$ 245. Для примфра разсмотримъ рядъ 


т 
та" в +.. ты 





и 


т 


расходимость котораго доказана въ 8 236-мъ. Беремъ ‹(и) =, тогда 


1 
Ф(т)и» — и 


Это произведене стремится къ нулю. КромЪ того, имфемъ: 


О 1). 





30* 
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Безъ труда замчаемъ, что {(2) равно нулю при п безконечно-отромномъ. ИмФемъ, на- 
конецъ, 
сиди, 1 


РОЙ ра +). 


что въ предфл% равно единицф и, слфдовательно, рядъ (1) — расходяцийся. 
Пусть будетъ данъ еще такой рядъ: 


1 1 1 
(212)? н [313 ЖЕ" (79% }* Нее 


Беремъ ‹(7) = я, тогда, 


Это произведене стремится къ нулю. Кром того, им$емъ: 


= (22 9 2 
ит ОО иль 9010 (41). 
Иа | п 7 
Не трудно замфтить, что при я безконечно-огромномъ это выражене обращается въ 

единицу и, слБдовательно, рядъ—сходяпшийся. 


Ряды СЪ ЧЛЕНАМИ ПОПЕРЕМВННО ПОЛОЖИТЕЛЬНЫМИ И ОТРИЦАТЕЛЬНЫМИ 


$ 246. Для рядовъ, члены которыхъ не вс положительны, повидимому, трудно 
дать обпие признаки сходимости. Мы ограничимся н$Ъсколькими простыми, но очень важ- 
ными, зам чанями. 

Теорема |.— Ёсли члены ряда таковы, что посль замьны каждоло изъ нихъ положи- 
тельнымь членомь сь тою же абсолютною величиною 2я0 явится слодящимся, то и перво- 
начальный —также сходяиййся, каковы бы ни были порядокъ и знаки ею членов. 

ДъЪйствительно, можно разематривать отд$льно положительные и отдфльно отрица- 
тельные члены, какъ образующие два различныхъ ряда, оба сходящихся; въ самомъ дЪлъ, 
сумма и тзхь, и другихъ, взятыхъ еъ однимъ и тзмъ же знакомъ, остается, по предпо- 
ложен1ю, мене н$котораго пред$ла, а сл$довательно, и подавно сумма какого-угодно 
одного изъ нихь меньше того же предЪла, иначе говоря, каждый изъ нихъ предста- 
вляеть сходяпийся рядъ. 

Пусть теперь число членовъ ряда растетъ безгранично; число членовъ отдфльно 
положительныхъь и отдфльно отридательныхь станетъ безпредзльно увеличиваться и, сл$- 
довательно, ихь сумма все ближе и ближе будеть подходить къ разности пред$ловъ 
обоихъ рядовъ. | 

Это заключен1е не зависить отъ порядка членовъ; значитъ, мы можемъ его выбрать 
по своему желаю, лишь бы только ихъ абсолютныя значеня, взятыя съ однимъ и тёмъ же 
знакомъ, образовали, согласно нашему предположен1ю, сходяшайся рядъ. 
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$ 247. Теорема, обратная предыдущей, не всегда справедлива: рялъ можетъ быть 
сходящимея и въ томъ случаЪ, когда сумма абсолютныхь значевй его членовъ безко- 
нечно огромна. Мы докажемъ только сл$дующую теорему: 

Теорема |.— Ёсли члены ряда поперемьнно положительны и отрицательны и идуть, 
безпредьльно уменьшаясь такь, что каждый изь ниль меньше своею предыдущие, то 
ряд — сходящиаися. 

Въ самомъ дЪлф, пусть данъ рядъ съ вещественными членами 


мои =. 5 Вы Е .., 


поперем$нно положительными и отрицательными, безпред$льно уменьшающимися. 
Остановимся посл$довательно на членахъ и, и и„., и положимъ: 


б-р —.. . - %, 


би 2—8 --  —. . 5-Е Ин — а. 


Какъ бы далеко мы ни продолжали рядъ за и, и на какомъ бы член ни остановились, 
сумма будетъ больше 5, и меньше 5„.,. ДЪйствительно, сумма членовъ, прибавляемыхъ 
къ ю„, есть вида: 


(ии Ми) — (9... — 9.) — (ии+в — Инв) =. . - 


и, слЗдовательно, отрицательна; сумма же членовъ, прибавляемыхъ къ д,„.,, наоборотъ, 
положительна, такъ какъ можеть быть представлена въ вид$: 


(ине иьь) Е (на РЕ... 


Отсюда заключаемъ, что рядъ, продолженный какъ угодно далеко, постоянно содержится 
между двумя числами 5, и &5,„.,, разность между которыми и„., можетъ быть сд$лана, 
сколь угодно малою. СлЗдовательно, сходимость очевидна. 

$ 248. Когда члены ряда по своему абеолютному значеню не образуютъ сходяща- 
гося ряда и, значить, сходимость зависить отъ ихъ знаковъ, то нельзя измфнять поря- 
докъ, въ которомъ они выписаны; въ противномъ случа, рядъ можетъ не только измЪнить 
свою величину, но даже потерять и сходимость. 

Лирихле первый обратилъ внимаюе геометровъ на это обстоятельство, приведя сл$- 
дующий примфръ: 


Ряды: 
1 1 1 1 1 ] 


Е 1 1 1 1 1 1 
ото 


состояш1е изъ однихь и тфхь же членовъ съ одними и т$ми же знаками, не стремятся, 
однако, къ общему предфлу; не трудно доказать, что если первый изъ нихъ представить 


буквою 5, то второй будеть >. 5. 
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Въ самомъ дл, имфемъ: 


а № 1 1 =У ( ЕЕ 
5—1 ТЗ и: 2—1 т.к 2% —1 2/’ 


ГД знакъ У, распространяется на вс$ цфлыя значен1я я. Также, называя © вторую 
сумму, имЪемъ: 


, 1 1 ] 1 1 1 1 } 
ВАР Т т 4 а 41 — 3 т 41 — 1 2 


и, слБ5довательно, 
1 1 ) 
5 =>, (+ 4—1 9% 


А такъ какъ, далфе, сумма ©, очевидно, можетъ быть написана въ видЪ: 


:- 1 а 
=>, (-=— 4% —2 Ч 41 —1 4%)’ 


то 
1 1 
Ре о ( о —=+%)=У ( = —)= | 
1 1 1 1 
= 2. ( 2—1 —=)=--5, 
откуда в = > 5, при чемъ самое значеше 5 мы можемъ и не знать. 


Мнимыек РЯДЫ 


8 249. Ряды съ мнимыми членами считаются сходящимися, если отдЪльно ве- 


шественныя части и отдЗльно коэффищенты при У —1, въ каждомъ член$, ыы 
сходяшлеся ряды. 


Мнимому выраженю а«-- ВУ — 1 очень часто бываетъ выгодно придавать видъ: 
р (с05ф У —1 515), 


при чемъ р положительно; не трудно доказать, что это всегда возможно. Коэффищенть р, 


равный Иа’ 65’, называется модулемь мнимаго выражегая, а, уголь о—его амументюмь. 
СлЗдовательно, мнимый рядъ, 


РР -... 


можеть быть написанъ сл$дующимъ образомъ: 


р, (в0зф, -- И— 1 эщф,) -Е р» (совф, -- И — 1 зе)... - р» (совф, | У —1эщ‹,) -Ё.. 
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и, чтобы онъ быль сходящимся, необходимо и достаточно, чтобы каждый изъ двухъ 
рядовъ: 
0.С0$; -- 026089, -Н...- рыб0зе, -Н...; 
из, -- ре, -...-Р рае, --... 
быль сходящимся. 
Это услове, очевидно, будетъ выполнено, если рядъ 


ыь-+... Нм. - 


самъ по себЪ—сходяпийся;: дфйствительно, въ такомъ случа, такъ какъ вс его члены 
положительны, всяюй рядъ съ членами соотв$тетвенно меньшими по абсолютной ве- 
личин% необходимо сходяцийся. Обратное предложен!е не всегда справедливо, но общий 
признакъ сходимости дать трудно. Мы ограничимся доказательствомъ слЗдующей теоремы, 
которая прилагается къ одному весьма важному классу мнимыхъ рядовъ: 
Если въ ряд 
2 

и ах-- ах... Нам-... (1) 
коэффишенты а, а, а.,....@,... Уменьшаются и стремятся къ нулю, такь что 
каждый изъ нихъ меньше предыдущело, то можно утверждать, что рядь-—сходяиийся при 


всякомь значении х, модуль которало есть единица, искмочая лишь одною значевя х = 1, 


при которомь является сомнтьнае. 
Обозначимъ черезъ Р, сумму п-- 1 первыхъ членовъ ряда, т.-е. положимъ 


Е — -- 0% -- ‚ - ах’; (2) 
отсюда выводимъ: 


(1 о 2)Р» — %— ых" ы (а, г @%)х ео (а. р о) Е ее НЕ (а ее. а)”. (5) 
Если дать х значене, модуль котораго единица, т.-е. значене вида: 


с08ф -- И—1 эт ф, 


то а,” при безпред$льномъ возрастави я будетъ стремиться къ нулю, потому чте 
имфеть множителемъ а„, и рядъ съ общимъ членомъ 


(а, — в 7 (4) 
сходяцайся. Въ самомъ дзлЪ, имЪемъ: 
2 — созиф -- У —1 зшяо, 


откуда заключаемъ, что какъ вещественная, такъ и мнимая частьЗх” меньше единицы 
по абсолютной величинВ; значить, у такого члена какъ (4) и вещественная часть, и ко- 
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эффишентъ при И—1 вь мнимой части оба меньше а, — @»„_1. Съ другой стороны, рядъ 
съ отрицательными членами, обиай членъ котораго есть а.) 


(и — @&) -- (а. — а). . Е (а, — а): ..) 


очевидно, сходяпийся и имфетъ пред$ломъ —а,; сл$довательно, и подавно будуть схо- 
дяшимися оба ряда, члены которыхъ меньше по абсолютной величин$. Такимъ образомъ, 
произведене Р, на (1 — 5) стремится къ опред$ленному предфлу и, за исключеюмемъ 
случая, когда х==1, то же относится къ Р,. Предыдущее предложение можно высказать 
въ сл$дующей формЪ: если коэффищенты &, а@,... а» идутъ, уменьшаясь, и стремятся 
кЪ нулю, то ряды 
а, —- 4460$ -Е а.с082%--... | а,созиФ --..., (5) 
зто —- а.5Зт2о —...- азшие--... (6) 


сходяплеся при всякомъ значен1и угла ©, исключая всяый разъ, для перваго изъ нихъ, 
предположетя о = 0. 


Предполагая же о =, переписываемъ первый изъ этихъ рядовъ въ видфъ: 
ож та,Ё... 


и находимъ, что для этого случая теорема уже доказана, ($ 247). 


ПрлРЕОВРАЗОВАНТЕ ЭЙЛЕРА 


8 250. Данный рядъ можно преобразовать въ другой то посредствомъ новой груп- 
пировки членовъ, то, напротивъ, посредствомъ разложеня каждаго члена на конечное 
или безконечное число частей, то, наконецъ, посредствомъ прибавленая новыхъ членовъ, 
въ совокупности равныхъ нулю. Одно изъ извЗстнЪйшихъ преобразовавй даль Эйлеръ 
для ряда, расположеннаго по степенямъ перем$нной. 





Данъ рядъ 

ии... и -... (1) 

Полагая 
= (2) 

1 у 
пишемъ: 
р у 

т * +“ Е ая т ” 


Но такъ какъ ($ 225) 
в 2% к — 2 о < == ла. 
и У ур-у.. Е =..., 
у ы 3 о „$ пу” = 
та —9 ‘59 — 4/° оу 


пи 
а озна о 4 64 © а Жо, сое 
а" 9 = 69 и 


24.9 


то, замФняя каждый членъ ряда (3) его разложешемъ и соединяя коэффишенты при 
однзхъ и тёхъ же степеняхъ у, находимъ: 


В в Е (и — 4) Е (из — 2, и, у (№ — Зи, -- 3% — му -..., 


или, по изв5етнымъ формуламъ изъ теор1и разностей, 


В № -- и, -- УАм, У Аи, у А +... Ач те 


подставляя же изъ уравневля (2) значенше у, 





можемъ написать: 
п 


2’ РЕ 7 
Ри в 4 Др --т4 аи. 


1 1 
Если положить х —=— 1, то т =; РЯДЪ 5 будетъ: 


Я — и, — % и — 
и въ преобразованномъ видфз: 


1 1 


1 
ВЕ Ру А — 5 А ие — ви: 


$ 251. Какъ мы увидимъ, предыдущее преобразоване замфчательно и очень по- 
лезно при числовомъ исчисленли рядовъ; но прежде чЪмъь перейти къ приложенямъ, 
замфтимъ, что оно не имфетъ м$ста, если какой-нибудь изъ разсматриваемыхъ рядовъ 
перестаетъ быть сходящимся. Трудно понять, напр., почему нашли возможнымъ прим$- 
нить его къ рядамъ: 
9=1—1--1— 1-4 1—1-..., 
9—=1— 2-3 —4-5—6-Р... 


ИИ 1 
и вывели для перваго значене -_› а для второго-—,_› думая этимъ оправдать употре- 
блеше рядовъ: 


1 = и + 9 
1 
т 32 — 4 ... 


въ томъ случаз, когда х равно единиц и когда они перестаютъ быть сходящимися. 
Полезно, однако, остановиться на этомъ обстоятельств. Преобразованю расходящагося 
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ряда въ томъ даже случаЪ, когда изъ него получается сходящ ся рядъ, не слфдуеть 
придавать никакого значенля, если только новое доказательство не сообщить ему какого- 
нибудь опред$леннаго смысла; иногда этимъ доказательствомъ можно воспользоваться, 
такъ какъ доказано равенство обоихъ рядовъ, какъ первообразнаго, такъ и преобразо- 
ваннаго, въ томъ случаЪ, когда оба они — сходяццеся и, слБдовательно, представляють 
два разложеня одной и той же функщи. Если, зат$мъ, одинъ изъ нихъ при н8которомъ 
предположении окажется расходящимся, то другой, оставаясь сходящимся, еще будетъ 
выражать собою функцию, что, повидимому, оправдываетъ тЪхъ, по ученио которыхъ 
другой рядъ также ее представляетъ, хотя самъ уже сталъ расходящимея, и которые, 
на самомъ дфлЪ, сд$лали бы лишь двойную ошибку, а именно, получили бы незаконное 
преобразоване и ничего не выражающий расходяпийся рядъ. 
Раземотримъ, напр., рядъ 








а 
жи -... (1) 
2 3 4 
При 
1 
д — 2) 
1 у 
онъ переходить въ рялъ 
2 2. № д*. 2 у 
о 2 пе а. ОН в о 
УТУ ТУТ Т.Р ГИ зв (3) 


Не трудно убфдиться, что числовое вычисление первыхъ членовъ послФдняго ряда позво- 
ляетъ замфтить законъ, а зат$мъ можно доказать *), что, полагая 


% ==0, Фр, Е 8 — —— 








*) Равносильное обратное предложен!е доказать еще легче. Если даны значеня А\,, 
2 | е 
А, ..., А, ..., то по извЪетной формул изъ теори разностей 


70 — 1 (%— 1)... (п—ф-1 е 
м ди Ачь ИР и... А, 


ПослЪ же замфны 1, и его разностей указанными значенями вторая часть приметъ видъ: 


_2 %—1, 2 (и — 1) (и— 2) ®— 3); 


2 о 
т 3 2 5 1.2.3.4 
ра 
т..е. будетъ равна ти ‚› потому что это послвднее выражен1е точно представияетъ 


Е 2 (1 —— па 
м при =]. 
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будемъ имЪть: 
2 
3 


[4 
> 


Ане, Аве, А; Аи = 








о...) Аи, ри 


Эа! 


С 





при х—=— 1 имЪемь у=— ——› и радъ 


1 
2 


- ы 





(4) 


преобразовывается, такимъ образомъ, въ рядъ 


Е 9 


Но первый рядъ-—расходяпийся, а второй—сходяпийся —значитъ, равенство между ними 
невозможно. Однако, рядъ (4), какъ мы увидимъ, представляетъ 1(1 — 21) при х = — 1. 
Поборники расходящихся рядовъ должны, поэтому, сказать, что онъ равень 13; рядъ 


в {= 
же (5), сходяпийся, можно получить, развертывая выражеше {19 которое является 


въ этомъ случаЪ сходящимся и, дфйствительно, представляетъ 13. Преобразоваюте Эйлера 
приводитъ, такимъ образомъ, къ парадоксальному результату, что расходящийся рядъ мо- 
жеть служить для числового вычисленая функции, которую онъ долженъ былъ бы выра- 
жать, еслибы формулы были общими. 

8 252. Изь способа, съ помощью котораго мы получили формулу преобразоватя 
Эйлера, никоимъ образомъ еще не видно, въ какихъ случаяхъ онъ выгоденъ, и нельзя 
также указать предЪла допускаемой ошибки, когда обтанавливаемся на какомъ-нибудь 
опред$ленномъ членЪ преобразованнаго ряда. Поэтому мы снова займемся этой важной 
формулой и дадимъ другое доказательство, свободное отъ зам ченныхъ нами неудобствъ. 

Пусть данъ рядъ 


Ви и, — №... — ы Г в — ...; (1) 


въ которомъ щ, и,..., и — положительныя убываюшия числа. Пусть 5 будеть пред$- 
ломъ этого ряда, а 5, — суммою я первыхъ его членовъ. Если ввести обычное обозна- 
чен1е разности и„., —и„ черезъь Ди,, то рядъ можно представить подъ двумя сл$дую- 
щими видами: 

5 —$„— Аи, — Аи, — Аи. —... (2) 
Я, и, + Аи —— Аа 2 а ыы 


и такъ какъ сумма ©, будучи равна каждому изъ этихъ двухъ выражен, равна ихъ 
полусуммЪ, то 


1 1 
В — ба ЧЕ о и — рот (Аи, — Ами -|- Ам в Ачиз ЕЕ 7 .). (3) 
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Если разности Ан,, Ан,.., Ац.,..., Которыя веЪ отрипательны, идутъ умень- 
шаясь по абсолютной величин, что обыкновенно и бываегь въ большинствЪ случаевъ, 
то рядъ въ скобкахъ такого зке характера, какъ и заданный, и его полное значене 
меньше его перваго члена, такъ что, принимая 


1 
в = бя ны 39- Ч, (4) 


1 
мы допустимъ ошибку меньше — Аш. Если бы мы приняли 


В — +, (5) 


то допущенная ошибка была бы меньше и„... Такъ какъ Ам, отрицательно, то нужно 
предпочесть формулу (4) формулЪ (5), всяюй разъ какъ 


1 
и 9 Аи, < ла › 
т.-е. 
Ик — Иа < 2 


Ик < Зи. 


Это соотношене всегда будетъ имЪть м$ето для медленно сходящихся рядовъ, члены 
которыхъ убываютъ также медленно. 
Равенетво: 


1 1 
Ю—$„- о М» УВ (Ам, — Аи: НА —..-) (6) 


можеть быть написано въ сл$дующемъ видф: 


1 1 1 
= „-[ 5% Аи, -- Е (Ди, — Аи, | Ав —...); (7) 


въ силу же соотношеня Д*и„ = Аи,., — Аи, мы можемъ формулы (6) и (7) переписать 
такъ: 


а, мы 5 (А Ами Е Аим ...), (8) 


1 1 1 плз 2 
ВЕР 5 и А — о (Аи РА ив -Г...), (9) 


откуда, беря полусумму этихъ равенствъ, находимъ. . 


| 1 1 | 1 
5 — $„-- И 45 — и Аи„ -- а (А’и, м А’ -- Ами» — Ав -Ё...). 
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Если разности А*’и,, А?и., А?и,.,...-—п одного знака и идутъ уменьшаясь, то 
рядъ въ скобкахъ будетъь того же характера, что и данный, и отбрасывая его цфликомъ, 
мы сдЪлаемъ ошибку меньше его перваго члена. Поэтому можно принять 


1 1 
т 
съ ошибкою меньше Уд: А”и,. ДалЪе, формула 
г. 1 ] 1 гла . . 
Рф Ди, (Аи, — Ач. -- Ач, —...) 


можетъ быть написана такъ: 


1 1 
би Аи» + и, Аи...) 


% 
и равенство (9) можеть быть представлено въ видф: 


1 1 
= ЯН Е и, — . Азы, -- 4. Ач, -[ ха (А*иииы Е Аи...) 


беря полусумму этихъ значеюмй ю, находимъ: 


1 1 1 ] 
9 — $„ п Аи, = Ре А*и„ — 5 (Азии — Азы. —- Аи —...). 


Если разности ДА%и,, Аз, ,...-—п одного знака и притомъ убываюнйя, то рядъ въ 
скобкахъ, подобно предыдущимъ, будетъ меньше своего перваго члена, и, принимая 


] : 
5 = Зи —- = и —— Уд: Ач, т - А’и», 


1 лз 
мы слфлаемъ ошибку меньше — А. 
О 


Подобное разсуждеше можно продолжить какъ угодно далеко и написать: 


1 1 1 1 == 1 Е: 
© = $, - 5—1 Аи, -- г А*и, — 16 Аи, ...— а Аи, , 
при чемъ ошибка будетъ менфе о АРи,, лишь бы только для абсолютныхъ значешй 


членовъ ряда разности порядка ниже р были одного знака и притомъ убываюцця. 


254 


Пусть, напр. 
ОЕ Пен АИ = 7 ) 
въ этомъ случаВ 
1 ыы ми 1 1 2 
9 о Ач т, и — 
п %(% -- 1) %(® 1) (в — 1)(®- 2) (т — 1)(в- 2) 
2 2 И 
3 ды 
5 пт) (и-2) 3) э@=-0@-2 ии РЕ 2)&- 3) 
не 2.3.4 | 
ЕО РОО а 
е 2.3.4.5 
= 


такимъ образомъ, условля предыдущаго доказательства выполнены. Полатая д —11, на- 
хОДИМЪ: 


Ч О СП о т.т 
Е то 
1 1 Е 2 6 
оне: ———'$ т т ри т ща А) 
у АИ 11.12 РН 2.8 к 11.12.13.14 
24 120 
4 — Аба — —— 
Аи — 1 12 13 14 1 |. 11.12.13.14.15.16 
и формула, 
1 1 1 1 1 = 
Е ть: Ла А = АЖ А РИА, 
ю $„-- о 4 4 а 8 Аи, 16-Е 9 ^ са 
даетъ: 
9=0,64563492 
+ 4545455 
+ — 189394 
- 14569 
+ 1561 
е 208 
Г 33 
+ 1 
_ т.-е. 9 = 0,6931473 


Этотъь рядъ, кавъ увидимъ, представляетъ неперовъ логариемъ 2 и семь его цифръ посл 
запятой вполнЪ точны. 


Методъ СТИРЛИНГА 


8 253. Мы должны привести еще одинъ методъ, предложенный Стирлингомъ въ 
1717 г. для суммироваюя рядовъ и заключающийся въ преобразован каждаго члена 
даннаго ряда въ безконечный рядъ такого вида, что вс соотвфтственные члены послз- 
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довательныхь рядовъ могутъ быть легко суммированы. Часто случается, что съ помощью 
такого према данный рядъ преобразовывается въ другой, весьма быстро сходяшийся, 
‘рядъ, числовое вычислен1е котораго поэтому уже не представляетъ затруднений. 

Ряды, къ которымъ Стирлингъ старается свести всЪ друме, суть слБдующие ($8 222): 


1 1 
«ЕО +ООСЫ +. 


1 1 
еро= «ОУ т обеНЯ + 


м И 
8 2+0е+2  е-+0е-+эе-+ Те 8 т... 


Въ большинствЪ случаевъ удается достичь этой цфли, не прибЪгая всяюй разъ къ общему 


правилу. 
СлЗдующая формула есть одна изъ самыхъ зам чательныхъ и только ее мы здЪеь 
приведемъ: 
а Фи | 1 —я (2 — 2) (1 — я) 
ИТ 
+ (3 —*) (2 — т) (1 — м) 
++) е-+8е-+9 | 


вторая часть представляетъь безконечный рядъ при з не ц$ломъ. Доказательство, при 
этомъ, весьма легко; вычитая изъ первой части первый членъ второй, зат$мъ сумму 


двухъ первыхъ, дал$е—трехъ первыхъ, получаемъ посл$довательно: 


1 | О рс 3 1% 
2—2) 22-411 2-40 @4+»’ 
1 2 1 —м ©. (1—2) (2 — я) 
(г-Ги) 2-10  2-10@+2) еее’ 
о. 2 дд 1—* =: (1 —#) (2 — м”) С 


2(2--”) 220 #2-+0@е42 2@е-уе+зе-э3 
_ (1—2) (2 —”) (3 — =) .: 
2(г--1) (#-- 2) (#2 3) (# Е”) 


значить, останавливая сумму на членЪ порядка р, мы д$лаемъ ошибку 


(1—2) (2— =)... (р— м”) 
2(#--1) (2-2)... (#- р) (#-») 


стремящуюся къ нулю ($ 242), лишь бы только г -- л было положительнымъ. 
$ 254. Пусть требуется суммировать рядъ 


1 1 1 1 
РЕ 16 55 
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Полагая и —=0 въ формул предыдущаго параграфа, пишемъ: 


1 1 1 | 1.2 


ео" 06-2) Тю СкаС-Э 


Отсюда заключаемъ, что рядъ 


1 1 1 
Я Теа "` 
можеть быть зам$ненъ суммою слЗдующихь рядовъ: 


о ам о 

22-1) Г @-+10@+2) Г @+2@-+3) '‘” 
1 1 

Тео б- а) * етоб-+9е+9 

о а о оаи + 

е-+ (2 2)@-43' @фуе-+зе+т)е-+9 '°” 


* 
2 44 


замВняя же сумму каждаго изъ рядовъ, расположевныхъ горизонтально, извЪстною его 
величиною, находимъ окончательно: 


1 т За 12 


1 1 1 | 
ит (2—2 1} т (222) ОИ Г 3221) (@2- 2). 


Если положить 2 =—12, то вторая часть представить весьма быстро сходяшайся рядъ, и 
сумма первыхъ 14 его членовъ дасть 0,079957427; кромЪ того, 11 первыхъ членовъ 


даннаго ряда составятъь въ сумм 1,55803223479, а вся сумма будетъ, слЗдовательно, 
съ большимъ приближенемъ, 


1,644934065. 


Цоздн%е мы узнаемъ, что эта сумма ееть к 


Мы вернемся въ другой глав къ разложенямъ, подобнымь тзмъ, на которыхь 
Стирлингъ основалъ свой методъ. 


Методъ Куммерлд 
$ 255. Куммеръ далъ методъ, очень полезный во многихъ случаяхъ, когда тре- 


буется вычиелить весьма быстро и съ большою точностью предЗль суммы членовъ 
медленно сходящагося ряда съ положительными членами. 
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Пусть дань сходяпийся рядъ 


мона Р-Р ...; 


разобъемь сго па двф части: 


ый — 16 — Ди —- га -|- т; 
Па Рина Р-Н ...; 


такь какь к, есть сумма опред$леннаго числа членов, то опа вычисляется непосред- 
ственно. Что же касается остатка 1, то мы должны удовлетвориться его приближеннымъ 
значешемт. 

Чтобы получить это значен1е, вводятъ двз функши отъ числа п, <(72) и [(’). под- 
чинепныя слздующимъ условямъ: 

1. Произведев1е <(»2)н„ стремится къ пулю съ увелнченемт д: 

2. [(п) приближается неопред$лепно къ единиц съ увеличешемь »; 

2. между функщями х и Г существуеть соотношене: 








Го) = $) р, (1) 


1 (1-1 


имВющее место при всеякихъ значемяхъ п. | 

Покажемъ сначала, что такъ какъ эти условя предполагаются выполненными. то 
изъ нихЪъ можно вывести приближенное значете Ё: изм$няя п въ уравнеюи (1) на 
и --1, н-2, п-3,... и освобождаясь отъ знамепателей, находимъ: 





Ги — (т)н, ‘(1 Г. -- 1) 2443 ) 
(п —- Рино — (7 -- Ти (и Е бы 2 
(п из == $ -- Зи -, — < -- Зи, 








® 


‚< в. = в 5 2 Ра 
Г (я не Ки эн —— (п я Ки, р <(п Е /: нЕ 1) ль , 


Складывая вс эти уравненя, пишемъ: 





Г (пи Е Г (п Е 1) -- | ( -- 2 НЕ вт 473 ты [ (* - и а -- и е(и)и» (2) 


Принимая же во внимане, что Г(), (и РП). Го 2),..., по предположению, весьма 
мало отличаются отъ единицы, заключаемъ, что первая часть равенства весьма мало 
отличается оть А и, сл$довательно, приближенное значене его есть <(п)и,. 

Можно даже замЪтить, что формула (2) даетъ, вообще, два весьма близкихь мекду 
собою предЪла, между которыми содержится остатокъ А. ДЪйетвительно, изъ уравнетя: 


(иди, Е Фобииь Е Рбь ив... 


31 
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ВЫВОДИМЪ: 





и, -Е 1) ГАО) 3} 
р ЕН нс О На (.) 

К) Г(2’) Ё( и) 
замфчая же, что функши [(). Ки-РТ) Кь-2),... стремятся къ единиц, можемт 
сказать, что, вообще, он будуть или всЪ больше единицы и убываюция, или вс мельие 
единицы и возрастаюлия. Въ первомъ случа множители при на, иь.... больше 


единицы въ уравневши (2) и меньше единицы въ уравнени (3); значить, 


В < зи, 


| он, _ | 
Вв> т 


Во второмъ слузаЪ /(7), [(’-—-1),... меньше единицы, — поэтому будет паоборот“ь: 


в > (аи, 
(пи, 
Кат) 


СлЪдовательно, ПД въ обоихъ случаяхъ содержится между двумя известными и весьма 

близкими между собою предфлами, такъ какъ Г() очень мало отличается оттъь сдилицы. 
Такимъ образомъ, вся трудность сводится къ опредзленю функшй © и [и ио- 

нятно, что условя, которымъ онЪ подчинены, даютъ мЪето большой неопредЪлепности. 
Выберемъ для «(з) алгебраическую функшю вида: 


и : а’ таже... 
(п) = си с пера и... : 


Развернувь дробь по нисходящимъ степенямъ #, получимъ для (2) рядъ вида: 


| с" ” ее” ее” 
еп) — си Не -- с —- р. т ив ЧЕ ия ВЫ (4) 


ше 


Разсматривая с, с, с’...., какъ извфетныя, изъ уравненя (4) находим (п); въ самомъ 
дЪлЪ, имЗемь: 

















вона =. ©) 
НТ 
он 
Предположимъ, что отношен]е р выражается рядомъ вида: 
-1 
и, 6’ (” 6” | 
в. Е о р = НЕ а Н- _ (6) 


Изм\ляя и на д-- 1 въ (4), пишемъ: 
Г с" сх е 
"(ри ----— 1) еее (и ] \ (° к 5—5 ба. 


по но $ 225-му 








1 1 1 1 ] \ 
я О р -.. 
] 1 2 з 4 | 
— .) м ] РЕ фт 2 =: ——=-оа $ Кр и 
В ч 77 ( 7} "г 20: с ) ! 
1 1 рот 
и ож (1 он т 98 7 . 


и, елЪдовательно, 


| С. ( ] 1 с” 2 3 
(т 1) — и -не-е--— т —— ан — [28 Заем) 
( ей ) / | - ее я ы Е и? - 7 а Са но" Е 





С АИ ) - 
+5@-у+т-...). (т) 


Па осповаюи уравпевшй (4), (6) и (7) формула (5) переходить вт 


ПС — > [У - <" = [и НО с" + 6] + 
ее 2) Не" По 6] + 
1 УГ” : ТИ Ю "Г ТУ у 
У 3) + с" ео" т) + об" + 





] Г Г, ь тр Их а >: 
Е 8 [© (9-4) -- ©" — 6) с" 4-е у-ем- 


Е [2+ 5) + 210) + 6" по) "6 Э+ОО+ 
с 0"- сб" 

-- = [еб 6) с" 15)  ©("— 20) - ет 15) 
ео О о ре + 

Ее еЩУ Е т) + 9" 21) + о" 35) + "—89) + 
оО ом бо ое + 


По при безконечно-огромномъ значеши д мы должны имЪть /(») = 1,—значитъ, необхо- 
димо, чтобы постоянный членъ величины Г(л) равнялся —- 1; слЗдовательно, 


1 = (0—1). | 
За 
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21 


; 





ДалЪе, вамъ извЪетны 0, 0, 0,..., потому что отношеве извъетно ву, фУНк- 


--1 


Щи оть 2, — поэтому можно подобрать с, ©, с’..... такъ. чтобы исчезло возможно большее 
число членовъ выраженя {(»): тогда разность /()— 1 будеть возможно меньшею. Опре- 
дзливь такимъ образомъ 2)» 1 коэффищентовъ ряда 


е г. 8. 
п Ааа 
составимъ дробь 
ПР РТР че 


/ — ТР ) 
Е ИСК т. 


которая. будучи развернута въ рядъ, дасть выражеве (4); для этого достаточно прирав- 
нять другъ другу оба выражен1я и написать тождества между членами обЪихъ частей 
равенства, изгнавъ предварительно знаменателя и положивъ равнымъ нулю коэффицленты 
при отрицательныхъ степеняхъ % во второй части, въ числЪ, достаточномъ для опредф- 
леня В’, (",..., 6”. 

$ 256. Поясвимъ предыдупий методъ на примЪрф. 

Пусть данъ рядъ 


1 1 1 1 
Е р те 
з 3 .) уу) 
имЪемъ: 
1 4 (п 1) . 4 () 4 1 
Ноа о ТГ Роз БАНЕ 
71 7..1 и 11 71 1 76 
Сл$довательно, 


0—4, = 6, 0—4, 0—1 И =0, 9" —=0,... 


Составляемъ сначала рядъ 





„’ ТУ 

С С 

ео 
2 4 


" 
С 
(п) = еп 5 е + + 


ес. с’... опредВлятся изъ уравнен!й: 








1 
О — Зе —1, откуда с — 5’ 
| ] 
() — 46 —- бе, С п 
й 
-„ 1! _ № и 1 
0 —5е бе -+ 4с, | в =- 5’ 
О — бе" 5 4 -- с, ‚ О. 
1 
__ ти „И А: НУ — В иные 
ОС ео, ОЗ 
т) 


й—=86, О. 
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 — 9 146" с, м + 
О — 106" -— 96" — 146 —- с, СО, 
О — ПИ - 39-Е лес, И = — > , 
О — Ре" — бе — 95" (“°. о ^ фе) 2 р 
| 
1 1 1 1 2 1 


— — — ——ы—---- —- 
. ® ® 


2(и.) а — а с : 7 
З 2 51 (5147 012” 97 
Опролляемтъ теперь дробь: 


7. ] г ай 
о "У = |7 4% 
3 2 ит -НЬ 


которая, будучи развернута въ рядъ, даеть первые члены, только-что нами выписанные. 
Посредством метода неоп редЪленныхь коэффишентовь находимъ: 


т. ] 10° — ЭЗн 
(18) == ———- ; 4 Е о и 
3 2 30 — 84 -- 22 


При »—= 10 вычисляемъ пепосредственно: 
] 1 1 1 ] 1 1 1 | м 
р рат РРР СЕ 19508203 65554 937565; 
5 3 5 6 Г о 9 10 


Кром тото, 





значить, сумма ряда приблизительно 


—1 


ю = 1,08232 32337 110984. 


Вычисляя ‹(11), находимъ: 





(1 1) = 3,19684 58525 175; 
слЪдовательно, 


о 


— (11) =1— 0,00000 00004 147, 
11 


[(10) = $10) 


и второй предфлъ, между которымъ и 5 содержитея величина ряда, будетъ 


(10) 
10*1(10) 


65 
® 


—],08252 32331 11217 


ъ 
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среднее ариометическое м еЖжду этими двумя числами есть 


1,15232 32331 11158. 


ПозднЪе мы узнаемъ, что разсматриваемый рядъ равень т изьВетно же, что 


Ф 








]= = 049714 98726 94133 85435 127, 
|=‘— 1.98859 94907 76535 г 
к‘ — 97.40909 10340 02437 
И 
с ра 
0 108232 32537 1113$ 19148. 


Такимъ образомъ, найденное значен1е иметь точныхъ 13 цифръ. 
$ 257. Можно поставить себ вопросъ, сколько нужно вычислить членовь, чтобы 
получить столь большое приближеше. Пусть х будеть число членовь, отбрасываемый 





и 2 „ 
остатокъ При х членахъ долженъ оыть меньше 10“ ? Ошибка же, приолизительно, есть 
5(х) 2 | 
29 И мы находимЪъ, что эта дробь будетъ меньше 10= лишь при значения х выше 
т 


Итакъ, мы получили съ десятью членами результать, который при непосредствеп- 
номъ вычислен!и потребовалъ бы 25500. 


Ряды, РАСПОЛОЖЕННЫЕ ПО СТЕПЕНЯМ ПЕРЕМЪННОЙ 


8 258. Часто прибфтаютъ къ рядамъ, расположеннымъ по возрастающимь степеваямь 
перем нной буквы. Пусть 


а Рая а... а -... (4) 
будетъ такой рядъ. 

Изучен1е сходимости рядовъ этого вида приводить къ слБдующей замЗчательной и 
важной теорем: 

Гсль вь рядь (А) поэфдфиийенты а, а ,..., а» — поспоянныя данныя, 4 х — тре 
мпънная, моущая принимать всевозможныя значеня, вещесливенныя или мнилиыя, то я, 
будучи сходящцимся при значения перемтнной х=т,, и подавно слодящейся при всякомъ 
Фрлуюмь значеви ш, модуль котораю менше модуля дл. 

Въ самомъ дл, если рядъ — сходящйея при х==х,, то членъ порядка %, 

Ча” 7 
очевилно, долженъ стремиться къ нулю сь увеличешемъ и. Цоэтому, пусть М будегь 
наибольшимъ модулемъ членовъ ряда 


Ра, На р... иж” -... (1) 
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№ели подставить на мЪето 2 новое зпачеше х,, то рядъ приметь виль 





и Е ит. -- из м (2) 
НИ 
м В а ый 
(Нм (> ) -- 4,2" т -Н... -Н Чи "(= -) а (3) 
а х И 
Вели г сеть модуль отношешя - ‚ то члены ряда (3) имфютъ модули соотвфтетвенно 


меньше модулей ряда съ положительными членами 
ЛЬ ЛЬ - М - М-...- М-..., 


ряда, очевидио сходящагося, такь какь это—убывающая прогресаял. Значитъ, рядъ (3) и 
подавно сходяшайся. 

Предыдущее доказательство, безь всякихь измфненй, даеть намъ слздующую 
теорему: | 

[сли при значении г ==) злавной буквы члены ряда 


аж -а-... тая-. 


напыоть „нодули меньше постоянно числа М, то при всякомь значении т, модуль кото- 
репо меньше модуля 5, рядь —- слодяив ся. 

$ 259. Если рядъ, расположенный ио стененямь г, — расходящийся при значени 
я, нерем$нной л, то онъ будеть и подавно расходящимся при значении х., перемвной 
х, модуль котораго выше модуля 2. 

Въ самомь дЪлЪ, если при г =, рядь — сходяцийся, то онъ будетъ также ($ 258) 
сходящимся при значеши х==л,, модуль котораго меньше. - 

Такимь образомъ значешя х, при которыхъ рядъ разсматриваемаго вида сходящийся, 
вестда таковы, что модуль ихъ ниже нЪкотораго предЗла. 

Разсмотримъ для примБра рядъ 


Теа... + ...:; | (1) 


онъ —сходяцайся при веЗхь значеняхъ =, модуль которыхъ меньше единицы, и расхо- 
дянийся при значеняхъ, модуль которыхь больше единицы. 

Вообще, сомиЗше являетея при значетяхъ х, модуль которыхь точно равенъ пре- 
дЪлу. Въ случаЪ прогресаи (1), если х дать значеше, модуль котораго есть единица, 
т,-е. положить 

= 6052 К И—1 м5, 
то рядъ приметь видь 


1 сов -Реоз2о--с058е Е... созие +... У—1 (зто те--... Р ашне +...) 


онъ не будеть сходящимея, потому что члены вещественной части и члены мнимой не 
стремятсл къ нулю съ возраставтемъ я. 
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$ 260. Много теоремъ, относящихся къ мнимымь выражешямъ, формулируетея и 
доказывается съ большею простотою и изяществомъ при извЪетномъ способЪ ихъ предети- 
влен!я, которымъ мы будемъ часто пользоваться. Выражене «а-- У —1 принято счи- 
тать соотвЪтетвеннымъ точкф на плоскости, прямоугольныя координаты которой суть 
а и 6. Разстоян1е этой точки до начала равно модулю мнимаго выражевля, а утолъ, 
образуемый этимъ разстоятемъ съ осью д-овъ, есть лументь. 

Сумму двухъ мнимыхъ выражешй, соотвЪтетвенныхъ точкамь Ви С, очевидно, пред- 
ставить конецъ прямой, проведенной черезъ одну изъ точекъ параллельно радусу-вектору, 
соединяющему другую точку съ началомъ координатъ, и равной этому послЪднему. Одинт 
взглядъ на чертежъ позволяетъ заключить, что модуль суммы двухъ мнимыхъ выражешя 
меньше суммы модулей и что, очевидно, эта теорема распространяется на какое-угодно 
число мнимыхъ выражений. 

$ 261. Рядъ, расположенный по возрастающимъ степенямъь перемфнной 2, — сходя- 
Ш йся, по $ 259-му, для значей х, соотв$тствующихь точкамъ внутри нзкотораго круга, 
описаннаго изъ начала, какъ центра. Такой кругъ называется круюмь слодимосни: ето 
радлусъ можетъ быть нулемъ и тогда рядъ никогда не бываетъ сходящимся; также мо- 
жетъ случиться, что онъ выйдетъ безконечно-огромнымъ, и тогда рядъ никогда не будетъ 
раеходящимся. 

$ 262. Радъ 


и ал-ах-... Ражм-... (1) 


иметь тотъ же кругъ сходимости, что и рядъ 


и -^ Зах... + па ..., (2) 


составленный изъ производныхъ отъ членовъ перваго ряда. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть В есть раллуеъ круга сходимости. Рядъ (1), по предноло- 
женю, расходянйся при всякомъ значени х, модуль котораго превышаеть А, и мы 
знаемъ (8 259), что для такихъ значей модули его членовъ возрастаютъ безпредЪльно. 
Поэтому, если мы приписываемъ х значене, модуль котораго р, превышаетъ Д, а 4», есть 
модуль а„, то членъ а„х’ будеть имфть модулемъ 


в. 
Аб, › 


который, по предположеню, возрастаеть безиредЪльно вмЪстф съ л. СоотвЪфтственный 
членъ ряда (2) имфеть модулемъ | 


мя 7 ы м 
пАвр: г — р: Аб $ (3) 
т 


| п 
и очевидно, что такъ какъ > увеличивается безпредЪльно, то этотъ новый модуль растетъ 
1 


безконечно: вмЪетЪ съ п, подобно предыдущему. Значитъ, рядь (2)— расходяцийся для 
значений х, соотв$тетвующихь точкамъ внф круга сходимости перваго ряда. 
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Иринишемь, во-вторыхь, неремЗиной х значеше, модуль котораго р, былъ бы ниже 


и“ 


й; тогда модуль члена ах’ будеть 


4. 
1122 › 
и ридь, для котораго этоть модуль является общимъ членомъ, есть сходяшийся и всЪ его 
члены положительны. 
М одуль соотвЪтетвеннаго члена ряда (2) есть 


-р х 
Г Е — 1. (^ ,А”‘. 4 
пб? Г, н ( ) 
| б мик 
Но рядъ съ общимъ чденомъ п ( ) ; очевидно, сходяшиися, потому что отпошевне 
3> 
нь немъ члена къ предыдущему въ предфлЪ даеть дробь р меньше единицы, а мпожи- 
ь 


: / #. и: . 2 
тель 1, ', на который нужно умножать (*) ‚ чтобы получить выражеше (4), не 
1 
увеличивается безпредЪльно. Отсюда ясно, что рядъ сь общимъ членомъ 12.4,0,’ ‘ сходя- 
иийся и, слЪдовательно, рядъ (2) — сходяцшайся для всЪхъ значеюй перемЪнной, соотвЪт- 
ствующихь точкамъ внутри круга сходимости ряда (1). 


НЕПРЕРЫВНОСТЬ РЯДОВЪ 


$ 263. Когда члены ряда — непрерывныя функии отъ перем$нной х, то съ перваго 
пачала кажется очевиднымъ, что рядъ, если онь остается сходящимся, есть также не- 
прерывная функщя отъ х; однако, такое разсужденле не всегда было бы справедхивымъ. 
ДЪиствительно, если члены сходящагося ряда 


и... Ри -... 


непрерывныя функщи отъ 1, то ясно, что при безконечно-маломъ изм$нени х каждый 

членъ измнитея безконечно-мало, но будетъ ли то же самое съ суммою? Такъ какъ она 

составляется изъ безконечно-большого числа членовъ, то утверждать этого нельзл. 
Разсмотримъ, напр., рядъ 


1-х аёюё-та-ж-...; (1) 


пока х меньше единицы, этотъ рядъ — сходящйся. Можно его написать въ сел$дующемъ 
ВИДЪ: | 
тж... 
тм ..., 
и его сумма, очевидно, будетъ: 
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Такимъ образомъ, если х приближается къ единиц, рядъ (1) всегда сходянийея и 
пр1обрЪтаетъ все болышя и болышя значеня, но при х==1 сумма этого ряда равна пулю, 
такъ какъ веЪ его члены обращаются въ нули, хотя самъ онъ остается вее еще сходящимся. 

Этотъ примръ, кь которому мы будемъ имЪть случай прибавить еще много другихъ, 
показываетъ, камя предосторожности необходимо вносить въ разсуждеюя, относящися до 
рядовъ. 

$ 264. Не трудно доказать слБдующую теорему: 

Кода рядь 

и -... и -..., 


весь члены которало вецественны и прюдставляють фуюиии оть одной в той же перс- 
заьнной х, стодяиейся дая веьль значении д между двумя икдьлами г пот, в является 
растодящцимся Оля нъпотокао частно значеия &= а, такь что при =ал-ен 
== а-р = разность значений, туиобрльтасмыхь имь остается консиною при з безконсино- 
эалольь, иядь производныль 
№ И 2 
хх 


Чи» | 





к 


Ст 





расходяииеися при 2=4. 
ДЪйствительно, разематривая уравнеше: 


и... ни -. 





находимъ, что у опредЪленно при всякомъ значенши х, и такь какъ при х==а насту- 
паетъ разрывъ непрерывности, то кривая, для точекъ которой абецисесою служить 4, а 
ординатою у, состоитъ изъ двухь различныхъ вфтвей АР и ОБ (чел. 26). Если взять 


В 






Хх 
Черт. 96. 


во второй части только яж членовъ, то кривая, ординатами точекъ которой служить 
сумма этихъ т членовь, непремфнно предетавить собою непрерывную лин, которая 
по своей природЪ всякою параллельною оси у-овъ пересЪкается только въ одной точкф. 
Но такая лия не можеть имЪть предзломъ кривую изъ двухъ вфчвей АР и ОВ, не 
приближаясь въ то же время къ прямой РФ, соединяющей ихъ; угловой коэффишенть 
касательной, т.-е. 
до | м ее -- Фи 

ах | ах '`"' 4х ° 


 долженъ быть, тавимъ образомъ, безконечно-огроинымь при д=а. 
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3 265. Предыдущее замфчаше, виервые ясно выраженное Дюгамелемъ (Рирате]), 
ласть возможность доказать просто одну теорему Абеля, ставшей весьма важжною въ даль- 
"Бишемь развичи науки. 

Рядь вида: 


тах -ат-... тажт-... 


иепрерывенъ для вебхъ значешй х, вещественныхъь или мнимыхь, соотв тетвующихь 
внутреннимъ точкамь его круга сходимости. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагая 


д = р (с052 — И— 1515), (1) 





перенисываемь наштъ рядь въ видф: 


, + 4,6 (603% > У —1 1:2) -Е а.о? (с089% + У —1 3125) +... 
-- а,б" (©08 о —- У— 1 т Е (2) 


Этоть рядъ—сходяцййся для всЪхъ значенй о ниже радлуса А круга сходимости. Его 
члены можно разсматривать или какъ функщи отъ перем нной р, или какъ функцти отъ 
перемЪфнной ‹; прилагая предыдущую теорему, увидимъ, что сумма есть непрерывная 
функщя оть ®х, пока рядъ 


а; (605$ -- У —1 $15) -Ё 2аьб (©082% -- И—15125) +... 
-- ла,” "(возле РУ —1 эти)... (3) 


не является безконечно-огромнымъ, во такой рядъ есть не что иное, какъь рядъ изъ про- 
изводныхъ оть членовь (1) при томъ же значеши х, отличаясь только множителемъ 
(с03Ф ИЕ 311$); значить, онъ — сходянийся (5 262) для значешй, соотв тствующихъ 
точкам внутри круга сходимости (1). 

Сумма (2) есть также ненрерывная функшя отъ ©, пока рядъ 


р (— зто Е и 052) -- 20° (— 5122 НУ —1 60525)... 
Но" (— те -Е И—1 60$ р (4) 


остается сходящимея, а такъ какъ каждый членъ ряда (4) равен соотв тственпому члену 
ряда (3), умноженному на рИ —1, то оба ови — одновременно сходяицеся, и рядъ (1) — 
непрерывная функщя оть двухь перемБнныхь р и > для значеюй х, соотвВтетвующихъ 
внутреннимъ точкамъ его круга сходимости. 

$ 266. Когда члены сходящагося ряда суть функщи отъ перем$нной х, а ихъ про- 
изводныя образуютъ также сходянйся рядъ, то функшя, представляемая рядомъ, есть, 
о только-что сказанному, непрерывная функщя отъ перем нной, но не сл$дуетъ утвер- 
ждать, что всяюй разъ какъ функшя развертывается въ сходяшййея радъ, производныя 
его членовъ по перемфнной, оть которой они зависятъ, представляютъ разложеше въ рядъ 
этой функщи. 
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Пусть, напр., данъ рядъ 


с052.2 | ©0858 |, с054х 


СО ЕЕ Е не д 





Рен 


очевидно, сходяшийся при всякомъ вещественномъ значеши 2; селибы высказанное ипред- 
ложен1е было справедливо, то не только первыя производныя его членовъ, но и вторыя, 
и третьи, дали бы сходяпиеся ряды, выражая собою посл$довательныя производныя о'гь 
функши, представленной даннымъ рядомъ. 

Но вторыя производныя образуютъ рядъ 


— С055; — С0524; — ©0555 —...-- <08их —... 


очевидно, пе сходяпайсял, такъ какъ его члены не стремятся кь нулю. 

$ 267. Предыдущее зам$чане показываеть ясно, что сл\дующая теорема, хотя бы 
опа была и справедлива, не можетъ быть принята безъ доказательства. 

Если рядъ, расположенный по степенямъ перемфнной х, сходянийся и, слфдова- 
тельно, непрерывный для значений этой перемЪ нной, модуль которыхъ ниже даннаго числа 
Д, то производныя его членовъ образуютъ для тЪхъ же значений перемЁнной сходяшийся 
рядъ, сумма котораго представляетъ производную оть первой суммы. 


Первая часть этой теоремы вытекаетъь изъ предыдущаго. Поэтому мы ограничимея 
доказательствомъ того, что рядъ 


а, ах -Р а м... Ри ..., (1) 


будучи сходящимся для значешй х, модуль которыхъ меньше В, имЪеть производпую, 
равную ряду 
и аи -Н наш ‘-..., 


который, какъ мы видЪли ($ 262) есть также сходяшайся. 

Въ самомъ дЪлЪ, обозпачимъ черезь (5) рядъ (1); замЪнля въ немъ х черезъ #--й 
и предполагая Л выбраннымь такь, что модуль х--Л мепьше В и, сл$довательно, рядъ 
остается сходящимся, будемъ им ть: 


(и -Е р) = а, - а, (в п) | а, («Е ... + а, +0"... | (2) 


Вторую часть этого уравнен1я располагаемъ по степенямъ 14, посл чего опа при- 
метъ видъ: 


РА- РИ - Р-Р... РР-..., о (3) 


при. чемь каждый изъ коэффишентовь Р,,Р,,...,Р,,... предетавляегь весьма легюй 
для своего составлен1я рядъ. Напр., Р, выразится сл$дующимъ образомъ: 


а, Зах -- Зах... пам о-..., 
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а это есть не что иное, какъь рядь изъ производныхъ отъ членовь (1). ДалЪе, Р, есть 
рядт, составленный изь вторыхъ производныхъ отъ тЪхъ же членовъ, разд$ленныхь со- 
огибуетвепно на 2. Коэффищентъ Г, есть рядъ изъ третьихъ производныхъ, разд®лен- 
пыхт па 1.2.15, и т. д. Ве эти ряды — сходяниеся (8 262), но тзмъ не мене нужно 
доказать, что, измфняя порядокъ членовъ, мы не измнили предЪла ихъ суммы и что 
ряд» (3) предетавляетъь (д -- й). Для этого раземотримъ сумму п первыхъ членовъ 
ряда (3) и вычтемъ изъ нея сумму я первыхъ членовъ разложеня +(х —- №): разность А есть 
рядъ, составленный изъ всфхъ членовъ, получаемыхъ оть степеней (1—7) выше я-ой и 
вошедпгихъь въ я первыхъ членовъ ряда (3). Можно утверждать, что сумма этихъ членовъ 
имфетъь предфломъ нуль. Въ самомъ дЪлЪ, предположимъ, что въ рядф (2) одновременно 
на мЪето какъ х, Л, такъ и коэффищентовь 0, ,..., а,,..., Поставлены ихъ модули 
Хх, Н, А., 4,,...,4,. Рядъ останется сходящимся, лишь бы только Х-РН, больший 
(3 260) модуля х--Л, былъ бы ниже [. Но посл всеЪхь этихь подстановокъ можно 
расположить по степенямъ НЫ, не боясь измВнить суммы ряда, такъ какъ всЪ члены стали 
положительными. Итакъ, разность между суммами » первыхъ членовъ въ рядахъ, замф- 
няющихъ такимъ образомъ (2) и (3), будетъ имЪть предЗломъ нуль. Замфчая же, что 
эта разность есть сумма модулей членовъ, образующихъ разность между з первыми чле- 
нами (2) и я первыми членами (3), выводимъ, что эта послЗдняя и подавно стремится 
къ нулю, потому что модуль суммы меньше (8 260) суммы модулей; значитъ, рядъ (3) пред- 
ставляетъ <(х-- 1) и мы можемъ писать: 





2(ж -- №) — (=) = РА Р№ т... РШ-... 


Этотъ рядъ, будучи сходящимся для малыхъ значений 1, есть (8 265) непрерывная 
функция отъ этой перем$нной и мы имЪемъ: 


у р 1 РА+... Ре... 


Переходя къ предЪлу, при Л стремящемся къ нулю, получаемъ: 
о'(1) = Р=а + ал... фт -..., 


что и требовалось доказать. 
8 268. По предыдущему, если рядъ 


аа... там-... 


сходяпийся для всЪхъ значенай х, модуль которыхъ ниже А, то, называя сумму его че- 
резъ <(%) и придавая х приращеше 1 такое, чтобы модуль х -- # былъ также меньше В, 
мы можемъ развернуть ‹(х -|- 1) въ рядъ по стененямъ й и написать: 


с(а -- 1) = <(4) + РА- РИ... + Ри-..., 


гдь Р, Р,,....Р,,... предегавляютъ функции отъ л, данныя въ предндущемъ дока- 
зательств?. Изъ этой теоремы можно вывести весьма важную слздующую. 


Если два ряда, расположенные оба по восходящимъ степенямъ одной и той же ис- 
ремфнной х, равны при вефхъ значетяхь с, модули которыхъ содержатся между двумя 
данными пред$лами о, И р., то оба эти ряда состоять изъ одвихъ и тЪхъ же членовъ 
и, слЪдовательно, равны тождественно при всЪхъ значепяхъ л. 

Предположимъ сначала, что одинъ изъ данныхъ модулей, напр. о,, равенъ нулю. Ряды: 


а -- ах - аа”... аа-..., 


Ба ВЫ... РВ ..., и) 


`` вы“ 


будучи равными при всЪхъ значемяхъ эл. модуль которыхь ниже р,, должпы принять 
одно и То же значенме при 2 ==0. Поэтому 


(о == И “ 


Опускаемъ этоть обпий членъ въ обоихъ рядахъ и дфлимъь ихъ затфмъ наз. Нолучаемт, 
два новыхъ ряда: 


Ь, -- рт -- в -- ра > -- с (2) 


ее - а и -..., | 

Л 
очевидно, сходящихся и равныхъ при вс$хъ значемяхъ х, модуль которыхъ меньше о», 
за исключенемъ разв 1 ==0, потому что тогда нельзя уже допустить дЪлевюшя всЪхъ 
членовъ на х, но и въ этомъ случа, хотя доказательство наше болфе не примЪнимо, 
ряды (2), будучи непрерывными функшями отъ х, пе могуть быть равными при сколь- 
угодно малыхъ значеняхъ этой перемФнной, не являясь въ то же время равными при 
4; — 0. Поэтому 





4: —=6.. 


Это разсужден1е можно продолжить неопред$ленно далеко и доказать, что коэффи- 
центы а,, а.,...,@а,.,... равны соотвЪтственно [,, 6.,...,6,,... 

Предположимъ теперь, что ряды равны при значешяхъ х, модуль которыхъ со- 
держится между р, И р». 

Примемъ указанное въ 8 260-мъ соглашен1е, по которому всякое мнимое выражеше 
изображается точкою на плоскости. Оба ряда, по предположенио, имЪютъ одну и ту же 
сумму, когда значен1е х соотвфтетвуетъ точкамъ межлу двумя концентрическими окруж- 
ностями радусовъ о, и в.. Пусть будетъь х какое-нибудь одно изъ такихъ значений, со- 
отвЗтствующее точк$ М, взятой между двумя окружностями. Если въ рядахъ измЪвить 
< на х-ф-й, они останутся сходящимися и могутъ, какъ уже сказано, быть представлены 


Въ ВИДЪ: 
Р-- РА РР... + р Ра | в) 
о ел ем+...+ем+..., 


лишь бы только модуль х-|-й не превышаль предфла р,, такъ какъ для значешй мо- 
` дуля, удовлетворяющихь этому условпо, оба ряда навфрное остаются сходящимися. 
° Рады (3), равносильные даннымъ рядамъ, равны между собою для вебхъ такихь зпа-. 
чей В, при которыхь д к № соотвфтетвуеть точкЪ между двумя кругами. 
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Этоть результать обозначаетъ, что ряды (3) равносильны даннымъ ири значеняхь 
1, соотьЗтетвующихъ точкамъ круга, описаннаго изъ ЛМ, какъ центра, и касательнаго къ 
окружности радлуса р,, и, слЗдовательно, равны между собою для всфхь точекъ этого 
круга, расположенныхъ въ поясБ между двумя окружностями. Но если два ряда, распо- 
ложенные по стененямъ буквы Л, равны при ве$хь значеюмяхь 1, модуль которыхъ ниже 
иЪкотораго предЗла, то они тождественны. Итакъ, ряды (3), а значитъ, и данные равны 
при ъсЪхь значетяхъ д, соотв$тствующихъь внутренней части малаго круга, центръ ко- 
тораго находится вь М. Способъ, которымъ этотъ кругъь опредФляется, даеть возмож- 
ность выбрать центръ и ралусъ такимъ образомъ, чтобы внутри его находилась какая- 
нибудь точка пояса, содержащагося между кругомъ ралуса р, и кругомъ раджуса 
1 — (6. — 0:) = 2р, —6,, и имфющаго ширину, или, что одно и то же, разность радлусовъ 
предЪльныхъ круговъ, равную удвоенной первоначальной разности р, —р,. Подобными 
разсужден1ями будетъ доказано равенство обоихъ рядовъ для значевй х, соотвЪтетвую- 
щихъ внутренней части пояса, имфющаго еще вдвое большую ширину; такимъ образомъ 
мы приходимъ къ доказательству, что этотъ поясъ простирается до центра данныхъ 
окружностей; отсюда сл$дуетъ, что ряды, равные при х—=0 и при очень малыхъ зна- 
ченяхъ этой перем$нной, тождественны. 





ПерЕМНОЖЕНтТЕ ДВУХЪ РЯДОВЪ 


$ 269. Сначала мы изложимъ, какъ можно перемножить два сходящихся ряда 
сь вещественными и положительными членами. 
Пусть будуть даны ряды: 


Не Е  ВАЕ (1) 
в = 1% —- 2 -|- 1% -- ... -|- т Е т (2) 


Можно утверждать, что рядъ 


о, | (и Ее, | (ции, -- че, чую) Е... ке, Р-Р... Р-Н... (3) 


сходяшийся и имЪетъ предЪломъ произведеще 55’. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть 5, и ©’, будуть суммы я первыхъ членовъ рядовъ (1) и (2), 
а 5", — сумма п первыхъ членовъ ряда (3). Если зв есть наибольшее пфлое число, ео- 


держащееся въ 





5’ то произведене 


инь (ан, Е нь) Е... Е (+... 1%) 


заключается, очевидно, между 


— 


(и + и, = (.. ч)(ы Ка... %),. 
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которое содержить въ себф ве тЪ же члены и сверхъ того друше, и 


(и... бе а -... №), 


вс члены котораго, наоборотъ, содержатся среди членовъ (3); такимъ образомъ, зная, 
что, по предположению, вс члены положительны, можемъ написать: 


и } 
в #1 < В ю 7--1 7 


" > ' 
о 141 77 т ю 21--1* 


Дал$е, вм$етЪ съ п растетъ безпредЗльно и 22; сл$довательно, 5,.: и ©5,„.. стремятся къ 
5, Бла Вт: КЬ ©, такь что Б”,., содержится межлу двумя произведешями, которыя 


я-- 


оба стремятся къ 55’, а это значить, что оно имфеть пред$ломъ д5’. 
$ 270. Разсмотримъ теперь два какихъ-нибудь ряда: | 


аи... -щ-..., (1) 
Е Ра (2) 


члены которыхъ положительны или отрицательны, вещественны или мнимы, но модули 

ихъ образуютъ два сходящихся ряда. Предыдущая теорема къ нимъ приложима. 
Пусть всегда ©, и 6’, обозначаютъ суммы п первыхъ членовъ обоихъ рядовъ и, 

кром$ того, 5’, сумму я первыхъ членовъ выведеннаго изъ нихъ ряда; находимъ: 


5% 5» у о —— а 9—1 -- (ит —1 бя—2 -- 2 О) -- . 


ИмЪя же въ виду, что теорема доказана для случая, когла всЪ члены вешественны и 
положительны, заключаемъ, что при такомъ предположении разность 5,5’,— 5”, , а елЪдо- 
вательно, и сумма 


Чт 1 би -- (ил: 0—2 -- о Яна ак (3) 
стремится къ нулю. 
Обозначимъ теперь черезъ о, р, ь,.`.,6, р, р... модули различныхь чле- 
новъ рядовъ (1) и (2). Ряды, составленные изъ этихь модулей, по предположеншо, схо- 
дяниеся; въ такомъ случа изъ предыдущаго вытекаеть, что сумма ° 


— 


(1 ри - (бил А -- б®—2 не) - ..’ (4) 


стремится къ нулю съ возраставлемъ я”, а такъ какъ эта сумма превышаеть модуль вы- 
раженя (3), то этоть послфдн и вмфств сь нимъ разность 5,5 „— В", стремятся 
также къ нулю. 

_8 271. Предыдущая теорема предполагаетъ, что не только данные ряды сходящцеся, 
во и что модули ихъ членовт образуютъ сходяицеся ряды. Можно показать, напр., что 
‘если это не такъ, то теорема,не всегда имЪетъ м%ето. - 
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Разсмотримъ два равныхъ и сходящихся ряда: 


1 ] 1 г в 
ПУ ТУЗ У УЕ ^^ 
1 1 НЗ ] 


1 Ро —- Арии - -- т Тай ФФ 
У? Уз Уф У5 
И СОоСсТавимЪъ ИХЪ произведете, представляющее крвадратъ одного изъ нихъ; согласно 


же данному правилу имЪемъ: 


1 1 ] 1 


1 1 $ 1 1 | 
‘уз Тувуз уз) (уз Нузуз ууу 








Но этотъ рядъ — расходяцййся, потому что обиай членъ 
_ 56 4 1 | ] 4$ Е 1 ) 

ее У? (я —1) УЗ (и— 2) У” 

больше * разъ взятаго наименьшаго изъ его членовъ, т.-е. больше 
7% 
. 7% 
о (я —- 1) 
при я четномъ и больше 
п 2% 





ее т 


при я нечетномъ. Итакъ, членъ ряда всегда больше единицы и рядъ не будетъ схо- 
дящимся. 





УПРАЖНЕНИЯ 


1. Имъемъ: 
= +-- Нео. 
о 0 + Теа + 
Е ры 
2, Имвемъ " 
о > : ок. 


т. 8 РТ. а вая 1" 


214 
3. Доказать формулу: 


а 1 ей 3 НА А» 
ПЕНИ 2) ОСТ а | т (2-21) (2-2)...(е-+ п)’ 


ГДЪ А» — коэффищентъ при 2 въ произведения 2 (2-1) (2+2)... (2 № м). 
4. Зная сумму ряда 


1 | 1 
ато 
найти 


р 1 1 ] 
| — — —— — неа ар ое 
ев +.-- (1+ 
5. ИмВемъ: 


ы- ] + 9 я’ 
6 аа аббат | ГЕО К° 


доказательство этой формулы покоится на тождеств%: 


еек Е ана т.к т а а 
п (п --- 1) (п-- 2)("-3) поп) зофу@+)  за-оуе@-зе-з. 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Теорема Тэйлора 


ДовкдзАатЕЛЬСТВО ТэйлоРА 


$ 272. Теорема Тэйлора (Тау]ог) даеть возможность развернуть любую фунецшю 
отъ одной перем$нной въ рядъ по степенямъ этой перемЗнной или приращеня, которое 
придается къ произвольно выбранному значентю этой послфдней. Общность формулы, 
правда, ограничена, неизбёжными условлями сходимости, за изучеме которыхъ геометры 
принялись, однако, долго спустя посл открыт1я теоремы. Это существенное услове, на 
которое Тэйлоръ не обратилъ никакого вниман1я, ‘дЪлаеть неплемлемымъ для насъ 
доказательство, приведшее его къ замфчательному открытию; начнемъ, однако, съ него. 

Пусть о (2) есть функшя отъ перем$нной 1; изм$няемъ въ ней послЗдовательно 
х на х + Ах х-29.Ат, х- 3Ах,..., д-р ”Ах и разематриваемъ рядъ 


ф (1), Ф(х-|- Ах), ф (х -- 24%),..., (п - мА), 


который будемъ писать для сокращевя слЗдующимъ образомъ: 


9, Ул, о, а. /- 
Полагаемъ, какъ въ $ 134-мъ, 
и— У би =А,..., у = 
ду, я ду р А 2 Ду. — Ду, ‚[— Ау, ...) Ау, _ "= Ау, ет А*у„_ь, 
Ау =.” А*у ре д" ) Ау, т. Ау, — Ау, "9 Ау, — А* Ув—з — И, А" У—з; 
А" ‘у ре А" —_ А" : 
У„ можеть выражаться, какъ мы знаемъ, въ функщи оть у, Ау, 4З,..., А имы 
имфемъ тождество: 
| 1) (®—2 за | 
уу ну" у ее в, +. +5 (1) 
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Не трудно провЗрить эту формулу при п = 2, л = 3,... иможно весьма легко доказать, 

что если она справедлива при н%Фкоторомъ значени и, то она будетъ въ силу этого 

справедлива и при значения на единицу выше. , 
Поел$ этого въ тождеств» (1) полагаемъ Ах —= | и зам няемъ л его значемемь — : 








тогда у, перейдеть въ о(х -- 1) иу насъ будетъ: А 
Ау 141 — Ал) Му  10— Ах) $ — 2Ах) Ау 
2 (. = НЕ ыы АЗЫ Зы, м 
2(® -- 1) Е 1.9 Ат? } 1.2.3 Аз ) (2) 


а если, теперь, при / постоянномъ я станетъ расти безпредЪльно, то Ах сдЪлается без- 
конечно-малымъ, и уравнен1е, вторая часть котораго продолжается въ этомъ случа без- 
предзльно, будетъ: 

1 й’ 


ое) =.) + ® +++... (3) 





Это доказательство не строго, потому что мы въ немъ не останавливаемся достаточно на 
принцип, а приводимъ его лишь вскользь; въ самомъ дЪлЪ, когда мы предполагаемъ, 
что х увеличивается безпред$льно, то всегда во второй части уравнемя (2) существуютъ 
члены — и ихь становится все больше и больше, — для которыхъ не служатъ пре- 
дфлами соотв$тственные члены уравневя (3). ДЪйствительно, обийй членъ есть 


й( — №2) (№1 — 242)... п (р— ПА] Ау. 
оне Аи” 


пред$ломъ онъ долженъ имфть: 
ПР Ру 
1.2.3...9 ад’ 


Неявно допускается, что (2 — 1) Ах стремится къ нулю, т.-е. что р не сравнимо съ м, 
но, вФль, число членовъ, для которыхъ это услове не выполняется, увеличивается без- 
предфльно выЪстЪ съ и. 

Доказательство Тэйлора можеть, однако, быть полнымъ и дать стройй выводъ 
теоремы, — стоитъ только принять совершенно другой путь, приводянай къ выражен1ю 
ошибки, которую мы допускаемъ, прерывая рядъ на какомъ-угодно изъ его членовъ. 


ВЫРАЖЕНТЕ ОСТАТЕА РЯДА 


$ 273. Докажемъ сначала одну очень простую лемму, которою мы будемъ поль- 
зоваться. | | 

Когда непрерывная функшя $(х) обращаетея въ нуль при двухъ значешяхь ди Ь 
перем нной, оть которой она зависитъ, то производная ‹’(2) этой функши, если только 
она, непрерывна, обращается въ нуль при нзкоторомъ значении х, лежащемъ между д иб6. 
_ __ _Вь самомъ дВлЪ, если производная 2’(2) не обращалась бы въ нуль, то она всегла 
“была бы одного ий того же знака между предВлами а иф и; слЗдовательно, функшя` $ (2) 
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была бы постоянно возрастающею или постоянно убывающею, въ то время какъ х изм*- 
пялось бы оть значеюя а до значемя 6, и не могла бы, поэтому, обращаться въ нуль 
на двухъ предълахъ. 

Посл$ этого разсмотримъ формулу: 


= а (Х Я) п 
ок) = ое + РОЯ. + Я шчь 0) 
гв Х их обозначаютъ два какихъ-угодно данныхъ числа. 

Постараемся опредЗлить выражеше для числа А при услови, чтобы эта формула 
была точною; полагаемъ для этого 


(Хх = 2) п+1 


АЕ 


Г, 


глЪ Р — неизвЪстное число, которое нужно опредЗлить. Если замнить х перем$нною 
буквою 2, принимающею всевозможныя значевя, то разность обфихъ частей (1) будетъ 


А о И ев) ее ый о т # 


и эга разность обращается, по предположен1ю, въ нуль при 2—5; кромЗ того, по самому 
своему виду она обращается въ нуль при 2 = Х. Сл$довательно, производная по 2 равна 
нулю при н$фкоторомъ значении 2, лежащемъ между хи Х. Съ другой же стороны, эта 
производная, когда мы опустимъ взаимно-уничтожающиеся члены, приведется къ 


— (2 


о и 
1, 2 тн 


. П 


Р, 


а значеше 2, при которомъ она обращаетея въ нуль, лежащее между д и Х, можеть 
быть выражено посредствомъ х -- 8(Х — 2), гд$ 0 меньше единицы. Значить, 


РЕ ое 0(Х — 2] 
и потому 
(Х=- р 3+1 
ААА ры НЕВЫ 0 — з 
ие РТИ 
Наконецъ, полагая Х — х = и зам$няя В этимъ значетемъ въ уравнеши (1), имфемъ: 
7” х и. 


ео + оо” 


Когда мы въ этой формул$ произвольному » припишемъ _ безконечно-возрастающее 
значене, то о часть, если не принимал во внимане послВдняго члена, нредставитъ 
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рядъ, найденный Тэйлоромъ, который, слЪдовательно, точенъ, всякй разъ какъ послЪдн!й 
членъ 
де - 


а ОИ СР вт, 
хо ... ®-- 1) (2 -- 91%) 





стремится къ нулю съ увеличешемъ я. 


Относительно остатка, заключающатго въ своемъ выражен! неопредЪленное число (0, 


иногда трудно бываетъь р$шить, стремится ли онъ къ нулю, или нЪтъ. Но все же можно 
т 


— Иметь всегда предзломъ нуль, потому что 
1.2.3...(®&- 1) —. а ле у 


при изм$нен1и я на я -| 1 онъ умножается на, дробт, ато, которая, каково бы ни было й, 
7 


стремится къ нулю. Что касается другого множителя, о"*"'(х -- 01), то онъ, вообще говоря, 
очень сложенъ, и присутстые неопредЗленнаго числа 0 дфлаеть его изслфдоваюе часто 
весьма затруднительнымъ; мы вернемся къ нему не разъ въ отд$льныхъ случаяхъ. 


зам$тить, что множитель 


ВтоРрРОЙ ВИДЪ ОСТАТКА 


8 274. Только-что найденное нами выражеюше для остатка принадлежить Лагранжу 


(Тастапое); мы можемъ придать ему другой видъ, иногда болЪе предпочтительный, изм$- 
нивъ слегка доказательство. 


Если въ уравневи: 


оф ++ Рю... фа 0) 


положить 
Е = (Х—зР, 


гл Р такое неизв$стное число, при воторомъ уравненле является точнымъ, то, очевидно, 
разность 

/ " (Х — 2) и Х. — 8). 7 
оО — 0—2... "--ЭР 


обращается въ нуль при 2 = 5. А такъ какь она обращается въ нуль еще и при 2 = Х, 
то производная отъ этого выражеюшя по 2, 


—(— 7-1 
а ИР, 


ображаетея въ нуль при н%Еоторомъ значени 2 между Х их, т.-е. при 
а =ж-- 0(Х —*), 
РД 9 — надлежащимъ образомъ выбранное между 0 и 1 чиело. Отсюда заключаемъ, что 


Р= а т в [2 3—8] 
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и, значить, 


ри 00 (2) 


Я ви 


Полагая теперь Х — х = въ уравнеюи (1), имЪемъ: 


р” д” (1—6) 


ос" +) 


о? МТ. ТТ. 8 М. 


2 (1 





Этоть второй видъ остатка, данный Коши (Самеву), иногда удобнфе предыдущаго. 


ТрЕТ1Й ВИДЪ ОСТАТКА 


$ 27. Такъ же, какъь и въ предыдущихъ разсуждемяхъ, положивъ предварительно 








Хх. 
и®=+®+—9 юн... шчь @) 
полагаемъ 
(Х— 
в ДР, 
' 1 
гдВ Р — неизвестное число. Функщя отъ 2, 
| Хх. — А — я [ея 
2(Х) — 9@) —(Х— 2 @— и и —.. И И 2" 


очевидно, обращается въ нуль при 2 = Х и 2=<; слБдовательно, производная отъ 
этого выражетя по 2, 


РЯ) +97 


обращается въ нуль при нфкоторомъ значеши 2 между хи Х, т.-е. при 
а=д-0(Х — хх), 
тд 0 меньше единицы. Отсюда заключаемъ, что 


р 7% —- вый *ю—р 
р а Ч ас 
ТР. 9: 


И, значитъ, 
(Х ее д)" (1 вЫ 6"? 


ом 


не 0 (Х— 2) (2) 
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Полагая Х — д = въ формулЪ (1), находимъ: 


1 ДИ (1 — ты 
2 (2) ет 


(№) =) 1 (2 +: — 53") т Я т (Кр 








(2-0. 


Этоть трет!й видъ остатка найденъ Шлёмильхомъ (Зе бшИеЬ) и Рошемъ (Посве). 


БЕЗКОНЕЧНО-МАЛОЕ ИПРПРАЩЕНТЕ ФУНКЦ!И 


$ 276. Когда 1 въ разложени 2(х - й) предполагается безконечно-малою, то послЪ- 
довательные члены разложен1я представятъ безконечно-малыя въ возрастающемъ порядкЪ, 
и на какомъ бы член мы ни остановились, происшедшая отъ этого ошибка будетъ без- 
конечно-малою порядка высшаго, чфмъ послЗдеюй изъ сохраненныхъ членовъ. Это важное 


предложен1е легко выводится изъ разсмотрЗ я одного изъ найденныхь видовъ остатка. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагая 


и. + в: 9") 





ето =ы ыы 


находимъ для происходящей при этомъ ошибки выражеше (8 273) 


рт" 7% 
-1 
СЕ 59 4 -. х Ой 
1.2.3...(®- 1)‘ и 6%), 
т.-е. безконечно-малую порядка п |1, если Й — безконечно-малая перваго порядка, 


и наше предложене теряетъ смыелъ только въ томъ исключительномъ случаф, когда, 
"1 (1) = оо. Представляя й черезъ 4х и (1) черезъ у, пишемъ формулу Тэйлора въ 
слфлующемъ видф: 


ое =у+% + мк У +... Ттоз 5 —@У-.. 


этоть видъ очень употребителенъ, и нужно помнить, что при безконечно-малой ах 
оптибка, происходящая отъ прерыван1я ряда на какомъ-нибудь членЪ, будегь безконечно- 
малою высшаго порядка, чЁмъ послЗдый сохраненный членъ. 


ЗАМВЧАН!1Е ОТНОСИТЕЛЬНО РЯДа ТэйлоРА 
$ 277. Формула Тэйлора, ограниченная случаемъ безконечно-малаго приращен1я 
перемЁнной, равносильна ряду достойныхъ вниман!я теоремъ, которыя въ сущности вы- 
ражаютъ ни что иное, какъ непрерывность функии и ея производныхъ: 
1. Какова бы ни была фунЕкшя ‹(5), разность х(х #1) — (2), 8 #— безко- 
нечно-малая, можно считать пропориональною # и представить её подъ видомъ й’(х), 
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таку какъ происходящая при этомъ оптибка является безконечно-малою по отношеню къ 
вычисляемой разности. 





2. Избытокъ развости (5 -- 1) — (1) надъ приближеннымъ значешемъ йо'(1) можно 
считать пропоршюнальнымь А” и разность ‹(л-- й) — $(12) — № (<) представить подъ 
2 





ВИЛОМЪ 


т 5" (2), такъ какъ происходящая при этомъ ошибка является безконечно- 
малою по отношеню къ вычисляемому количеству. 

3. Ошибку, допускаемую при этомъ новомъ приближени, можно считать пропор- 
цопальною 7” и разность 
й" 


2(& + 1) то 








2(®) — 9’ (в) — 5 9" (а) 


3 


ори 
является безконечно-малою по отношеню къ вычисллемому количеству. 


представить подъь видомъ о" (2), такъ какь происходящая при этомъ ошибка 


И такъ лалфе, до безконечности. 


Такъ какт, функшя совершенно произвольна, то ее, очевидио, можно‘ такъь подо- 
брать, чтобы предыдушая теоремы потеряли смысльъ для даннаго значен1я 2; но это можетъ 
имть мфето только при особенныхъ значеняхъ перемфнной, и въ такомъ случа одна 
изъ производныхъ обратится въ безконечность. 


Предыдуная предложенная легко доказать непосредственно. Прежде всего полагаемъ: 
о(х -- 1) — (2) = 1 (х) - Е( 1) (1) 


гль Е(х,р) безконечно-мало ($ 276), при безконечно-маломъ значении й, по отношеню 
къ 1’ (2). Беремь производныя по р оть обфихьъ частей этого равенства: 


| | { 
хоню-ты- 4 


Въ силу же принципа, доказаннаго для какой-угодно функщи ($ 45), выражете '(х-- )-—©'(х) 
можеть быть приведено къ йо" (2), если пренебречь безконечно-малою частью его значевтя. 

Поэтому, если построить прямую, ордината которой есть 1” (1), а й — абсцисса, 
то функщшя Ё(х, й) представить площадь между осью Х-овъ и кривою, ордината которой 


отличается отъ ординаты этой прямой на безконечно-малую часть своего значеня; слз- 
2 


у 
довательно, Ё(х, #) равна о Ф’(х), есди пренебречь безконечно-малою частью ея зна- 
чемя. Полагая 


о 
> 


Ф(& -- № — 9(4) — №’ (@® — И Ф" (=) = В (х,1) 


и беря производныя по й, находимъ: 


ЧЕ Е (2, й). : 


2’ (2 + №) — 9 (@®) — ив" = т. 
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прилагая же къ функиш с©’(2) доказанную передь этимь общую теорему, заключаемъ, 
. а" (, 1) , 1 = 
что выражеше —--^— приводится въ 5 (%), если пренебречь безконечно-малою 
х . 


частью его значен1я, и что функшя 2, (х,й), равная нулю при й = 0, отличается отъ 
р 
Та 37 
Способъ разсужден1я можетъ быть продолженъ какъ-угодно далеко и показываеть, 
что члены ряда Тэйлора образуютъ рядъ приближеюнй къ значен1ю ‹(х - 1) все болфе 
и болЪе высшаго порядка, при чемъ ошибка, происходящая послЪ прибавлеюя каждаго 
изъ членовъ, безконечно-мала по отношенио въ самому члену. 


Ф” (2) на безконечно-малую часть своего значеня. 


Формула Млклоркнл 


$ 278. Полагая въ формул 


г: р. 


ое = Но +в оо" 





1 —= 0 и зат$мъ замфняя букву А буквою х, пишемъ: 


21-1 
т 


й ‚т д „т —— "1 (| 
го® От. таеа" ОТТ (и 1)‘ (9%), 





(= (0) 29 





заставляя я расти безпред$льно, получаемъ безконечный рядъ, расположенный по степе- 
нямъ х и имЪюпий предфломъ о(х), всявый разъ какъ остатокъ стремится къ нулю. 
Этотъ рядъ извзетенъ подъ именемъ ряда Маклорена (Мааятш), хотя онъ не боле, 
какъ частный случай ряда Тэйлора; самъ Маклоренъ, опубликовывая его въ своемъ 
Трактоииъ о Флюкаяхь, туть же прибавляетъ: 1й2$ Шеотет шаз деп 6у Тафог. 


$ 279. Не трудно замЗтить, что единственное возможное разложене функши въ 
рядъ по степенямъ перем$нной есть именно то, которое вытекаетъ изъ теоремы Макло-. 
рена. Въ самомъ дЪлЪ, пусть 


2 (2) =А- Ая та +... А. 
будеть разложене, сходящееся, какъ извЪстно ($ 258), для значенй х ниже нЪкотораго 
пред$ла; послдовательныя его производныя мы получимъ, беря производныя ($ 267) 


отъ его членовъ отдфльно. Поэтому, составляя ©’ (2), Ф'’(<),...,9”(%) и полагая затЪмъ 
д — 0, будемъ, очевидно, имЪть: 


А = %(0), А, = (0), 24, =69' (0), 2.34, = 9" (0),..., 1.2.3... ПА” (0), 


т.-е. коэффищентами будуть коэффищенты ряда Маклорена. 


Нъкоторыя РАЗЛОЖЕН1Я ВЪ РЯДЫ 


$ 280. Теорема Тэйлора приложима ко всЪмъ функшямъ, и число рядовъ, которые 
можно изъ нея вывести, безпредЪльно. Мы здзсь ограничимея приложенемъ ея къ до- 
азательству наиболЪе знаменитыхъ и наиболфе часто употребляемыхъ разложенй. 


Разложене а”. — Формула 








: п р д’ м ВИ сп ее Фи „НТ ({ 
(вузе 9) 1 5 (0) Ра о Аи Ей р 
даетъ: 

ре д? : 2” А т (а) в 

НЕ О о ТТ бр”: 


При всякомъ значеши х дополнительный членъ 


д (] ау" И 
1.2.3... ®- 1) 


стремится къ нулю при безпредльномъ возрастании 7. Въ самомъ дфлЪ, его можно на- 
писать въ слБдующемъ видф: 


„ а а а а 


о нЕт 


Ясно, что, начиная съ вФкотораго м$ета, всЪ множители этого произведетя будуть 
сколь-угодно малы; сл$довательно, ихъ произведене стремится къ нулю, и мы имфемъ, 
при всякомъ х, о 


272 7” 
1 





@ = 1 -- аа -- 


| При а = е-формула переходить въ 


3 я 


а. 
1.2 1.2.3 7 йа они ть 
Ограничиваясь первымъ членомъ, имфемъ 
а“ = 1 даа”. 


ао : $ 
Полагая а =, =, выводимъ отсюда, для логариема числа —, выражение, которымъ 
воспользуемся ниже, | 
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$ 281. Разложеще 1 (1-- +). — Формула Маклорена даетъ непосредственно: 
2 ;3 ыы 
1 (1 + == ме = (— тм (1 + 02)". 
о ; 


При х большемъ единицы по абсолютному значению рядъ, къ которому приводится вто- 
рая часть при и безконечно-большомъ, не будеть сходящимся, потому что отнощене 
общатго члена къ его предыдущему въ предЪфлЪ равно х, а такъ какъ этотъ предЪлъь 
больше единицы, то члены идутъ возрастая. СлЪдовательно, только для т$хъ значеюй 


х. которыя содержатея между — Ти -- 1, нужно искать, стремится ли дополнительный 
членъ къ нулю. 


Если х положительно и меньше единицы, то дополнительный членъ 

7% 

д; = 

атм 

75 

очевидно, стремится кь нулю. Въ самомъ дфлЪ, его можно писать въ вид: 
1 ( д е 
Я 1 — 9х р 


меньше х, то и-ая ея степень стремится къ нулю, а, значитЪъ, 





2 
и такъ какъ дробь —— 
т 9х 


произведене этой степени на > и подавно стремится къ нулю. Такимъ образомъ, для зна- 


ченй х, заключающихся между О и 1, им$емъ рядъ: 
хх 
Е 


справедливый для предЪльнаго случая, когда х = 1, потому что въ этомъ случаЪ до- 


полнительный членъ, имфя множителемъ дробь >, умноженную на количество, очевидно, 
меньшее единицы, стремится къ нулю. 

Если х отрицательно и обозначено для ясноети черезь — 5, то сразу не видно, 
кь какому пред$лу, при возрастающихъ значетяхъ я, стремится дополнительный членъ 
ряда, 


17% 


х 
95’) п ’ 





п (1 


и второй видъ этого члена здЪсь будетъ весьма полезенъ. 
Этотъ второй видъ даетъ (8 274) въ настоящемъ случа для выражен1я остатка 


ряда 
. ( — я 
1—05’, 


Но дробь ———— меньше единицы и отличается отъ нея, каково бы ни было 0, на 
о с, 1—0 | 
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конечное количество. Поэтому (п -- 1)-ая степень ея стремится къ вулю и, значитъ, 
остатокъ имЪеть предфломъ также нуль; такимъ образомъ, рядъ Тэйлора въ этомъ слу- 
ча$ ажаетъ 1(1 — #7). 

Итакъ, имБемъ наконецъь 





д 


ко 
=... 





для всфхъ значений х между —Ти -- 1. Мы замфтили, что эта формула справедлива 
для предЪльнаго случая, когда х = -- 1; она, равнымъь образомъ, справедлива для 
х —= — 1, потому что тогда первая чаеть равна — ©о, а вторая переходить въ расходя- 
найся рядъ: 


$ 282. Рядъ, выражаюниай 1 (1 -- 5), можетъ быть написанъ, очевидно, сл дующимъ 
образомъ: 


а =га — + а--+“а-м+... +Ра—2 +... (1) 


Въ самомъ дЪлЪ, здЪеь по раскрыти скобокъ члены съ четными степенями будуть по- 
парно подобны; соединяя ихъ, приходимъ къ прежней формулЪ. Однако, при х==1, 
формула, (1) не точна, потому что даетъ 12 = 0. Это отетуплеюме происходить отъ того, 
что при х = 1 разложеше 1(1 -- 1) не представляеть сходящагося ряда независимо отъ 
знаковъ его членовъ, и, значить, мы не имемъ, въ данномъ случаф, права объяснять 
это порядкомъ положительныхъ и отрицательныхъ членовъ. 


8 283. Разложене (1 -- х)”. — Прилагая общую формулу, находимъ: 


р т (т — 1)...(и— +3) 


риа 


В а рыр © 


т 1.2, Эжья 


Чтобы безконечный рядъ 


1). 


Пи. ОИ, —1 


1.2.3...(@®— 1) та 


быль сходящимея, необходимо, чтобы х по абсолютному значенио не превосходило 1; дЪй- 
ствительно, отношеве какого-нибудь общаго члена къ предыдущему есть 


т—п--1 
——о яд 


7 


и въ предфл$ даетъ — т, при я безконечно-возрастающемъ. Поэтому сходимость будетъ 
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только для значенй х, содержащихся между — 1н -- 1, и только въ этомъ случа можно 
испытывать, стремится ли дополнительный членъ къ нулю. Этотъ членъ 


78 (т — 1) (т— 2)...(тт— я о С 
я ’)т—я 
1.2.3...п вит м) 


стремится къ нулю, если х положительно. Въ самомъ дЪфлЪ, написавъ его въ видЪ 


т (т — 1)...(тр—в-1 , 1 | 
—— | 
зам$чаемъ, что второй множитель меньше единицы, а первый стремится къ нулю. Это— 
потому, что при увеличени я на единицу, онъ умножается на 


т— п 


рости о 
п--1 


‚мало отличающееся отъ — х при я большомъ; когда же и возрастаетъ безпред$льно, 
произведене въ первыхъ скобкахъ выражен1я (2) умножается послЪдовательно на сколь- 
угодно большое число множителей, мало отличающихся отъ —х и въ произведени, 
очевидно, стремящихся къ нулю. 

Итакъ, для положительныхъ значемй х, меньшихъ единицы, имЗемъ: 


7% (т — 1) 
1 


т(т —1)...(т— п 1) 


р) = -ВВААЬ 1.2...й 


а а ава 


При х отрицательномъ предыдущее разсуждене не годитея, и нужно прибЪгнуть 
ко второму виду остатка, который, въ данномъ случа, будеть 


т(т— 1)...(т—п- 1) 


о а — ча + у, 


Множитель 


1.2...(п— 1) ” 


стремится, по предыдущему, къ нулю; второй же множитель 
(1 — 6)” "(1 - 95)" 
при замфниВ отрицательнаго х на — х явится въ видЪ: 


„наи 1—8 \"" 
а (= 


р 6 | 
Но дробь. 1— в? Меньше единицы, также какъ и разность 1 —05'; слдовательно, 
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это выражеше меньше единицы и его произведене на множитель, стремянайся къ нулю, 
имфоть предЪзломъ непремЪнно нуль. Итакъ, наконецъ, для всфхъ значешй х между — 1 
и — 1 имЗемъ: 


т (1® —1) › а | т (т — 1)...(т— я - 1) 


(= т ... - В: ——2 И: 


Изъ предыдущаго разложеня выводимъ безъ труда разложеше (х -- 1)", потому что 


7, я 
| — й)" — ты (1 —- =) 


только бы х было больше 7; имфемъ.: 


(д -Р в)” = д” -- т" ее и "Бы, — а те т и. 


$ 284. Такъ какъ рядъ, только-что нами полученный, весьма извфетенъ и весьма 
часто употребляется, то мы раземотримъ также и случай х = —=- 1, къ которому преды- 
дупая разсуждемя не приложимы. 


Рядъ (1 - х)” въ случа х = 1 будетъ 


у ни Иа а) 


а въ случа х = — 1 


78 (т — 1 т(т — 1)(т— 2) т(т — 1)... (т—п- 1) 
ее тЬ зеае (09) 
1.2 1.2.3 а 
Ищемъ сначала, будутъ ли члены этихъ рядовъ стремиться къ нулю, такъ какъ это — 
необходимое услоше сходимости. Отношен!е какого-нибудь члена къ предыдущему, по 
абсолютному значеню, равно 
#—т 


п 1° 


Если т содержится между —1 и — 20, то каждый членъ превзойдетъ по абсолютному 
значению предыдуний, и сходимость невозможна. Въ предЗльномъ случа, когда т = — 1, 
всЪ члены рядовъ (1) и (2) имфють одну и ту же абсолютную величину, и сходи- 
мости нЪтъ. , | * 


Итавъ, разсмотримъ случай, когда т содержится между —Т1 и | ©®. 





. т—п 
Отношене 1 отрицательно, члены ряда (1) поперем$вно положительны и отри- 
и 


цательны, и такъ какъ они идутъ уменьшаясь, то будетъ сходимость. 
Правило Гаусса (8 242), примФненное къ ряду (2), показываетъ, что онъ — схо- 
дяпийся при т положительномъ и расходяпийся въ противномъ случаф. 
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Изъ всего сказаннаго слЪдуетъ, что рядъ, который даетъ (1 -- Т)", т.-е. 


т(т— 1) тт П(т— 2, 


Е 1.2.3 Зе: 
расходяпийся, если т содержится между —Т и — ©%, и въ этомъ случаВ члены не 
стремятся къ нулю. Если же м содержится между —1 и - со, члены стремятея къ 
нулю и поперем$нно положительны и отрицательны, самый же рядъ — сходяцийся. 
Въ случаЪ, когда м —= —1, веВБ члены равны по абсолютному значеню, и нельзя 
утверждать о существован1и сходимости. : 
При х = — 1 рядъ является въ видЪ: 


_(т— 1) _ т(т— 1 (т— 2) 


а в: 
Е 1.2.3 НеЕУ 


онъ — сходящийся для всЪхъ положительныхъ значений т и расходянийся для отрица- 
тельныхъ значений. ВКромЪ того, изъ сказаннаго ($ 265) вытекаетъ, что рядъ представ- 
ляетъ въ первомъ случаЪ (1 — 1)", и такъ какъ при 2 отрицательномъ это выражетше 
является безконечно-огромнымъ, то расходяпиайся рядъ можетъ быть разсматриваемь, 
какъ дающий также нЪкоторый премлемый результатъ. 

$ 285. Формула 
т (т — 1) (т— 2) 


д В ] 
РЕ 1.2.3 ых (12 


еж = ах + р 
1.2 

объ условяхъ сходимости и вфрности которой мы только-что разсуждали, важна по сво- 
имъ многочисленнымъ приложенямъ и имФеть большое значеше въ истори науки: 
ее первую открылъ Ньютонъ, и хотя опубликоваль позднЪе, но она предшествовала, 
открыт1ю ряда Меркатора (Мегсжот’а) и ряда Брункера (Вгопикега). 

Эта формула замЪчательна еще по легкости, съ которою выводятся изъ нея друме, 
весьма извЪстные и весьма важные, ряды. 

Уравнене (1) можно представить подъ видомъ: 


Па — 1 т—1 . (т — 1)(т— 2) ‚ 
7 Не рай в [о 99 Ри 


Если т будетъ стремиться къ нулю, то первая часть, которая можетъ быть написана, 
слВдующимъ образомъ: | 

(1 - 2)" а: 

т — 0 

очевидно, въ предфлф будеть имфть производную оть (1 -- 2х)" по тж, при чаетномъ 
значеши 7и —= 0, т.-е. 1(1 -- 2). Поэтому, полагая во второй части м == 0, имфемъ раз- 
ложеше 1(1 2х), 
зам 75? 
2 


5 


рт 





+... 


> 


а =#— 
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5 286. Та же самая формула даетъ 


1 гы 1 В - о 
о ыЫ 0”) ра к ь 2 р 
и О.Е" 














откуда заключаемъ, что функшя агсзтх и рядъ 


Я 
ее 
имютъ одну и ту же производную, 


н такъ какъ они одновременно обралкалотся въ 0 
при х —= 0, то можно писать: 





1 о 
атс & — Ро =. : те 


ь 


$ 287. Упомянемъ еще, не входя въ дальнфйния подробности, о возможности вы- 


вести изъ формулы бинома разложен1е показательной функши ©’, разсматривая ее какъ 
д. \ т | 


МА 
предВлъ (1 -|- аи ‚ когда т увеличивается безпредЗльно. 
771 


$ 288. Пакъ послфднее приложев1е формулы бинома, составимъ разложене функции 
(1 — 2 ох - а°) *въ рядъ по степенямъ а. Очевидно, имфемъ: 


1 и, Е: 955 
Гоа (25 т. ца (22 — На ао“ 


1.3.5... (2" — 1) 
(2—4) -...: 
Тов 09 


(1 — 20 -- а 





а (2х —э-... 


< 


раскрывая различныя степени (2х — а) и располагая по степенямъ х, безъ труда зам$- 
чаемъ, что коэффишентъь при о” есть 





1 — Е Е (и— 1) д 9 (% — 1) (п —2)(и— 3) вы 
ом м — 9(%—1) 2.4 (2—1) (%% — 3) ы 
а Е аж 
2.4... 91 (2% — 1) (2—3) (2и—2%-1) м .. 


Но, какъ легко доказать, 


И 2 (в — 1) (28 — ты @ у. 


а 
№: ее: де . ® 


> 


слЗдовательно, произведене 1.2.3...п.9", Х, имЪетъ общимъ членомъ 


ыы 2%(21—1)...т— т И и зт 
2.4... 2т (и —1)(и— 3)... 2и— т 


33 
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Т.-е., по сокращеюни на общихъ множителей, 


Е ас (2% — 21) (2 — 2т — 1)... (п — Эт - 1х 
. ‚ О.ь.х 70 


или наконец 
—— й (и БЕ 1) ... (93 — 1% -- 1) а (17 -т) 
- ® о —> 


1.2.3...т ал” 


) 


откуда заключаемт, что произведене 1.2.3...я 2”. Х, есть я-ая производная по х 
отъ многочлена 


22" — пл"? -- 7 С 5 1) ео (2? е-з 1}. 
Итакъ, 
ь 1 (2? — 1% 
2 — 1.2.8. в д" ' 


(1 — 202 + Е Ха аех Ро 


Эта формула весьма известна и мы еще вновь ее получимъ нфеколькими способами. 
$ 289. Разложене эт х. — Формула Маклорена даетъ непосредственно: 


3 ь ры В д $1 бу 


й о о РЕ 
1.2.3.4.5 °’’° 1,9.8... (4—1) 1.2.3... (48 РУ 


Ш =—— 
м 1.2.8 


При всякомъ значеми х дополнительный членъ стремится къ нулю, такъ что всегда 
имЪемъ: 


д 2: 2" 
о 


5. 2: Зе оо щы ПВО. 9.6. 1 


$ 290. Разложене созх. — Формула Маклорена даетъ непосредственно: 


27 27* 


тат 


д" с0$ 0х 
и 
и: Тр э. 





60$ Хх — 1 — 


Здсь, какъ и въ предыдущемъ случа, дополнительный членъ стремится къ нулю при 
возрастании и, и, значить, при веякомъ значеши х имЪемъ: 


27? 2 27° 


а в Нова Ббт°“ 


$ 291. Разложене созтх въ рядъ по степенямъ зшх. — Если формула Маклорена 
даетъ возможность развернуть функшю по степенямъ перемфнной, то она тфмъ самымъ 
даетъ возможность развернуть ее по степенямъ другой, произвольно выбранной, функши, 
стоить только эту вторую функшю принять за, персмнную. 
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Пусть, напримЪръ, требуется развернуть с0$%их въ рядъ по степенямъ $шх. поло- 
живъ зшх = у, имемъ с08 7х == с0$ и (агезт 9). Но мы нашли (8 151), при х = 0, 
4"? ©0373 атс 5 
ат?” 


0$ 17 атсзш 2 
пт (— 1)" (®* — 1 (т — 9)... [т — (2 — 1}| зпийк, 


— (— 1)" 07 (и? — 4) (т? — 16)... (т — 49°) с03 тм, 


([" +1 


ГгДЪ Л обозначаеть цЪлое произвольное число, а знакъ — во второй формул соотв$т- 
ствуегъ случаю, когда это число — четное; слЗдовательно, формула Маклорена даетъ: 





: . — 2 (7—4 "— 16 
60$ 2% (атсзт у) = с0$ сы 5+ Е и т — уе п Оу +. |= 
т —1 "—1] 8—9) . | 
— тя тАк в ТТИ ии у’ — -) 


при чемъ — долженъ быть взятъ при Ё четномъ. 
ЗамЪняя у его значенлемъ, пишемъ: 








рр т (т — 4). —4) (0 —16 
о | 
и 1. й— 1) (1—9) ., 
-- т Ш бк те — Е В ии .. | 


Не слЗдуеть удивляться появленю во второй части равенства неопред$леннаго числа, #. 
Въ самомъ дЪлЪ, извЪетно, что если 31) х дано, то с0$ 10 еще не опред$лено, и можетъ имЪть 
безчисленное множество значей при 2 несоизмЗримомъ; сл$довательно, и разложене 
этой функщи, чтобы быть общимъ, должно быть подобно функши неопред$леннымъ. 
Относительно выбора значен1я х, для опред$леюмя ипфлаго числа #, которое ему 
соотвЪтетвуетъ и которое придаетъ предыдущей формул$ точность, сл$дуетъ обратиться 
къ тому, что уже сказано въ 8 151-мъ. Значеше созжёк принимаетъ фунЕкщя с0$ их, 
когда зшл равенъ нулю, и, слЪдовательно, предположене эт х == 0 отв$чаетъ х == #п. 


Если зшолх возрастаетъ отъ 0 до 1, то х измфняется отъ Ах до фт -| 5 при & четномъ, 


п 
и отъ бк до Дж — о при Е нечетномъ. 


Если х обозначаеть наименьшую изъ дугъ, соотв$тствующую данному синусу, то 
$ —0 и 
7. иг (ие — 4) ие (т — 4) и `— 16) 


3 [ ка ИА 
ОР оз а Товар е ат. 








608 жх — 1 — 


эта формула, данная ОЭйлеромъь и Лагранжемъ, отв$чаетъ, какъ мы видимъ, только 
частному случаю. 
33% 
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$ 292. При м ц$ломъ имфемъ зтийк = 0 и созмёл == 1. Еели притомт 
‚ т — четное, то рядъ приводится къ опредЗленному числу членовъ. Напримфръ, полагая 


и —=2, т —=4, т = 6, имЗемъ: 
05 2% —=1 — 95112, 
0$ 41 = 1 — 8$10* 5 -- 891“ ах, 
с05 6х —= 1 — 183115 -- 48 0х — 32 5щех. 


$ 293. Разложене этолх по степенямъ зшх. — Полагая зтх = у, имфемт 
т 2% =5Ш (и агезш у); а тавкъ какъ по 8 153-му, при у = 0, 


4" за т аге зш , 
о в _ * = (— 1) иг (пр -— 4)... (21° — 4?) зп тёк, 


4" зп загс зш у 


о о — = == ([— 1"(@® — 1 (т — 9)... [*#? — (п — 1}| жеоз тбх, 


то, сл$довательно, теорема Маклорена даетъ, при замЪн у на пл, 











р и’. 11? (тг —4) . пе (зп’ —4) ыы — 16) | 
2х — «шо ийе |1 — $10° ви". —_—— 
УТ 1715 — $ Ш 2 го х-- оз а $1“ — и т’ -е. 

к (и — Пал, (т— 1 (т — 9) р 
т ит | ши — —... 
11 ©0$ рт | Шт то а —- таза в $1 5 


гд$ К — пфлое число и притомъ произвольное, пока дуга х задается только но синусу. 
Во второмъ членЪ знакъ -- берется при Ё четномъ и знакъ — при # нечетномъ. 
Формула предполагаетъ, при зш х = 0, ших = зщ тт; Ен зшх увеличивается 


отъ нуля, уголъ 1, равный сначала фт, увеличивается до (+ — 5-) > если + — четное, И 
уменьшаетея до (. — 5) = к, если А — нечетное. Въ первомъ ый нужно брать знакъ 


-—- при второмъ член$, а во второмъ случа знакъ —. 
Когда х — наименьшая дуга, соотв$тствующая данному синусу, ' то 
т(т’ — 1) 


Ш 77 —= Жзшх — Тез 5102 — 


т (т — 1) (т — 9) В 

То: 20 

Эта формула дана сначала Эйлеромъ и затфмъ Лагранжемъ. 
Когда т — цфлое, яп ий" приводится къ нулю, и если при этомт, и — нечетное, 


члены съ н$котораго м%Ъета обращаются въ нуль и рядъ приводится кь опред$ленному 
числу членовъ. Такъ, напр.., 


зш 3х = 3З81— 490%, 
яр 5л = 59их— 205ш'х- 16 5х, 
зш 7х = Тяшх— 56 тех 11250— 64 9п'х, 


т 95 = Эзщх— 120; 0х- 439 т?х— 516 1'х-- 956 мп? 
$1 112 = 11 зп — 220 3118 -- 1232 зд — 2816 зт’ д -- 2816 зп’ — 1024 Зах. 
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5 294. Если раздЪлить на м обЪф части формулы 





я’ —1 ., (т? — 1) (т— 9) ., 
зш тх —= т|зшх — ——— ях и И —... 
И т 1.2.3.4.5 
гы Зл 7% 
н затЗмъ положить т == 0, то первая часть Е: обратится въ х, и мы получимъ: 
| 1 ев а а 
д — $1 5 —_—_ ии бт м 
тт таза в о 


Это — весьма извзстная формула; мы ее снова выведемъ боле прямымъ путемъ. 
$ 295. Изъ формулъ: 


| С м — 1. (т — 1) (в — 9) 
Ш жжх — Ш Х 9" ; а — и 
а” о 1 


(1) 
тж... тг (т? — 4) 


= 
пои това т —... 





60$ 2х — 1 — 


1 
О ЧЕБЖОвЕЕА НЕБЕС ть „де ЕИИОЕЬ Болит ^ 


можно также получить разложея ша и соз2 по степенямъ 2. Въ самомъ дл, пола- 
гаемъ 7х = 2; пусть затВмъ т увеличивается безпредЪльно, а х стремится къ нулю; 


. 5тх 
такъ какь отношеше — — въ пред$лЪ равно единиц, то можно замфнить $1 х черезъь 


# 
х, или, что одно и то же, черезъ кромЪ того, 





2 
у жи 12 —1. 
т 
АЖ 2 ___ 
п о т 9 = 1, 


СлЪдовательно, уравненя (1) въ предл будутъ: 


2 27 

1.98 17545 °*": 
т 2? =“ 

СО а Ди 


ша —= 2 — 


$ 296. Разложене созих по степенямъ созх. — Принимая во внимане полученныя 
въ $ 154-мъ значеня производныхь отъ 0$ и (агссо$ 2), находимъ непосредственно по 
теорем$ Маклорена: 


и (у т [ т о т? (т —4) ‹ ) аа 

сов и = 05 (2% - 1) 6 (1 то 608 Нова 608'2—...) = 
м тт жа (т — 1) (т — 9) 

== тт (2% -- 1) т [2 то 30082 2345 05%— ...|, 
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ГД А — произвольное цфлое число и знаки соотвЪтствуютъ: -Р случаю, когда /: — чет- 
ное, и — случаю, когда А — нечетное. Формула (1) предполагаеть, что, при со == 0, 


ж — (26-1) 5 Если 60$х пзмфняется отъ 0 до 1, то х измЪняетея отъ (26 -- > 
до Аж, когда к — четное, и оть (26-1) > до (&- =, когда & — нечетное. 


Если х должно выражать наименьшую дугу, косинусъ которой есть с0о$ х, то $ = Он 


С03 77% — ©05 





11т ( т, и’ (т — 4) ‚ 
1 — — 2х 0 —... 
2 2 т Т.о О 


2 
. Тк п — 1 
— тп т (сов Е а соя -.. .) 


Полагая т —= 2, т=3, т==4, находимъ: 


0$ 2% — 26095 — 1, 
053% —= 4608'’х — 3605х, 
054% —= 8608'х— 8608 - 1, 


с05 55 = 16 с05°д — 20 с0$*х -Р 5 005%, 


с05 6% — 32 с05°х — 48 с03'х -Р 18 с0$°х — 1. 


Вообще, с0$ 7х будетъ состоять изъ конечнаго числа членовъ, всяюй разъ какъ т 


звляется пфлымъ числомъ. Члены — четной или нечетной степени, смотря по тому, какое 
и, четное или нечетное. 


$ 297. Разложеше эт оих по степенямъ соз 5. — Принимая во вниман!е полученныя 
въ 8 155-мъ значенля производныхь отъ зт (т агссоз 2) при х = 0, находимъ: 


2 





| та [ 77 г (т? — 4) 
— 21 ыы Е —— г —_ы = в. ы ее 
т 2% — эт (28-1) 5 (1 1 2 0082 -— то зад 6034 
тт 1 (т — 1) (т — 9) 
—- т 0$ (28 1) — | в05х — ———- 60° 60 —...|, 
АН сов "| Рае 9" 
гд$ ЕЁ — цфлое произвольное число, а знакъ — при второмъ членф соотвЪтствуетъ слу- 


чаю, когда к — четное. Формула предполагаетъ, что, при с03х = 0, х = (28-1) к. И 
когда с0оз 2 изм$няется оть 0 до -{ 1, то х измВняется отъ (26 -- 1 ло к при К чет- 
о 


к 
номь и оть (26 115 до (Е |-1)к при # нечетномъ. Ни при какомъ значени т этотъ 
радъ не приводится къ опредленному числу зленовъ. 
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5 298. Замфчане относительно предыдущихъ четырехъ рядовъ. — Разсматриваемъ 
солько-что полученные четыре ряда: 




















05115 == СсОЗтйя й — -. 2 317% -- | ее =“ Ут" — о 9 $0°%-.. | = 
—- т шир | х — сы ‘а -+ ии Ш’х —.. | 
Ш 75 = ЗШЙк р — Е $1“ -- ми зи“ я-- ии Ш’ -.. | == 
—= 24 605 мбк | х — и зш‘л -- п п р $11°% —.. | 
60$ лат — 08 (28 - 1) > (1 — =". 603% -- иван с05'х—.. ) = 
= жозш (2% -- 1) с | х — к 605’ - 9 608°—.. | 
ших == эт (28 1) я (1 — ы 60° 2 -- ИЯ 608 —.. .) и 
-- т 60$ (2% отв 05° = ии с0’х —.. | | 


Не м5Вшаетъ замфтить, что самый видъ этихъ рядовъ можетъ служить ихъ повЪркою. 
Выше было объяснено, какъ нало повимать первую часть при данномъ значеви й; 
называя, поэтому, черезъь « наименьшую дугу, положительную или отрицательную, при- 
нимаемъ за синусъ зах и пишемъ: 


о № 3-Я 
Ся и" С 
Тома 
: т —1 (и— 1) (тж— 9) ., 
— Е ———— Ш и и , 
51 274 "|в то ЗИ - ел 5 х 


‚ также, называя черезъ х’ наименьшую дугу, имфющую синусомъ созх, пишемъ: 





7? ь те (т? — 4) , 
со —= 1 — со —_^ —..., 
Е ара 084 
Вы . и — 1 \ 
врали" = т (6084 то 80082...) - 
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Такимъ образомъ, четыре предыдущихъ формулы примуть видъ: 


С05 7% = 608 тАк 0$ та -= зтапбк $ш ата = ©0$ (их => та), 


$1 ит = Я ик ©0$ та Е 605 тАк зш та = зщ (ийк = та), 


тт 
о 


77. те 


с0$ 21% — ©0$ (28-1) соз я’ == зщ (28 -- 1) 5. ЯП м’ = 0$ Нло 





) 


21 
2 





(2 1) 





—_ 


тт 


п 10 == э (2% 1) > оз та" 52 60$ (2% -- 1) "5 ша” = 8 | Е "5. А-а" 


-. 


) 





при чемъ верхн!е знаки соотвЪтетвуютъ случаю, когда цзлое число & — четное, а нижне— 
случаю, когда оно — нечетное. Точность этихъ посл$днихъ формулъ очевидна: въ самомъ 
ДВЛЬ, если а — наименьшая дуга, синусъ которой есть зтах, то дуга хх выразится черезъ 
к -- о, ГДЪ знакъ -- соотв$тствуетъ случаю К четнаго, а знакъ — случаю № нечетнаго. 
Также, если « — наименьшая дуга, синусъ которой есть с0озх, то общая величина дуги, 


косинусъ которой есть созх, будетъь (25 -- 1) —= 0. Очевидно, что предыдуная фор- 


мулы могутъ быть написаны & р!1011 и что частныя формулы Эйлера содержать неявно 
общее разложене, данное позднфе Пуансо (Ро1130%). 


. Зшжх 
$ 299. Разложене а. по степенямъ {202х. — Полагая ‘апех — у, имфемъ 
3111 25 | не 
их — $1 (агфаое у) (1 у’). Но по $8 156-му при х =0 


412” 0, 


| 3 


д” "* т (7 атевапе 2) (1 -Р 27°) 


д.72" 


- — (—1)”т(т— |) (т— 2)... (т— ж- 1) (жт— 2); 


сл$довательно, по теорем$ Маклорена, 


за (жж атоапо 9) (1 - 4^)* = ту — тт Е 
т(т — 1) (т— 2) (т— 3) (и—4) › 
| | т 1.2.3.4.5 ар 
т.е. 
$11 Их == 605" еще — в -- 


т (т — 1) (т— 2) (т—3) (т—4) 


г _1.2.3.4.5 


(а1о’х —.. | г 


_. Въ этой формулЪ х обозначаеть наименьшую дугу, тангенеъ которой есть 4апо 2. 


Также найдем, сь помощью вычисленныхъ производныхъ ($8 157), что 


ы 1: (1 — 1) из (т — 1) (т— 2) (т— 3) , 
оз пах == 609 | р о бл, 
$ рт :| то (а10”л —- то За {а05” 2 


Облля формулы, для случая, когда х — какая-угодно изъ дугъ, имфющихь тангенсомъ 
(апт, могуть быть получены изъ этихь послфднихъ. Въ самомъ дл, если а — наи- 
меньшая изъ дугъ, имфющихъ тангенсомъ {апох, то всЪ, вообще, примутъ видъ к а, 
и, слЗловательно, обпая значеня зах и созтх будутъ: 


$11 72 = 51 90а С0$ лийж -- Зо 608 Иа, 
605 27% = 60$ 99 сотр — уп мя зт тк. 





$ 300. Разложене агфапе х. — Мы нашли ($ 146), что при 2 = 0 вообще: 


ф" агевапох __ 

а 22" = 

2" аговате х 
х*"" 


0. 
т. 3..2) (— 1)"; 


отсюда, по формулЪ Маклорена, 





3 5 1 
х Ч, т | 
агоапе д — д ——-..., (1) 
о 5 1 


и такъ какъ мы также нашли (8 144), положивъ агфапох —= и, - — и =9, что 


Я 


Ф"атсалех _ (1.2.3...п) (—1} 
а = 


(1 2) 


то дополнительный членъ будетъ 


зш (и Ту =1.2.3...я (—1)" яв (и -- узи" у, 


—_- т (* -- :) (= — агацале в } 
(1 -{ 0°47)* 
д” 


Для значенй же т, взятыхь между —1и |1, г, очевидно, стремитея къ 
И-@:) * 

нулю при возрастани я, и, сл$довательно, рядъ (1) справедливъ для всЪхъ значений 

перем$нной въ этихъ пред$лахъ. 


\ 


$ 301. Разложене агсбапо (х -- №). — Прилагая формулу Тэйлора и пользуясь вы- 
раженемъ производной, только-что приведенной въ предыдущемъ параграфЪ, находимъ: 


4 


м СИ а о 2 № 
агс‘апе (1-- 1) = аталех НЙ зу — = злу эт 2у -- > эн‘у зшЗу — .. $“ зш4у -- ... (1) 


298 


Изъ этой формулы вытекаетъ н$сколько замЪчательныхь слфдетьый. Полагая ву 
ней й — — х, получаемъ: 
де ид а 
О —= агбапох — хяшу — > Пу эту — —- зэш‘узшЗу —.. 


к 
о 
о) 


| 


. 4 
а такъ какъ изъ уравнешя агеапох = — — у слЪдуетъ, что 


к 


д = ©0464, и, значить, й = — соц, 


то предыдущее уравнете приметь видъ: 


к с05*у 5112 608“ 513 с05"у 54 
э — У = у 6089 — — 5 а к — т... (2) 
ь 1 Же . 1 
Если въ той же формулф (1) положить й —= — х — — = — бапеи — сои —— >, 
и $14 с05 
то будемъ им$ть: я 
1 к 
атало (х —- #) = агапо (-- -) в -- агат х — — 9, 
и, сл$довательно, формула (1) приметъ видъ: 
а ее а ту _1 5102у 1 513у _ 
У 9 с08у 2 60% 3 60% 4 


откуда находимь 














х _ У +1 зт2у , 1 51 3у т 
2 68 2 609 300% °о 
Наконецъ, полагая < № 
— 1 1 
эт еее сы 
УТ --э 0$ и зш у’ 


получимъ: 


атебапе (д -- #)) = агеапо (1 — У1 Зи) = агоапе [Ит- 2 бти— 1] = 


ши — 1 1— 
— ата — — атсёало — Я — 
608 и п у 
— — агтфапо . {ап ВИ 
= 5. 659 — о У’ 


и, сл$довательно, 


И О ао аа 08а 
Е У пу Шоу 5 81 3 о 


‘откуда 


я — 4 у  бь т. 
РЯ = пу + 5 мау + ума Зу +... 
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ВеБ эти ряды очень известны и мы сочли нужнымъ привести ихъ здфеь; кром% 
того, они представляютъ первый примфръ иреобразовавй, какимъ можно подвергнуть 
результаты, непосредственно получаемые изъ формулъь Тэйлора. Къ большинству изъ 
нихЪ мы еше возвратимся другими путями, которые дадутъ намъ возможность судить, 
въ какихъ случаяхъ они приложимы. 


5 302. Разложене агсзш х. — Мы нашли (8 147), что при х = 
ф” агсзш х 
— т = 
4" * атозш 5 а 
— па  =(.3.5 ... (2 — 1); 


отстода 


= 


д 


хх _ 2.(1.3) | Е 


атезтх = д ——— и а 
> Тео ЕТ, 5.3.4.5 "1.0. Зы б. т 


ыы .. 


Этотъ рядъ, очевидно, тождественный съ т$мъ, который данъ въ 8 294-мъ, будетъ схо- 
дящимея для значеюмй х, меньшихъ единицы. Мы не станемъ разсматривать здЪеь вели- 
чины остатка, потому что мы сможемъ другимъ путемъ доказать, что этоть рядъ дЪй- 
ствительно представляетъ агсуих. 


8 303. Разложене (агсзш х). — Мы нашли (8 148), что 





2” : 2 Г 
а и... (в), 
4” (2681 2) |, 
дл?" “ам, 
отсюда 
2 5 2.4 р 2.4.6 
Ь Е 2 -за о т рол” 
(атсзт 2) = а 13.58 3574, 


Конечно, въ этой формулЪ, какъ и въ предыдущей, атсыш ох обозначаеть паименьшую 


изъ дугь, синусъ которыхъ есть д, т.-е. ту дугу, которая обращается въ нуль при 


и щ 
д — 0, остатокъ же заключается между т. И. 


2 
$ 304. Разложене хсоёх. — По значетямъ производныхъ оть х60%х, найденнымъ 
выше, при 1 = 0, разложеше хсофх будетъ: 
т ИИ 2 2 05° 


тех =] Е о ОЕ 9 


Законъ составлемя коэффищентовъ вытекаетъ изъ формулъ (8 147), по которымъ можно 
вычислять ихъ въ послфдовательномъ порядкз; но ихь выражеше тфено связано, по за- 
кону, съ которымъ мы познакомимся далфЗе, съ рядомъ весьма важныхъ чиселъ, изв$ет- 
ныхь подъ именемъ чисель Бернулли. | 
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$ 305. Разложене ты 








оне Пользуясь результатами, данными въ $ 150-мъ, нахо- 
димъ непосредственно: 
ай & Е 1 в. а 1 х’ 
г — 1 2. Ь 1.2 301.2.5.1 Пао: о 6 
4 ед 
КВоэффищенты при —, — п В называются  числали 
1:2” |. 9..4’ °° 


Бернулли; мы раземотримъ ихъ въ отдЪльной глав. Обозначая ихъ черезъ Б,, Б,, Б.,..., 
пишемъ: 





























фе 3 гг В 8 В, 1 
а То И оваЕ а" 
Замфтимъ. что разложете ы: приводитъ къ разложеню также 8 И На 
р кат РИА р АОЗТ ^^ 
Въ самомъ д$лф, 
ур = т РК 2х 
т ем Г 
и, слЪдовательно, 
д х 7 хх 28 
ВН зат това Бе в 
(2х) (22). 
ео това 
т.-е 
т и В м. В, х Е 5 2° —1 
——_—_ = — (В... 
пр. Отта! Т.Б" 
Такъ же 
# — 1 2 д; д в 17 
г] ——. и сем к = 54 
21 РТТ 1 294 ' 240 40320 


$8 306. Разложене хс0ёх приводить къ разложению, безъ какихъ-либо новых вы- 


численй, н®которыхъ другихъ функШй, связанныхъ съ 2604 простыми соотношеюмями. 
Им$емъ: 


{апс х — с0%л — 260%2х, - 
с05ес 1 = {ао Е —- сх; 


слЗдовательно, полагая 


260х =1— А. — А — 4.2 — А—..., 
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ВЫВоДиИмМт: 


{апе х = 4, (27° — ри 4,2 — я - 4, ("— -..., 
а Е. З__ г 5 2 
созес д — > Е 4, (2 По 4, (2 1) в + 4. (2 — Ида т -- 


Имземъ, наконедцъ, 
С т т 


— с06 5. 
И. сос х 





‚ “т х С 
Такъ какъ функщя | -— -- четная и равна нулю при х = 0, то можно положить 
д 


ЗШ 2 


И = О Ох + Ццт-. 
беря производныя отъ обфихь частей, находимъ: 
] г 
соя — = == 44-60 -...; 


замБнял же соёх его рядомъ, заключаемъ, что 








а=—4, ц=— 4, (= 4%,..., 
и, значить, 
Подставляя на мЪето коэффищентовъ 4,, 4А., А,,... соотв$тственныя числа, получаемъ: 
] И О а 1. 
ый 32 45 4 945 6 47125 8 93555 10 


НъкоторРрЫяЯ ПРИЛОЖЕНТЯ ТЕОРЕМЫ ТэйЛлЛоРА 


$ 307. Приложеше теоремы Тэйлора къ разложеню функщи требуетъ вычислетя 
производныхъь отъ этой функщи; но иногда случается, что, благодаря частнымъ сообра- 
жешямъ, приводящимъ прямо къ разложенюо, теорема Тэйлора даетъ, наоборотъ, средство 
для вычислен1я производныхъ высшаго порядка, непосредственное составлене которыхъ 
было бы боле затруднительно. СлБдующИй примЪръ, заимствованный у ангийскаго гео- 
метра Мёрфея (МигрЬу), весьма замЪчателенъ. 
‚ Раземотримъ выражен!е 


а? а о 


а" (1%) 
Нан. | 


да Е 2” с — г ре 91% ке 
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: , д” (| д) 

Коэффишентъ при ах’ въ этомъ разложеви есть т 2 ‚ слЪдовательно, въ разло- 
я и+а ь ты 26 

жен!и ит - коэффищентъ при а”, очевидно, равенъ 


1 9202) 
1.2... д"  ^ 


[т 2-+а 


я — 21° (а т 1)(а + ?).. ‚ а”), 





аа это посл6днее выражен!е равно произведеню ряда 





де = аш + 5 (=) + = а... 8)" +... 


на многочленъ 
(«-- 1) («+ 2)... «а п) = “+ ба ба *-+...- В, 


гдз о, есть сумма всевозможныхъ произведешй, по р множителей въ каждомъ, изъ пер- 
выхъ я пфлыхъ чиселъ. Соетавляя произведеше по обычному методу умноженля, зам$- 
_чаемъ, что воэффищентъ при ях” есть 


1 + 5 





Е) 


к а” (у 
Итакъ, это есть значеме ————; гораздо трудвфе получить его непосред- 


42 
ственно. 
$ 308. Теорема Тэйлора даетъ намъ, наковецъ, изящную формулу для выраженя 
производной какого-угодно порядка функши отъ функши. Пусть у = © (и) такая функшя, 
гдВ и — данная функиля отъ х. Приписывая лх приращене л, соотвЪ$тственное прира- 
шене у предетавимъ, по формулЪ Тэйлора, черезъ 


а ау И 
ре рат... 
421.2 "т. 


Если & — соотвЪтственное приращене и, то приращене у, т.-е. приращеве ф (и) 
представится также черезъ 


д. № | Фо 


Па ат № ЕТ тент" 
Кром того, по той же теорем, 1 

_ м. ЧЁ , и 1”. 

вые т арта т вт" 


303 


Нодставляя это значене # въ предыдущий рядъ и приравнивая другъ другу оба найден- 


ныхъ значен1я Ау, пишемъ: 
Чи Фи № р 
и 
во (в® + а №2% ..) 


р” й" 
Уатта = иг 1.9... 


Если во второй части развернуть р-ую степень пло извфстной формул для степени много- 
члена, то, приравнивая другъ другу коэффищенты при Й” въ обфихь частяхъ, будемъ 
имЪть, наконедъ, 

















Фи \" и  \" 
фм | ал _ 47". 
9 о „9 (а) Ты 1.2.3... т 
дл” АУ Йо Эа, 


гдЪ Й,, /.,....Й»ж Должны принимать таюя значенля, чтобы 
р 2, +... т, =, 


а р было бы равно 1, +1, |... - й„. 
Фи 


ь Чи 
Если въ этой формул предположить и = х’, то будемъ имфть —— 2. — 2х, и — 2, 
а всф слфдуюцщия производныя, будучи нулями, должны имфть показателемъ нуль; фор- 
мула тогда, орд КЪ 


2 1 
Е 9 





Фу 
нор ФР (27 
т =: », 35...79. 972) 


При этомъ суммировав!и й, произвольно, й, равно я — 9й, и рравно №, НЙ, т.-е. я —й,; 

. ы 7. 

суммироваше же должно распространяться ‘на всЪ значен1я й,, меньшихъь 5: 
УПРАЖНЕНИЯ 


Если положить, какъ сдЪлалъ Гауссъ въ одномъ изъ своихъ Мемуаровъ, 


и а(& Е ПВ ВЕТ) ,, «(а 0(а-2)8 8-08-22), 
Г (4% 8, а Е ПС 1.2.107 - 1) Е 1.2.3.40 (4-2) г 
ТО 

1 ших — изпаоова 2 (5 1, В >. ти } 

и ее О И 
2.  Эпях = 7911 160$ 2Е( 0®-Р1, ао, 5’ фапо с) 
3 Бр 5 зб 05-1 (т--1 а о — шие" =). 
| 2 "> рта ". 





=этеЕ(Ъ 1, —. вии). 
60$ Х _ 2 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


НЬкоторыя разложеня въ ряды 


ить 


Рядъ БЕРНУЛЛИ 


$ 309. Яковъ Бериулли (Тасдиез Вегпоп Ш) указальъ, вскорЪ послф открытя диффе- 
ренщальнаго исчислен!я, на олинъ рядъ, пригодный, подобно ряду Тэйлора, для разло- 
жен1я какой-угодно функщи; онъ безъ всякаго труда выводится изъ ряда Тэйлора. Если 
въ формулЪ: 


(2 3 Ро) + бу к Ре... 


положить Й —= —х и перенести Р(х) въ первую часть, а Р(х-й) во вторую, то 
ПОЛУЧИМЪ : 

12 
Та 





Е(х) = #Ё(0) + Е’ (1) — Е -... (1) 


Такъ какъ коэффищенты при различныхъ степеняхь х являются здзеь фунвкшями отъ 
самой перемЁнной х, то этоть рядъ весьма отличенъ отъ ряда Тэйлора и, вообще, 
гораздо менфе его полезенъ. 

Укажемъ здесь на одно приложеме этой формулы. Пусть 


Е(2) = (х ау, 
формула Бернулли даетъ: 


2% (в — 


(ха) = в их (аа — "_^ 27 (2 а"... (2) 


Этотъ рядъ можеть быть полученъ также и при помощи бинома Ньютона: въ самомъ дёлф, 


ина — 2)" = а 2 — неа "Та... (3) 
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8 319. Мы выбрали шюдыдунйй примфръ, потому что найденная формула даетгъ 
довольно удобный сиособъ для вычислетя съ большой степенью точности численнато 
значешя нфкоторыхь корней. ДЪйствительно, дЪля уравнеше (3) предыдущаго параграфа 
на (а хх)’ а’, получаемъ: 





1:9 (азы т @а **°. | 





ег, 1 пх в (в—1) п (п —1)(%—2) 2 
И те Е. СТ бе о@-э_ 





Этоть рядъ можеть быть съ выгодою .употребленъ для вычисленя иррацюнальныхь 
корней какого-угодно порядка. 
Разлагаемъ число (а-- 2), или его произведеве на нЪкоторую степень того же 
порядка, на двЪ весьма неравныя части, изъ которыхъ а есть #-ая степень цфлаго числа. 
Гакъ, напр., для вычислевшя У2 беремъ 
50 —= 5'.2 = 49 +1 = ТТ, 
откуда 


5 Уз = У49-1. 


Поэтому полатаемь 


1 
| — ( ыы рвы ныЗА 
ие те НН 5 
и пишемъ: 
— 4 1.5 фэ.о 
5 "= а АЖ 
ув 21 2.50 Г 2.4. 50 (246.501 } 
слфдовательно, 
м 1 ] * То . 1.3.5 
Из=- ( = ——— ———_ В 
АТ 10 Кат Ра. 10" | 


что предетавляегь быстро сходяшийся и легко вычисляемый рядъ. 
Въ самомъ дЪлф, обращая члены въ скобкахъ въ десятичныя дроби, находимъ: 


У? = 1,41421 85623 78095 04880, 


съ двадцатью точными цифрами посл запятой. 
ЖЩелая вывести изъ той же формулы кубичесвй корень изъ 3, замВчаемъ, что 


3 _ $ 3 
2уз=у24 =1У27— 3, 


1 
и, слВдовательно, полагая а —= 21, х == 3, п = — -, имфемъ: 


“ 3 
Э 


34 
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. 
> 1.3 1.4.3 1.4.7.33 
УЗ 13602 369. В+. 
откуда 


3 


и В 1 4 4.7 ) 
пяти — ] чишанинь ыы. ——— ыы —————— ао . 
УЗ 2 24 ' 24.48 а ав ат '°>. 


Можно получить ряды, еще болфе сходяшеся, напр., 


3 3 3 
9 Уз = 2187 =У 13*— 10, 


4.10* 4.7.10 ) 
1 — — д ма 
 ( 3.9187 р. в 6. 9187? бов тг 


сильно сходянийся рядъ, въ которомъ отношен!е всякаго его члена къ предыдущему < м 
Численное вычислеюме этихъ членовъ даетъ 


3 


9 рэ 
— ИЗ = 0,99848 04717 513, 


13 
откуда 
3 о 
У 3 = 1,44224 95703 074 съ точностью до 13 знаковъ послЪ запятой. 


ФормМУЛА ЛАГРАНЖА 


$ 311. Пусть г есть функщя отъ а и х, опред$ляемая уравненемъ 
2 =@- 1%(2). (1) 


Эту функшю можно развернуть въ рядъ, расположенный по степенямъ х, и формула 
Маклорена дастъ, какъ и для всякой другой функщи, посл$довательные члены разло- 
кен1я. Задача поэтому не отличается нич$мь существеннымъ отъ задачъ, уже прежде 
рф шенныхъ нами, но она замчательна по излществу результата, который можно получить 
нфеколькими способами. ЗамЪтимъ сначала, что если и обозначаетъь какую-нибудь функ- 
лю отъ двухъ перем$нныхь 5 и а, то какова бы ни была функшмя Е, имЪемъ: 


р 2 = 2% |=. Я уме | 2) 


дъйствительно, по выполнении указанныхь дифференцироваюй каждая часть равенства 
приводится къ 


Чи аа и 
Ви) зе ар ГЕ) дар 


307 


ди и 
Можио было бы еще и иначе доказать формулу (2), замЪтивъ, что (и) р Е(и) аа 600Т- 


вВЪтственно производныя по д и по а отъ одной и той же функши х(и) такой, что 
5’ (и) = (и); тогда уравнене (2) равносильно 


Фо _ @$ 
дхаа  адаах` 


Положивъ это, возвратимся къ уравневю (1) 
# —= а - 45 (2) 


и будемъ обозначать черезъ и какую-угодно функшю отъ 2. По теорем Маклорепна 


28 


и д" 4 и д ии 
трав (а. ут. аа + орк) Ти. 








аи \ ( Аи "и 
д (2. ) ао указываютъ на эзначен|я, принимаемыя производ- 


(7х )*\ \ да? у:Ая (= 


ными отъ и по х при замЪн$ въ нихъ, послЪ дифференцированая, х на 0. Эти про- 
изводныя должны выводиться изъ уравненля (1), опредЗляющаго функцию 2, и по общему 
методу для всБхъ неявныхъ функшй ихъ можно вычислить въ послБдовательномъ 
порядкЪ; формула (2), однако, упрощаетъ значительно вычислен!я, давая возможность, 
какъ мы это и увидимъ, зам нять дифференцированмя по х дифференцирован1ями по 4: 
выгода этого преобразованмя очевидна, такъ какъ х при дифференцировани по &« при- 
нимаетея за постоянную и, значитъ, безразлично, полагать ли его равнымъ нулю до или 
поелЪ операщй. А такъ какъ, полагая х = 0, мы получимъ 2 = а, то указанныя диф- 
ференцированля будутъ относиться къ явнымъ функщямъ отъ перем$нной а. 
Изъ уравнеюя (1) выводимъ: 


< $(2) | хо от 








и, слЪдовательно, 


ет. ь 
ах 1—25(2). (3 


Изь того же уравневя (1) выводимъ: 


42 — $: —- хо (2): а 
Ча 
значить, | 
(2 1 | 
ле Е. о 4 
ав 1 — 20'(2) (4) 


З4* 
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Сравнен1е формулъ (3) и (1) даетъ 
(2 _ ее ([: -) 
Ч т аа’ у 


Обозначая черезъ и какую-угодно фувкцИо отъ 2, имфемтъ: 


ац р Чи 42 
т а: аг` 


(и _ Чи аз 


Ча Че Ча’ 


отсюда заключаемъ, что уравнене (5) содержитъ въ себЪф уравнеше 








Си Си 
= (=) - (6) 
Ч "^^ аа’ 
Фи ан 
Вычисляемъ телерь т Ч» стараясь при этомъ замЗнять вездЪ, какъ мы уже 
(7 . 
говорили, дифференцирован1я по х дифференцирован1ями по 4. Такъ какъ 
Ги 4 / а а ‚ Дн 
42° Ч ‘ах 20|‘ Ч. 
то, въ силу уравневая (2), 
Ги _ 4 Чи Е 
та= = |+ -- (7) 
С Ча т ; 





Изображая м, какъ функшю оть 2, черезъ [(2), пишемъ: 








и 
4 Га >= = 
уравнене (7) приметъь въ такомъ случаЪ видъ: 
Ги Ч о В В : а ‚ЧН. 
а =. РН ах | = 2 (2) | ` . м 














отеюда выводимъ: 


Ти _ а 4 _ аа 


а 2 (2 ‚ би. 
42? ах а? ах Ча | р (#) 4. 











г -@: а | = (2 фи 
аа ах до 


чт0, по уравненю (2), приметъ видъ: 


Фи _ 5 „): С и г. 








Г 





па^ — Е 
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{6 трудно залить обний закошь, по которому 


((” Ча” `1 


(8) 


"т (2 


Ч” 8 | „ @н | 


(и |. 


Лля доказательства этой формулы предположимъ, что мы уже налили: 











зи - | ]я # : 
(1 3 = ет Ч 2 - “=, ( =. ) й 1 (и 
Чо’ Ч’ я Ча. | ` 
откуда 
Ри (7 ("| (и Г, т (г)"- Ч 
з | (2 р 2 к | “0(2 Е 
И ее там |“ да д ^^ |” «а! 


ирилагая же послЪдовательно формулы (2) и (6), получаемъ: 


фи И (2 Чи 

аи ов=ю (А) 6 

а | Чи. 
Чи Фи ВТ. 





Для вычислен1я производныхь —5, ..., я; При < = 0 достаточно ввести это 


ах’ ах’ ’ ах 

предположение въ только-что найденныя значен1я, и такъ-какъ вс дифферевцировантя 

взяты но букв а, не зависящей отъ х, то можно положить 2 =0 до выполненя операшй; 
Си 


„°= Г’ (а), и формула (8) даеттъ: 
(и 


тогха будем имЪть 2 == 1, 


и Що ы 
( ый НЕЕ [+(а)" Г (а)]; 
А О ‚1, С’ 
слЪдовательно, разложеше и, т.-е. [(2), явится въ слфдующемъ вид%: 


д Я д; | 


тэ аа Ра] + оу д ГО +... 





[(=2) = Ка) -- га) (а) + 
Эта формула весьма изящна, дана впервые Лагранжемъ и извЪстна подъ именемъ фор- 
лил? Леараноюа. 


312. Лапласъ, давпий это остроумное доказательство, только-что нами изложенное, 
представилъ теорсму Лагранжа въ болБе общемъ видЪ, но его формула такъ легко вы- 
водится изъ предыдущей, что нфть надобности выдфлять ее подъ особымъ названемъ. 
Замфнимъ уравнеше (1) предыдущаго параграфа уравненемъ 


2 = Е [а + а$(2)] `(1) 
и постараемся развернуть функцию /[(2) въ рядъ по стененямъ л:; полагаемъ 


а-+- 2 =ьв (2) 
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тогда 
2 — ЕО, 
и, слЪдовательно, въ силу уравнения (2), 


Е — а -- ас [Е(®]. (3) 


Задача, какъ видимъ, приводится къ разложентю {[Г(0] въ рядъ по степепямъ х нено- 
средственно по формулВ „Лагранжа; такимъ образомъ получаемъ: 


г 
с 
1 


Ъ—дФ——— 


аа 


а (а)], = а | 


РЕ 
мое (а) ЗЫ 


[(2) = (а) - х3 Ра) да 


8 313. Уравнеше 
2 = а-- ао (2) | (1) 


имЪетъ, вообще, вЗсколько корней. Къ какому изъ нихъ относятся предыдуция формулы? 
Это вопросъ трудный и мноше знаменитые геометры не вполнЪ согласно разбирали его. 
ЗдЪсь мы не станемъ р$шать его окончательно: ограничимся лишь слфдующими указанями. 
Рядъ 
о 
1 


Кё) = Га) + эко) + 25 2 ата] +... (о 


представляетъ, очевидно, при х —= 0, функщю [(а), соотв$тетвующую корню 2 = а, и 
такъ какъ этоть рядъ есть непрерывная функшя оть х, то если для каждаго значен!я 
этой перем нной разд$лимъ корни уравнен1я на дв групиы, изъ которыхъ одна содержитъ 
корни большпе, чЪмъ а, а другая — меньше &«, то коревь, къ которому относитея разло- 
жене, будетъ, очевидно, при малыхъ значеняхъ х, наиболЪе близкимъ къ « изъ веЪхъ 
тЪхъ, которые находятся въ одной съ нимъ групп, и вся трудность состоитъ такимъ 
образомъ въ опред®лении, будетъ ли этотъ корень больше или меньше а. Но 


2 — а = 4%(2); 


предполагая х безконечно-малымъ, зам$чаемъ, что 2 безконечно-мало отличается отъ а, 
и 2— а одного знака съ х9(а). Поэтому; если ‹(а) положительно, то 2 — а одного знака 
съ 1, и наоборотъ, если <(а) отрицательно. 

То же самое правило прилагается и тогда, когда х принимаетъ возрастаюпия зна- 
ченя. Корень, изм$няясь непрерывно, останется всегда въ той групп, гдЪ онъ находился 
съ самаго начала, потому что при ‹(а) не рагномъ нулю 2 не можетъ стать равнымъ а 
ни при какомъ иномъ значении х кромЪ нуля. Итакъ, рядъ будетъ представлять известный 
корень, до тЪхъ поръ пока не наступитъ одно изъ двухъ сл5дующихъ обстоятельствъ. 

Рядъ (2) переетаетъ быть сходящимся. 

х прюбрЪтаетъ такое значене, что оба смежные съ & корня находятся въ одной 
групп и являются, поэтому, равными между собою. 

Въ первомъ случа рядъ ничего не предетавляетъ, а во второмъ, при х, продол- 
жающемъ расти, непрерывность недостаточна для указаня того изъ корней, который 
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слБдуетъ за « ино закону непрерывности. Варочемъ, говоря вообще, каждый изъ двухъ 
равныхъ корней становится потомъ мнимымъ и не можеть быть выраженъ рядомъ (2), 
который, какъ увидимъ ниже, является въ такомъ случа расходящимся. 


Второх ДОКАЗАТЕЛЬСТВО ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА 


5 314. Приведенное нами доказательство формулы Лагранжа принадлежитъ Лапласу. 
Прямое и изящное, оно всё-же требуетъ посл$довательныхъ преобразований, дЪлающихт 
‚ его мене проетымъ, чЪмъ то, съ которымъ мы сейчасъ познакомимъ и которое принад- 
лежитъ Якоби. | 

Когда функщя обращается въ безконечность при х = 0, она не развертывается по 
формулЪ Маклорена, но можетъ быть развернутой, вообще говоря, въ рядъ, расположенный 
по положительнымъ и отрицательнымъ степенямъ перем%нной. вида: 


А Ах - А... А... 
| Б, | * Б, | | Б, 


мы риск об мы вау" 


Ир’ * 
А/ 





Гу пу- 
.А/ «А 


При этомъ производная 9’(х%) будетъ производною отъ предыдущаго ряда, гг.-е. 


А - ЗА, х +... РА -.. 


—_—‚  —ы— —— 


] 
въ этомъ разложеши нфтъ члена съ я: 


Итакъ, ссли фунищя развертывается вь рядь, расположенный по положителнымь 
или отрицательнымь степенямь перемънной, производная этой функщи развертывается 


1 
в% рядъ тою же вида, въ которомъ не достаеть члена съ а 


Замфтивъ это, разсмотримъ уравнене 


2 = а - 25(2). — (1) 
Де = Ка) де -А хх А ела (2) 


Пусть 


глВ 4,, 4,,..., А„,... функщи отъ а, не зависяиия отъ х; возьмемъ проязводныя отъ 
обзихъ частей по 2, принимая с за постоянную, и, раздфливъь обф части полученнаго . 
уравнен1я на 1”, получимъ: 


Г) _ 4, в 


24, ах. ‚ ПА, 
2 24 Че 


д в кн’ д 








2 ат | 
к 2 т ® т 14, п 
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или, поелТ, замТиы 2 въ первой части сто значешемъ, выведенпымт нат уравнен (1). 


Ге) _ 4, ах 4х г 2А. ат, 4 @ ки №8 1: й 
(2 “—а)”. т” ПЕЗВь д” Ш—1 2 ара ь кт = (72 т Ан ы к Е а (3) 





Развернемтъ теперь обф чаети вь ряды, расположенные по положительнымь или 





отрицательнымъ степенямъ : — а, и приравняемъ лругъ другу коэффащенты иро 
о «({ 
въ обоихъ разложетяхъ. Полагая 


Г‘ (2) (=)" = Г) 


имЗемъ: 


Е(=) = Ка + 2 — а) = о -аЪ-цЕо-- (е - — ы [Г"(а) -- 


Чтобы получить разложеше первой части уравневя (3), нужно раздЗлать каждый члену 
| 1 
этого ряда на (2 — а)”; слФдовательпо, коэффишенть члепа ст, - -—— будетгь 
Е— и ` 


1 1 Я: 


ТА ‚- ИТ) Ре 9.8... — 1) Чё" ПУ (а) 1 





Если развернуть различные члены второй части уравнешя (3). то, но предылущему, 





„4, (т 1 .) 
ТОЛЬКО ОДИПЪ ИЗЪ ПИХЪ, - -- гра, дастЪ член съ ——-- . Въ самомь лБлЪ, разсмотримъ 
г (48 (Е 
общий членъ 
ах 
а (2 ь ВА, @ ыы 


Ки ПА 7 
Ге: 


у, — (2 
гл в обозначаеть какое-угодно цфлое число, отличпое отъ ®. Вообще говоря, х`” раз- 
вертывается по положительнымъ или отрицательнымь степенямт, # — “, потому что, 
сели в, больше %, то это выражене обращается въ пуль при #5 =а. а если и —я 
отрицательно, то произведете 





7 и 





Г ..—Н (2 Е. а) ин-и —_ (2 т 
е 7 \ п 


при 2 —= а имфетъ конечный предфлъ, равный, въ силу уравневая (1), (а), и раз- 
вертываетея, вообще говоря, по стененямъ г — а. Для ве члены на (2 — а)", будемъ 
имЪть разложене 2“”””, заключающее положительныя и отрицательныя степени (2 — а). 
1 ] 
СлЪдовательно, ироизводная но 2 не булетъ содержать члена сь А, 

Что касается члена 


Чо 
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сх 


А, 42 Д]х 

хх 
о =, — 
д (2 


Предыдущее разсуждене уже не приложимо. Въ силу уравненшя (1) имЗемъ: 











а 2 — а 
А с (=) 5 
1% = (2 — а) — |ч(2)]|, 
с ГИ 
12 8 —а Ч” 





1%(2) при г = а иметь конечное значене. Значитъ, это выражене, вообще, должпо 


разсматривать, какъ развертывающееся вт рядъ по степелямь 2—4, и производная 


(И (е ь 1 
в не будеть, слЪловательно, содержить въ своемъ разложени члена съ —; но- 
(2 ЗЕ 


. @5 1 
этому въ разложеше = войдетъ только одинъ членъ этого вида съ коэффитентомъ 
единица. 
® 1 * „ г> . : 
Приравинвая коэффищенты при — ——-- въ разложешяхъ обЪихЪ частей уравнешя (3), на 
8 — (1 


основаши сказаннаго получаемть: 





] Пе)" (4) 
иА, о м 
1.2.3...(и — 1) Ча 
откуда 
с ] д" э(а" Г’ (4) 
о А 


По.) и (1 


что и доказываеть теорему Лагранжа. 

Отсутетне строгости слишкомъ очевидно въ предыдущемт доказательств, но мы 
всё-таки не могли бы пройти молчашемъ этихъ разсуждешй, изящиыхь и остроумпыхъ, 
которыя, какъ ясно замчаетъь Лкоби, тБено примыкають къ Лор обмезпковь (Трое 
4$ 76и$) Коши, излагаемой нами въ другой главф. 


Приложентя ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА 


$ 315. Лано уравнеше 
21 не. (1) 


По формул Лагранжа 


и ‚(21 4—1 И 1—1 | 
Зы В — (0 — и есь ВЕЕРА АРНЕ "(3 
уч) , (5) ПР ет 
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изъ уравневня (1) выводимъ: 
1 ик 
И] 2 
АИ 2ах т, 


при чемъ надо передъ корнемъ брать знакъ —, потому что при х = 0 должио полу- 
чаться 2 =а. 
Итакъ, мы имфемъ: 
42 ит: 


ча =@ - 21 + %) 


дифференцируя же уравнене (2) по &, пишемъ: 





(1 — 2ах -- „”) | к ЕЕ (Е 


й ее 1 4-1 
2 аа 


1. 


х 

>. 
в 
№ 


2 


и 1 фа’ ви 1)* 
Туан м 1 


знаменитое разложене, уже полученное въ 8 283-мъ. 


$ 316. Какъ второе приложене раземотримъ уравнеше 
х 
а=а--. (1) 
2 
ПримЪняя формулу аа въ разложеню 2", находимъ: 


в — а" — аа“? + 





5 ег ву" — = ВВ -- 4) + Ба 


— 


—#-—8 
+— + 5% + 9+ 72 
При а == 2 уравнете (1) даетъ 


а=1 = Ут х, 


и тавкъ какъ корень, который, при х = 0, приводится къ 2, соотвфтствуетъь знаку 
при радикалф, то, умножая об части на 2", выводимъ: 


а" р 2\ ‚ МЕ - 3) (= \ #3 + 5) 
[у =1- 14/12 ие 1.2.8 (:) +... 


_ замЪчательный рядъ, который можно получить и непосредственно по формул Маклорена. 
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$ 317. Пусть требуется ршить уравневше второй степени 


а— хех =0. 


Чтобы развернуть одинъ изъ корней по степенямъ коэффищента с, представимъ 
уравнене подъ видомъ: 


= т С? 
— ф о 


Теперь можно примЪнить формулу Лагранжа; найдемъ: 


Че 4.0867 ).бас: 


Е р + 20° т 2.31’ т 


точно такую формулу получаютъ въ элементарной алгебр, когда, предполагая с очень 
малымъ, желаютъ опредфлить х по способу послЗдовательныхъь приближений. Также 
пали бы: 


(1 ас За 5.4 96° 


а ая 1 ЕР А ЕВ | 
1 РытТы Тозит 





и: т 54°, 7.64 
р Е тэ Тозы 


$ 318. Разсмотримъ боле общее уравнене 


т" + и = 0, 


которое можно папцисать въ видЪ: 





1 
Формула Лагранжа даетъ возможноеть развернуть х по степенямъ —. Полагая для Уре 


р 
цен1я письма — = а, имЪемъ: 
((. 


] 1 №... 
2т+2\ _ (Г 3тч+з рт 
и тоне 2 


== Ро 1 1 
Па с Е 27 5 


5| =. 


или, послЪ выполненя дфйстьй и замны а ея значетемъ, 


__ 6 ро рота фи! (3т + 2) (3т | 3) % 
а. и № ат? а?"-г3 ].9 азт-г4 1.2.3 . вх 


Прилагаемъ эту формулу къ уравнен!ю: 


же + 4ж-- 2 =0 
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Нужно ноложить ( = 4, 6 — — 2; имЪемъ: 
АК пер ре 
И Дн 


Эти четыре члена даютъ: 
д () 49. 
точно до одной десятимиллонной. 
$ 319. Разсмотримъ, паконецъ, общее уравнение степени 
и == г -Н аз -- ай ... Над. 
Полагаемъ 


1 


© (4) = и: 
| и ох... аа" ° 


уравнев1е приметъ видъ: 





Х 
(, = ыы а 
о 52 (1) 
Г.-С. 
Х — 42 (г). 


Сл довательно, можно развернуть ›’ по формул Лагранжа въ рядъ по степенях и. 
у а т | 

при чемъ коэффиментъ при бе будетъ разенъ 

а ое 


=  Ф 











1] И 
| т —1 самы с АЯ о а" 
а" [ее] | т Г бы 4, 5 


Ца?" т Ч уп <= 1 


гл нужно, посл дифференцированля, замфнить л нулемь. 
Чтобы вычислить это выражевне, самое простое—развернуть въ рядь выражение. 


(а, аж Р... а)" 


и отыскать коэффишентъ при 5” ``. Этотъ коэффищентъ, умноженный на 1.2.3... (т—1), 
будетъь равенъ искомой производной. Мы укажемъ, въ этой самой глав, какъ его вычис- 
лить но способу неопредфленныхъ коэффищентовъ. 

$ 320. Дадимъ, наконецъ, какъ посл днее приложене формулы Лагранжа, выражено, 


/ 


ЗА 
полученное Вэлеемъ (Сау]еу) для разложетя функши 0 когда извЪетно разложене веЪхъ 


Ц%лыхъ и положительныхь степеней ©(2). 
Если 


2 =@-- #9(2), (1) 


514 
го формула Лагранжа даетгь 


(и 


м 5 3 аа $ Е (а) 2(а)° +. ‚ д] 


1" (=) = (а) - -- Г Ка). 2(а) - - ие не Е (и) (а) + - 


а | ‚ 42 
Дифференцируемь 00$ части по а и, замВчая, что —— ‚ выведенное изъ уравненя (1), 








Ча 
равно 
] 
1 — 29(2) | 
нанишемь: 
(м : 
(2) р ф Е э 
— —— (а) < (« 51 (4) 9 (а у 
. Е 
или, замЪняя х его значенемь 09 
© (2 
Е (2) 2 —а Ч т 


к Р“ ней № (и) 
| — (#2 — а) 2 (2) ми м, (2) аа Е’? 1 9 (2) за Е ‘(&) (а) - 


(2) 


‚ Вь этомъ уравнени функщя Г произвольна и, сл довательно, произвольна производная Е”. 











Полагая Ё”(2) = 5 ‚ получаемъ: 
2 аа г -аа 1 на 
: 2 (=) (а) т $(2) аа Е То ©(2) / а И + 





ДЪлаемъ въ этой формул 2 = 0, и пусть ©(0) = 4; тогда 








а а та а а’ в Е 
ев аФ(а) — 1 о и 
а 4 
-- 1 23 4 ад —@6(@)° — в 
и, сл5довательно, 
1 1 до Иа а’ 1 т Е: (Е Ч 
(а) — А 1.9 АЁ ав? ЩЕ 1.2.8 А“ 2) — 1.2. 344“ > 


Рядъ БУРМАНА 


$ 321. Бурманъ (Вигталп) далъ весьма общую формулу; рядъ Лагранжа является 
лишь частнымъ ея случаемъ, но вывести ее всё-таки очень легко. Бурманъ р5ёшилъ 
слЪдующую задачу: 

Развернуть функино [(г) въ рядь по степенямъ данной функии Е(2). 
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Для рЪзшевля этой задачи замВчаемъ, что если дано уравнеше 


2 = а - х65(2), (1) 


то по формул Лагранжа можно развернуть какую-угодно функцио [(2) въ рядъ по сте- 


2— а 


2(2) 





пенямъ 2, т.-е. . оначитъ, если положить 


2 —а._- 


(2) — (2), (2) 





` 


то это уравнете опредФлитъь (2), и формула Лагранжа р5шитъ задачу, предложенную 
Бурманомъ. 


$ 322. Приложимъ вышесказанное къ разложеншю с“ въ рядъ по степенямъ 26”. 
Уравнене, опред$ляющее (2), будетъ 


——— = 26”. (1) 


-* это уравневше удовлетворяется и уравиеше (1) предыдущаго 


При а = 0, $(2) =в 
параграфа приметь видъ: 
а= ле". 
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СлФдовательно, формула Лагранжа даетъ разложене ©” по степенямъ х: 








2 ‘ 2 
ее д а(а — 36 3, 
п] ах а (а — 99) — ——ЩЩ д И р 
-- —- ( ) ] , о ] : о : 3 `- , ( ) 
т.-е. поел замБны х его значетемъ, 
2 262 3 ЗИ 
#12 6: р 26 г 2 ес 
Г”? — 1 -- аге” - ео ея Вр, . 
( 1 -- аге” -+ а(а ро аа Ра - (3) 


Рядъ АБЕЛЯ 


$ 323. Только-что получепный нами рядъ даетъ возможность доказать весьма общуто и 
замфчательную формулу, принадлежащую Абелю (АЪе1). Разсмотримъ какую-нибудь функдю 
2(2), ограниченную только однимъ условшемъ, чтобы она развертывалась по степенямъ с: 


(2) = 4, А + А А"... (1) 


По формул (3) предыдущаго параграфа, полагая въ ней посл довательно 2 = 0, #& =1 
у. 
8 =, #=3,..., находимъ: 
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| == 


26 ‚3 


6 = 1 -- ав’ + (а — 2%) -- а(и — 36) м рые... 
с ..) 





02,46 Зое 


2 = ТН 26" а(а — 25) 5 -- а(а — 36} го а 








) 33 318 


Е 





и = 1 -- пае® - а(а — 25"? -1- а(и — 35} 


р 


принимая во внимане уравнеше (1) и т%, которыя выводятся изъ него посредствомъ 
замвны д на д 6, д -- ,..., будемъ имфть: 


Умножаемъ первое изъ этихъ уравнев!й на А,, второе ва 4,6’, третье на А,е”,...; 


а ко-ие-о+ 
(а — пб. 
Ятоз ИР а 


Полагая, напр., (2) = х”, находимъ: 


т(т — 


(2 а) = -- тах - то р а(4 — 26)(х + 26”... 


МеТОДЬ НЕОПРЕДВЛЕННЫХЪ КОЭФФИЦТЕНТОВЪ 


$ 324. Методъ неопредЪленныхъ коэффищентовъ привелъь къ открыто большого 
числа весьма важныхъ рядовъ; онъ употребляется очень часто, но не сл$дуетъ забывать, 
что этотъ методъ строгь лишь по стольку, по скольку предварительное разсуждете 
узаконило видъ принятаго разложеная. Безъ этого полученные результаты не могуть 
приниматься за достов$рные. 
| Доказательства, данныя въ предыдущей главф, позволяють разсматривать какую- 
угодно функцпо, какъ развертывающуюся по степенямъ малаго приращеня перем$нной. 
Лахранжъ старался, въ своемъ знаменитомъ трудЪ, установить а р7:07ё эту возможность, 
но математики не считають его разсужден1я доказательнымъ. 


$ 325. Формула Тэйлора выводится очень легко по методу неопред$ленныхь коэф- 
фищентовъ, разъ мы допустили самый видъ разложевя. Пусть, въ самомъ дфлф, 


9+ =А-- + -..., 
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ГД А, ВБ, С,... неизвФетныя фупкши отъ х. Полагая А = 0, выводимь. 
(==. А ; 
беря затБмъ послдовательныя производныя по й и приравнивая въ каждой ить пихь й 


нулю, находимъ: 
р, ФО И. О. 
Отсюда видимъ, что рядъ не можетъ быть инымъ, кавъ 


1” 


се) = ф-т +. > 


о") —- 


$ 326. Иногда удобнфе находить коэффищенты разложеная при помощи како- 
нибудь извфстнаго свойства функци, которую требуется разложить, чЪмъ прибфгать, 
какъ въ предыдущемъ прим$р$, къ употребленю производныхь, что снова приводить къ 
приложен1ю теоремы Тэйлора. 

Приведемъ несколько примЪфровъ. 

Разложене 0х. — Чолагаемъ 


хсох —= А -Е 4,27 -- Ах + А -...; 

















имБемъ: 
рае 4 
о, рас я бл зы 
_ 26055 2 Е 
260% — — — я —_— 
Зшх а Ки 7 
а вы оз .. 
откуда, 

п -.. ы д = (а 4 + 4 ..)( + 
Ва БАБ я А +... и 
1? 

+тувё-.-.). 


Выполняя произведене во второй части и приравнивая другь другу коэффишенты при 
одинаковыхъ степеняхъь х, находимъ: 





© | А С А, А 
У, а 4 Та” Табо. Ре? 
откуда, 
1 1 2 
Е Е Др = ДЕЗ ? 


что уже было получено въ 8 304-мъ. 
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5 327, Разложеше произведения (1 -- 22)(1 - 22)(1 -- ж2)(1 - 22)... (аа)... — 
Обозначаемъ это произведеше черезъ Р и полагаемъ 


Р=1-- А - А. + АР... 





Если вь произведени Р измФнить 2 на 22, то оно, очевидно, перейдетъ вт, Ыа ь 


слЪдовательно, будеть: 


1-- А } оса 
1-- 4.48 Ах - Ах --... = А Ат 


Освобождаясь отъ знаменателя и приравнивая другь другу коэффищенты при одинако- 
выхъ стененяхъь 2 въ обфихъ частяхъ, имЪемъ: 


фт АА, Ал - АдчеА,, А -- Ата, ,..., 


откуда 
я; > 28 


а оао 





де 


*—=п—эа—»2)а 





21 — 2)’ 


и, сл довательно, 
(1 - 25)(1 + #2 - 2... - 2") = т : Е томе ны 
| з(®--1) 
д. у 
ий че 
та #)(1 — 9)... 1—7) Е 


$ 328. Разложеше произведеня (1 - 22)(1 -- 2г)(1-- х2)... — Обозначаемъ это про- 





изведене черезъ @ и полагаемъ 
0 =1-+ Ваё- В - Бен... 


Если въ произведени О изм%нить 2 на 22, то оно перейдеть въ Вер не слЪдователь- 





но, будетъ: 


| | В. - В“--... 
] — В. хе -- Ву -- Ву’ - ... — ЕВА би: 2 


Освобождаясь отъ знаменателей и приравнивая другъ другу коэффищенты при одинако- 
выхЪъ стененяхъ 2 въ обфихъ частяхъ, получаемъ: 


9 -- Вх — Ь, , Вх -- Вх — Б, , Бух | Ба” = ВБ} и 
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ЭРО 


откуда 


В — д ? т В ах 
и, д 3. ЕЕ УВЕ ИНН 
т. 1 —жа—ж“ а мал-на-и' 


— — 
—— 
—- 


и, сяБдовательно, 








"МТВ т д 
== - А - т... = м А 
| Г т (1 — 4^)(1 — 2) | 
9 
д 3 
т (1 — 2*)(1 — а — 25°)" в 
$ 329. Разложене произведения (1 -- 2) (1 42) 1-х) (1+ .)... — Если обозпа- 
чить это произведевне черезь В и измЪнить х нах’, то опо, очевидно, перейлегь 
в 
ВЪ т е = Сл довательно, полагая 


В =1-4 О-о-о... 


будемъ имЪЗть: 


Е Сл? + Ох Е Ох НЫ ее ах 


избавляяеь отъ знаменателя и приравнивая другъ другу коэффишенты при одинаковыхь 
степеняхъ 1х, находимъ: 


1 = С, С: = С,, С == (%, о 
Такимъ образомъ, искомое разложене будетъ: 
(Рае ХР а). нех Рае (1) 


Можно кь тому же результату придти иначе, зам чая, что вторая часть представляетт, 


] 
5. и что тождественно 
— 


1 1 _а+за+а _а+яача+=) _ 


1 —х 1—2 1—2 ].— 27 | а 





а это при х меньшемъ 1 даетъ въ предзлЪ, очевидно, формулу (1). 


8 330. Къ предыдущимь результатамъ присоединимь еще одну весьма замЗча- 
тельную формулу, принадлежащую Эйлеру, которая выражаеть подъ видомъ ряда, рас- 
положеннаго по степенямъ х, безконечное произведенле: 


(1 — #)(1 — 2'(1 — (1 —#=)...а—?”)... 


З2В 
Обозначая это ироизведен1е черезь 6, очевидно, можемъ написать: 
в —=1— я 2-х -—х(—21-—=)(1-—2)—... 


Обозначаемъ черезъь — А совокупность членовъ, слфдующихъ за двумя первыми, т.-е. 
полагаемъ: 


юЮ —=1—х— А, 
А=х(1-а-ха-жда--+ха--эа-жа-жм-..., 
что нослЪ выполненя въ каждомъ членЪ умножетя на 1 — х приметъ видъ: 
А-а + х-жи-ж-... 
2—1 — 2) — х(1— 2) — 27) —... 
или, если соединить члены, содержаш1е множителемъ я и ту же степень х%, 
А=г-хт-ха-л-хФа-ва-ф-га-а-да-з... 


Полагаемъ 
А=я—х-— В, 


т.-е. 
Б= 1-х а-ла--+хта-жа-мжа-яж-..., 
что иослф выполнетя въ каждомъ член умножешя на 1 — 1’ приметъ видъ: 
= аы- 2) (1-—2ж-... 
м ми)... 
Соединяя члены, содержание множителемъ одну и ту же степень х, пишемъ: 


27 (1 ___ 27) — 28 (1 ЕЕ д) (1 ВИ и) — 21 (1 ее 27) (1 ыы 27) (1 В, и 





В = би” 


Полатаемъ 
В=х—-—С 


= #8 (1 а-за-+та-ма-жа-лж-..., 


что послф выполневшя въ каждомъ член умножен1я на 1 — д’ приметъ видъ: 


Се а (д) жта-жмжар-жм-... 


(1) — (1—2 а-2—... 
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Соединяи члены, содержащ!е множителемъ одпу и ту же степень х, пишемъ. 


п а — 8 (1) — 2" (1—4) (1—4) —... 
Полагая | 
С — ба Л 
мы можемъ преобразовать 7) подобно тому, какъ преобразовали 4, Ви С, и получить 
два члена 
И 


Продолжая такимъ образомъ безконечно, находимъ: 
ммм ма арб —.. 


Коэффишенты поперем$нно | Ти — 1; что касается показателей, то, чтобы найти 
для нихъ закопъ, слфдуетъ сначала остановиться на первыхъ членахь нослЪдовательно 
полученныхъ группъ въ два члена каждал; по ясно, что въ ряду 


2. 1, 15, 26. 40; 3 
разности 
5, 6, 11, 14, 
состарятъь ариеметическую прогресаю съ разностью 3; отсюда легко заключить, что 
показатели содержатся въ формул 
3 -п 
тория 


Такъ же увидимъ, что показатели 


содержатся въ формулЪ 


3 — п 
о 7 
и искомая формула будетъ, наконепъ, 
(1—2) 1—2 а—#2@а—%х)... =т1т- фри 
372 — п 312-- п 











а’ —...х * й. 


Зная этоть законъ, не трудно убфдиться, что члены, полученные послфдовательно, по 
вышеуказанному способу, постоянно совпадаютъ съ полученными по этому закону. 


5 331. „—ая степень ряда. — Пуеть 


и те ах +... Рае... (1) 
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будетъь сходяцийся рядъ. Методъ неопредЪленныхъ коэффишентовъ даетъ весьма быстрое 
средство вычислить коэффищенты ряда, который предеставляетъ я-ую степень даннаго. 
Въ самомъ дДЁЛЪ, ПОЛОЖИМЪ 


(„ах | о и -Р..)"=А-АЕ-Ах-..., (2) 
откуда, беря производныя отъ обЪфихъ частей, находимъ: 
т (% Таяж... Рот -...) "(а Е 2%а-... т...) = 
КИ, РОЛ А... (8) 
Лфля по-членно уравненая (2) и (3) и освобождаясь отъ знаменателей, пишемт: 
(ах фРая-... (4-Е Аа Ара...) = 
ее, (и, -—|- 2 а, еее рат...) (Аа он РА, Е 


Выполпяя умножен!я и приравнивая другъ другу коэффишенты при одинавовыхъ сте- 
пеняхъ х въ обфихъ частяхъ, получаемъ слЗдуюпия уравневя: 


Аа, = 4, а, Аа, - 2А,а, = жтА а, - пАа,, 
Аа, -- 2А,а, + 3А.а, = Зпа.А, —- па, А, + па А,, 
А. — ЗАьа, -— 3А.а, - 4А.а, = аАпаА, — Зла, А, - по, А, - и А., 

















откуда 
— — ——_—— —_——— ва (1. 
1 а, ) 2 а, 2 1-1 а За © :-3 
724.4 2—1 и—2 
А Е —— Я А Ц А : 
| 3 а, | ЕЕ За, 2—1 -- За, 12-2 


Можно эти вычислешя продолжить какъ-угодно далеко и связать такимъ образомъ веб 
коэффищенты другъ съ другомъ, ставя ихъ въ зависимость отъ перваго 4,, который 
только одинъ остается неизвЪстнымъ. Но, приравнивая 2 нулю, мы замЪтимъ, что /.=а”. 
Слфдовательно, задача рЪшена. 

Если, для примЪра, возьмемъ 


2 3 
арго = -..., 
О 40 
то 


и. 2. В 14 
(атезшх) =  - а -- т -|- Е а 


что вполнф совпадаетъ съ результатомъ, найденнымь въ 8 303-мъ, но законъ составле- 
ня коэффищентовъ пельзя не признать по этому способу затруднительнымъ. 
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$ 332. Мы обязаны привести здЗеь изящную теорему Эйзенштейна (Е1зепзе!а), ло- 
казанную слБдующимъ оэразомъ Сильвестромъ (Зууезет). 

Когда составлены цфлыя и положительныя степени ряда, расположеннаго по воз- 
растающимъ степенямь перемЪнной 1, то тотда уже легко вывести разложеше какой- 
угодно степени. 

Пусть 


НЕ Я Че Ра. 3В Ах р а (1) 
им Ъемъ: 


зы 1) 


ба [М -- (и -- 4“ = А нА," Чи — А.) - а 


А, т —2 (и ых. Г. и 


в ии и д | 
| 1. о. 5: А, (и А.) а (2) 


разность (и — А.) содержитъь х множителемъ и, слдовательно, (и— А.) будетъ содер- 
жать, послЪ всЪхъ приведенй, только степени х съ показателемъ, по крайней м$рЪ, 
равнымъ 4. Если, поэтому, желательно отыскать въ разложени и” коэффищенть при х”, 
то можно пренебречь всф$ми членами уравнен1я (2), въ которыхъ показатель разности 
(— А.) выше произвольнаго числа 9’, равнаго или большаго и; если обозначить черезт, 
В„„ коэффищентъ при 5” въ разложеюни и”, то будемъ имфть: 


1 (97 5 
В же — А. Вал) = и 1) А, в (В 58 Л Бе») —- 
(зп — 1)... (тб НИ пи. а и’ | 
—- Л А" * [Вы ) — № М, Виля) +. ПА Вии (3) 


при чемъ я, въ этой формулЪ, подчинено только одному условшю: быть не пиже п 
Самое простое—-предположить # = я. 

Принимая это предположеме и дЪлая во второй части праведете подобныхь чле- 
новъ, придадимъ уравнен!ю (3) видъ: 


‚—2 
В) == ТВ») А" | Рио 


ыы 1.2.3...(пи— 1) 


1.2 1.2 


. 4 


му Ам дви о -аы Г 


=. — 2) (#1 — 9. ‘тя 
ОВ. их — 2) 


ит — 1) т — 2 у а аа 
м. т ® а Ва" | 1 — (м-в) и у т о. ви 


Ф = 


ыы (т — ть о. в --1) 
Ге т к 3) | 


т(т, В 1). ‚(т т _® ы г №) тя 
и АВ, 


или, суммируя коэффищенты въ скобкахъ, 





2:1 (9 — е ь — ба) | - 
Ан жа 7.6) ое ар сЕН (о И т 
7(т — г —5 | (3$ — ",) у — т)... (в — т) 
—- Бе 28 А, т И зе 
| ... (8 — 2) 
(т — р. (и — #--1) свай 
- Е а А, т— 7 Вт): 
Если въ этой формул положить м = — 1, то получится коэффиментъь при х въ раз- 
который вытекаетъ изъ 


5 а 
ложеши — ‚и легко убЪдиться, что онъ совпадетъ съ т%мъ 


рормулы $ 320-го, выведенной Вэлеемъ изъ теоремы Лагранжа 


$ 333. Формула Стирлинга. — Мы выведемъ по методу неопредФленныхъь коэффиц- 
ептовъ еще нзеколько извЪстныхъ разложенй, которыми воспользуемся въ дальнЪйшемъ 


А 
изложени, предварительно доказавъ ихъ боле строгимъ путемъ. 
Формула Стирлинга (ЗИ то), къ которой мы сейчасъ переходимъ, лв дующаго вида: 


2'(1)] Е Ай [© "(р 
с" (®)]- ... 








(д -- #) — ®(%) = №ю'(х) + Ал [9'( НТ 
+ дм ["е - 


Для тождественности обфихъ частей необходимо и достаточно, чтобы при развертывания 
ихЪ по стеленямъ й получались въ той и-въ другой одни и ТЪ же коэффищенты. Это 





услов!е даетъ уравненя: 


1 о 1 А, __ 1 А А, _ 
Я В 1 това 128 бе 


ИЗЪ Которыхъ находимь: 
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Чтобы дать выражене для общаго члена, замфтимъ, что уравнемя, опредфляюния 
А., 4, 4.,..., не зависятъ отъ вида функщи $. 
Поэтому можно положить 2(15) = е’, и коэффищенты, полученные при этомъ пред- 


положени, будуть т же и во ве$хъ другихъ случаяхъ. Но уравнеше (1) приметъ тогда 
ВИДЪ: 


® (в — 1) = де" - Але" —1) 4 АЛ (+... 


- р -=1— 4 -— 4" — А"... 





откуда (8 305) 


Б, 
О, А, = 
Ата О, 4, ( ) 9..0 


СлЪловательно, для какой-угодно функши имЪемъ: 


си №) — (=) = № (2) | МЕС Е) = т [2+ —о(2)] + 





| 


ны Ви" 


+ +... зе Ни + @] +... 








Эта формула имфетъ важныя приложеня; мы разсмотримъ ихъ въ другой главзВ, зна- 


комясь съ усломями сходимости и съ пред$лами ошибки, когда рядъ прерывается на 
данномъ членф. 


$ 334. Формула Буля. — Буль (В00]е) далъ формулу, аналогичную съ формулою 
Стирлинга; она, какъ и предыдущая, получается легко по методу неопред$ленныхтъ ко- 
эффищентовъ; видъ ея слфдуюший: 





еж -|- й) 


—7(2) = Ай [9 (в №) - 9] -- д [а ЕВ + а) 
[ре - и + =] +... _ (1) 


Приравнивая другъ другу, кавъ въ предыдущемъ случаЪ, коэффименты при одинако- 
выхъ степеняхъ }й и замфчая, что ©(5)—обиай множитель въ членахъ съ й, 5"’(1)—0б- 
ий множитель въ членахъ съ #, ит. д., имфемъ: 


1—2, = 0, 


1 
г А — 24, —0, 


Г А 


195 14794 
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Откуля 


1 


1 
А, = Е пы: А: = — 54»... 


р 
Чтобы пайти выражеюе для общаго члена, замЪтимъ, что можно, какъ и въ предыду- 
щемъ случаЪ, не измфняя искомыхъ коэффищентовъ, выбрать частный видъ фупкши и 
положить, напр., (2) = ©’; въ такомъ случаф уравненше (1) будеттъ: 


(7 (“ — 1) = Але + 1) + АР т) + ..., 


7 


&—] 2 73 
ит — Ай -|- Ай -|- А.Р —- мов 9 


и, слЪдорательно (8 305), 





1 | 1 
А. =>, А. —=0, А=——, 4=0, А, = — ИА =0, Та 


Полагая х — д = у, пишемъ уравнене Буля въ видЪ: 





2) — «9 = 5 + 9—5: в" "ее — = +... 


$ 335. Формулы Чебышева. — Методъ неопред$ленныхь коэффищентовъ привелъ 
Чебышева къ нЪеколькимъ весьма замфчательнымъ рядамъ. Предположимъ, что извЗетно 
разложен1е въ рядъ вида: : 


Р(2) = Их) + (2) + [З2) - 4) - ... (1) 


Предложимъ себ вывести отсюда разложене ДТ) въ рядъ вида: 
(1) = А, Е) + 4,72) -- 4,23) +... АР) +... (2) 


Эта задача, приложеюя которой кажутся съ перваго раза весьма ограниченными, 
имфетъ, однако, важное значене. Чтобы рЪшить ее въ общемъ вид и опредЗлить ко- 
эффищенты .4,, 4.,..., .А4„, которые, разъ допущено уравнене (2), не зависятъ отъ 
вида входящихьъ туда функц, зам$нимъ Ё(1), Е (2), Е(З3),... въ уравневи (2) ихъ зна- 
 чемями, выведенными изъ уравнен1я (1), когда въ посл днемъ положимъ инослЪфдова- 
тельно х = 1, х =2, х=3,... Получимъ уравнене вида: 


(1) = ВАО + Р.А) - РЗ) + ..., (3) 
которое, очевидпо, удовлетворится при 


р == ТЕ 0 В =0,..., Е 


ха 
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такимъ образомъ составляемъ уравнетя: 


А, =1, (=, +1, 0=А-И, о=АН-А, + 1 


й Находимъ: 


т, = а Ь А 0. 
Обпай законъ сл$дующий: 
Если я — первоначальное, то А, —= — 1. Если я — произведевще нЪсколькихт, раз- 
личпыхъ между собою первоначальныхъь множителей, числомъ Ё, то А, =(— 1). 


Наконецъ, если » содержитъ дважды одинъ и тотъ же первоначальный мпожитель, чо 
АЕ). 
Доказательство этихъ трехъ теоремъ очень просто. Еели я — первоначальное, то 


вторая часть содержитъ только два члена съ [(я), происходящихъ изь 4,1) и А, (т), 
такъ что 


0 = А, -—. А, } 
и такъ какъ А, = 1, то 
А, = — 1 
Если д = 147$... Ч, ГДЪ р,4а,г,..., №1 обозначаютъ первоначальныя различныя 


между собою числа, то коэффищевнть при /(%) въ уравнении (3) есть сумма коэффищен- 
товъ А, указатели которыхъ представляють дЪлителей числа я”. Но эти члены можно 
разбить на дв$ группы: одни — съ указателями, представляющими дфлителей произве- 
дея рд’...Ё, и друпе—еъ указателями, содержащими множитель [. Сумма первыхт 


п у 
равна нулю, потому что они образуютъ коэффищентъ при (=). уже приравненный 


нулю; остается, поэтому, 
А, — 5) — Мы —|- ива —- Ар —- ела —- р 1 Е ), 


гдЪ ) обозназаетъ какой-угодно дфлитель произведеня 79...й. Но если допустить, 
что теорема доказана для коэффищентовъ, указатели которыхъ им$ютъ меньшее число 
множителей, то всЪ члены этого уравненая будутъ точно равны, но обратны по знаку, 
кромф послЪдняго, членамъ того уравненя, которое выражаеть, что коэффищентъ при 
(ра’з...Ё) равенъ нулю. ПослЪдюе члены обоихъ уравневй должны быть, поэтому, 
также равны и противоположны по знаку; значить, 


Же еЫРДЬ, ,оМ- 


Сл довательно, если теорема справедлива для случая, когда я содержитъ меньше »ж мно- 
жителей, то она справедлива и тогда, когда множителей я. 

Предноложимъ, наконецъ, что я = ор’, гд$ р— первоначальное и отличное отъ еди- 
ницы. Приравнивая нулю сумму коэффишентовъ, указатели которыхъь представляють 
дЪлителей ар", найдемъ сначала сумму тёхъ, указатели которыхъ представляють дли- 
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телей »х; эта сумма равна нулю, потому что коэффищенть при {(*) долженъ быть при- 
равненъ пулю по уравненю (3). Точно также члены, указатели которыхъ содержать 
множителемъ р по одному разу, въ сумм дають нуль, потому что коэффищентъ при 
[(<7) равенъ нулю. То же самое можно сказать и о тхъ членахъ, указатели  которыхъ 
содержать множителемъ у, и т. д., такъ что уравнен1е приводится къ 


Арт ы- Арлрт в Арорт Е а Е Арт —0, 


дЪ р, ,..., обозначаютъ дЪлителей «. СлЁдовательно, если допустить, что А» бу- 
деть нулемъ, всяшй разъ какъ д является произвелешемъ у” на число меньшее а, то 
оро необходимо будетъ нулемъ для я = ор”, что и доказываетъ теорему, —дЪйствитель но 
очень легко обнаружить ея справедливость для и —= 9". 

Чтобы приложить предыдущую теорему, разсмотримъ очевидную формулу 





откуда 





также имфемт: 





откуда, отыскивая значене — —- при 1 — 1, находимъ: 


141 — < 111 — а: 
тв Бы 


[ 








= 





(1-@ 1@а-@) @— а) И) 
11 — а*°) 


т 10 





+... 


Сл довательно, 
| 1 т. 1. 
(1 — а) (1 — а)" (1— а)" @а-— а)" ... | 
1 т 1 |. т 
(1 ай @)* (1 ка, @’)* (1 — а’) (1 ___ и“) (1 —@')"' (1 зо 413) м. 


$ 336. Чебышевъь раземотрзлъь равнымъ образомъ случай, когда дв функши 
Е(х) и /(х) связаны уравнешемъ вида: 


2(2) = [ (а) + ИЗэ + 159) +... а) 


Можно еще и въ этомъ случа выразить [(1) рядомъ вида: 


К) = 4, Е(1) + 4, Е (3) + 4, Е) +... (2) 
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Чтобы найти коэффищевты, замЪняемъ во второй части #1), (3),... ихъ злачешями, 


выведенными изъ уравнетя (1), и приравнивая нулю коэффищенты при { (3), #(5), #(1),... 
и единиц коэффищентъ при Г(1), будемъ имЗть: 


д.1. 4-1 еоО АА =, о РАЗА =... 
Вообще, обозначая черезъ я» какое-угодно нечетное число, нужно приравиять пулю 
сумму коэффитшентовъ, указатели которыхъ представляютъ дфлителей т. Точно такъ же. 
какъ въ предыдущемъ случаф, увидимъ, что если я дфлится на квадрать, то А, ==0: 
вт противномъ же случа, если п есть произведеше № первоначальных, различных“, 
между собою тиселъ, то А„ = (—1), и рядт, (2) приметъ видт: 


1(1) == #0 — РФ) — Е! — Е?) — Кап — Еаз) + ЕО5) — Рат) — 
— (19) + РО —... 


ТЕОРТЯ ПРОИЗВОДЯЩИХЪ ФУНЕЦУЙ 


$ 337. Теорля производящихъь функшй, созданная Лапласомъ, изложена имъ въ 
его больыпомъ трудф по Исчисленю В%роятностей. Авторитеть его имени освятилъ 
введенныя имъ впервые опредЗлен1я и обозначен1я; эти функщи слишкомъ теперь из- 
вЪетны, чтобы обойти ихъ молчанемъ и не указать на н$Ъкоторыя простфйпия ихь 
приложеня. 

Когда фувкшя (т) развернута въ рядъ по степенямъ перемфнной, отт которой 
она зависить, т.-е. представлена въ вид%: 


2(2) = А Ах - А... А+ ..., 


то говорятъ, что (т) есть производящая функшя отъ А». 


ма 


] 
Такъ, напр., ©’ есть производящая функщя отъ о 


Е 

Если разложене (т) содержитъ члены съ отрицательными показателями, “о опре- 
дфлете и въ этомъ случаф прилагается безъ труда и $5(х) остается производящею функ- 
цей отъь 4, ; само же А, является функшею отъ я и представляетъ, для положитель- 
ныхъ или отрицательныхъ значений пЪлаго п, коэффишентъь при х’ въ разложевнли. 
Если рялъ, представляюпий °(1), содержитъ только положительныя степени отъ х, то 
А„ должно принимать равнымъ нулю для всякаго отрицательнаго значен!я я. 
(1) _ 
Е 
Щя оть А„,, а 2(1)5’ — такая же функщя оть А„_„. Когда я — р отрицательно, А„_, 
должно приниматься за пуль, но теорема остается точною, потому что въ разложеши 
©(х) показатели всфхъ членовъ положительны и, слфдовательно, въ разложеши (2) х’ 
вез они больше 2. 


5 338. Если +(5) — производящая функщя оть А», то — производящая функ- 


З8Я 


| ‚т о 
Гакже легко видЪть, что <(х) ( И г) есть производящая функц отъ и — я 


1 \" у Е 
или Л; отсюда вытекаетъ, что <(х) ( == 1} — производящая функшя оть АД, 
(1 | ] р | 
2(#) \- — 9$ — отъ А*’А, и, вообще, (2) (— — 1) — оть АРА,. 
“ 4 
| У 
Наконець, соединяя эту теорему съ предыдущею, видимъ, что 5(х) 4’ | — — г} =. 
(с 


производящая функщя отъ А’А,_, 


$ 339. Предыдуния замЪчашя даютъ простое доказательство замфчательной тео- 
ремы, относящейся къ разностямъ какого-угодно ряда зиселът. 


ы 1 
Всякое тождество, об части котораго —- цфлыя и ращональныя функщи оть х, я 


] г И 
И (- - — ] ) ‚ остается точнымЪъ посл замЪны Въ Немь произведенй вида и (-- = ) 
д; и, 


Г] . 
и — 1 выражевнями А’А,„_, и А'А„.,, при чемь 4, обозначаеть совершенно 


произвольное число. 


Вь самомъ дЪлф, умножаемъ данное тождество на производящую фупкцио (2) отъ 
А„ и затЪмъ развертываемъ въ рядъ обф части уравнеюмя, которыя, но предположению, 
тоэкдественны. Коэффищенты при <” будуть между собою равны, а это точно даетъ 

] * 
высказанную теорему, потому что (8 338) 5 (-- — :) ©(х) есть производящая функщя 
Чо чар 
4 4 ' 4 

оть АА, а 9—1) ©(х) — отъ А’ Ан. р. 


$ 340. Мы ограничимся простёйшими приложеюмями предыдущей теоремы; имфемъ: 





(-— А | Иру 1 и фур 
1} = - Р р 1.2 д? ' аа! 1 
еды) 
откуда 
ИИ 
ВА = Ао рые А А, +... + (— 17, о} 
оу, 
Аз, = А, + РАА, + 8. АА. АРА, . (2) 


06$ эти формулы очень извфетны, ихъ легко доказать непосредственно и мы уже имЪли 
случай ими пользоваться. 
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СлЗдующая формула, данная Лапласомъ, иметь также большое значеше. Податаемь 


1 9 
а (3) 


По теорем$ Лагранжа, 


РЕП, 


р -- в - 2) 
ов р 


ЕТ +: — а 


1 
# 
а 1 
и тавкъ какъ по уравненю (3) х =х > — 1), то такое же соотношен1е будеть между 


] 1 | 
2, ШИ (-— 1); значить, можно примфнить общую теорему и написать: 


Ан = д, ВАА, РТТ д, ТЕ а (4 
Въ этой формул 4,, 4,,..., А, представляютъ коэффищенты при степеняхь х 
въ разложеюши какой - угодно функщи; значить, это—каюя-угодно числа, идупая по 
произвольному закону. Равнымъ образомъ, А_,, А_,,..., А_и,...-— какя-угодно числа, 
потому что разложен1е ‹(х) можетъ содержать отрицательныя степени оть д: можно, 
если угодно, считать ихъ нулями. 
Формула (1) даетъ: 
ан Ан Ан, + +. (5) 
ГД члены, въ которыхъ указатель при 4 — отрицателенъ, должны быть зам$нены ну- 
лями. Въ этой формул А,, А,_.,..., А, остаются одними и т$ми же для даннаго 
значен1я и, множители же при нихъ растутъ безпред$льно вм$стЪ съ #. Поэтому без- 
конечный рядъ, представляемый второю частью формулы (4), не есть сходянййся и не 
долженъ быть принимаемъ за точное выражене А„.,, но можетъ, однако, дать полезное 
приближене при ограниченномъ числЪ членовъ. Это—замЪчательное обстоятельство, 
общее многимъ расходящимея рядамъ; мы приведемъ н%еколько примФровъ. Доказа- 
тельетво Лапласа зд$сь не будетъ очевидно и потому мы дадимъ боле прямое доказа- 
тельство, изъ котораго узнаемъ’ и условя такого приближевя. 
Формула (4) при р —= 1 приметъ видъ: 


Ая. = А, + АА, Е А Ан, Е А" Па а (6) 


Чтобы составить эту формулу непосредственно, замчаемъ, что, по опредФлевнямъ для 
разностей, 


Ан —= Ая я АА, у 
А А, =: АЛ,_, - А А 


А? И == № р. ее А" А ? 


А Ав —= А" Аи ай Анк: 


835 
откуда, по сложеши веБхь этихъ равенетвъ, 
й Ё 
ЕЕ = А, -- А А„_ -1 —- АА А -.. , А А, Ё — А т. АЕ (7) 


СлЪдовательно, если А"*' А„_, очень мало, то можно разсматривать формулу (6), какъ 
точпую, ограничиваясь во второй части (№ -- 1) первыми членами и не заботясь о схо- 
димости безконечнаго ряда. 


ИзмЪняя я на и -- 1 въ уравневи (7), пишемъ: 


Ана — Ани АА, + МА... НА Аи А Ань (8) 
дамЪняя же послЪЗдовательно въ формулЪ (7) А„, представляющее какую-угодно функ- 
щи оть й, черезь ДА А, 4? А,, д А,,... и въ то же время и черезь п —1 7—2 
"—3,..., имЗемъ: 


А Я — А Аб - А" ре Е м ны о А: нЕ в Е: я 
д? о —= АА А,_ 2 - А" Я ры В д” Ань НЕ д Анк , 
А" Аи я А° Ан Аи ы А" А Ши» —4 А Е а Яд веЬ = д Па : 


послЪ подстановки этихъ выраженй въ уравнене (8) оно приметъ видъ: 


Алая а А; Е 2 А А, н. 34° Ан Е Че. р: КА" Аа и Е ; 


гдЪ членомь В можно пренебречь, если разности порядка выше очень малы. 
Если, замЪтивь это, допустимъ, что форму 


мт П Г т. Е 


1) 2) у 
о А" А... (9) 





Аи.» = А; Е Аа —1 = 1 2 


точна для н%Ъкотораго значешя у, при чемъ разности съ нфкотораго м$ета отбро- 
шены, то можно доказать, что она справедлива, при томъ же услови, для значешл, 
непосредственно высшаго. Въ самомъ дфлЬ, беря посл$довательныя разности отъ обЪихь 
частей уравневя (9) и уменьшая каждый разъ указатель и на единицу, имЪемъ: 


о т 1) 


А Аи. = А А + ›^* А Нее, АР. 


г 1 
А" Арно =— А Яна Е рА\* А 2—3 Е а м г -—. а — $. $143 


А Аарон А" А, РА А, 4+... 


складывая эти уравнешя и замЗчая, чго 


Авар Е. Ань -Ё А Аир, Ех А а НЕ А" О == ..-. 
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находимъ, принимая во вниман!е извЪстныя свойства коэффищентовъь бинома, 


(2 - 2) 


Па ы а А; -- (2 -- 1) А 23-9 Ы р ом А" Ан_, Е 
+ ФЕТ ФЕО АА... 


формула, слФдовалельно, общая. 


$ 341. Укажемъ, наконепъ, на нфкоторыя простыя приложетя теори производя- 
щихъ функц. 


Задача.—Найти такую функщю отъ 2, чтобы 
Ех р А Рау ША Ес ут... АТО =0. (1) 


гдЪ р — данное пфлое число и х— одно изъ значений перемЪнной. Замфняемъ х произ- 
вольнымъ пфлымъ числомъ и, тогда 


Е А Еф фу /+... + А, Е®) =0. (2) 
Пусть будетъ у производящая функшя отъ Ё(”), т.-е. функщя 
у = 2 (0) + ЕР) +-РЕО)-+... ТРЕ -...:; (3) 


первая часть уравненая (2) есть производящая функшя оть 


+ Мы... +4. (4) 


Чтобы это выражене равнялось нулю, нужно, чтобы въ разложен функши (4) не было 
члена съ #; при я цБломъ и положительномъ нужно, чтобы разложене содержало только 
отрицательныя степени отъ $. Кром того, не должны входить отрицательныя степени, 


показатели которыхъ превосходять — р, потому что разложене у не содержитъ знаме- 
нателей, и, сл$довательно, 


Б, Б 
эра +... ЕВЕ... +, 





откуда 


В, В, 
Е о акр © АГУТИН 
т А АРТА, И .. 1 


Е 


Развертывая у въ рядъ по степенямъ & видимъ, что коэффишенть при # будетъ функ- 
щею оть и, выполняющею требуемое услове и содержащею р -|- 1 ностоянныхъ произ- 
_ вольныхь ВБ,, Б,,..., Б,. 
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Пусть, напр., дано уравнене 
Е(х + 2) — 2% Ей -- Ш- Е) = 0; 
(пт) иметъ, но предыдущему, производящую фунЕкцио 


БЕ - ВЕ- В 
Р — АЕ ° 


которая, будучи разложена на простзйпия дроби, приметь видъ: 


| С (т 
В —- ь —_—_ + = АТН 5 
р ри уе“—1 и Ие—1 








а такъ какЪъ 


г 55 { р 
—_ иди м ИИС" 2 пишите 1 |4 
ыы НУ —1 —— И :| реа И а’ --1 т —иИе-и’ т | 

С! с. { р 
| +. 


о АА —- о 
и И —1 аНуе-и ау? — 1 (а уие—1п) 
то коэффищенть при #’, т.-е. искомая функшя Е(х) будетъ: 





И И 
а— Уа—1 | (а—УИа—1) |. а--у&—1 | (@ Ие—1). 


Если а меньше 1 и равно с05Фх ‚, то 





1 1 ОИ 
А — А = 60$ —1 $11 
а — Уа’—1 6056 —/ — 1 511$ РУ я 
1 1 


— 6059 — У—15що, 


а-- Уа—1  созе РИ 1 5шще 


и Ё(л2) принимаетъь видъ: 


Асозхо -- Бяшхс. 


гд$ А и Б— двБ постоянных, связанныя съ Си С’, и, ел довательно, произвольння. 
ДЪиствительно, имЗемъ: 


60$ [ (2 + Пе $] + 0082$ =2 60890608 (х -- 1), 
и такъ какъ а равно соо ‚ то 


(105 (% -- 2) — 2 4 60$ (т -- 1) -|-- с05же =). 
36 
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$ 342. Бине (Втеё) сдЪлалъ изящное приложевше теори производящихъь функи!? 
къ рЬшеню геометрической залачи, рЪшенной уже Эйлеромъ. 

Сколькими способами можно раздбълиить мноюуюльникь о п сторональ на преголь- 
ники ео Фолюналями? 

Пусть АВСОДЕЕ... Уд выпуклый многоугольникъь о я | 1 сторонахъ. Обозна- 
чаемъ черезъ Р, все число возможныхъ разложеюй для многоугольника о # сторонахт. 
Въ каждомъ разложеши даннаго многоугольника сторона АБВ будетъ служить основа- 
н1емъ треугольника, третьей вершиной котораго можетъ быть любая изъ точекъ 
СО, Е,..., У, 5. Треугольнику АБС соотвЪтствуетъ, очевидно, число разложеюй, раз- 
ное Р,, треугольнику АБ) — число, равное Р,_,Г,, треугольпику АВЁ — число, раз- 
ное Р,_.Р,, ит. д. ВсВ эти группы существенно различны, все ихъ число есть Р‚., 
и мы имемъ: 


до ня о о о (1) 
Это уравневше даетъ возможность составить  послЪЗдовательно численныя значешя 
Р,,Р,,Р,,... и продолжить эту таблицу какъ-угодно далеко, но все искусство заклто- 


чаетея въ томъ, чтобы получить выражеше для Г». 
Пуеть %(%) производящая функщя отъ Р,„.. и, елфдовательно, 


(=) =1-+ Рл-+- Рх-... т Рит-...; (2) 


умножая этотъ рялъ на самото себя, чтобы составить (1), получаемъ: 


< 


=(4)* =1 + 2(Р.-- Р) + 2 (Р.+РЬ-+Ь) + #(Р-+РЬ+ЕЬР+Р)-+..., 
т.-е, въ силу уравневля (1), 


5(2) =1- Рх + Рхг- Рт-..., 


или же, такъ какъ очевидно Р; =1, 





№ — 9(®) _1 
(1) РЕ т. т’ 


откуда, 


@®=5-а= УГ 42); 





здВеь при радикал нужно взять знакъ —, чтобы $(1) равнялась единиц при х = 0. 
Итакъ, наконецъ, 


Гры 


(т) = -(1— У1— 44); 


К 


24; 
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развертывая раликалъ, пишемъ: 


ль а: 1.3.5... (2—1) 4" | 
Е 2 К бт ба 


и, наконець, 


Или, что то же самое, 
р — 1.3.5... (2% — Ш 
"т?  ].2.3..1®- Го‘ 
откуда, выводимъ: 
а Ра ре 


Это уравнене можно доказать прямо, какъ это и сдфлали Ламэ (Гатб) и Родригъ 
(Водгещез). 


О СИМВОЛИЧЕСКОМ Ъ ОБОЗНАЧЕНТИ 


$ 343. Говоря о выражении л-ой степени произведен1я, въ которую входятъ т$ же 
коэффищенты, что и въ я-ую степень бинома, Лейбницъ представилъ въ общемъ видЪ 
апалогю, существующую между степенями и’ дифференщалами различныхъ порядковъ. 

Лагранжъ развилъ эту идею, сближая при помощи символическаго обозначетя 
многя формулы, которыя съ перваго раза кажутся совершенно независимыми. 


Согласимся толковать выражеше й _› какъ количество, я-ая степень котораго, умно- 


’о (х 
женная на‘`Ф(7), даетъ въ произведении ен ‚теорему Тэйлора можно написать сл$- 


дующимъ образомъ: 


Ф(х -|- №) = г*& . 6(5). (1) 


й 
ДЪйствительно, не трудно пров$рить, что, развертывая .@ по степенямъ пока- 
зателя и принимая во вниман1е предыдущее соглалене, мы во второй части получимъ 
не что иное, какъ рядъ, выражающий о (х -| 1). 
Изъ формулы (1) заключаемъ: 


о (# + №) —$(=) = (^=_— 1) 


Чтобы оть функци о (5) взять разность, обозначаемую обыкновенно черезъ А о (2), 
а 


В — 
ь 4х 
нужно, слЪдовательно, умножить символически эту функц на \е  — 5 отеюда ясно, 
36* 


340 


< 
Чх . 
что, чтобы взять вторую разность, нужно умножить символически на Ь — м й чо. 
вообще, будемъ имЪть: 


` 


хе [22 ) 
Ао (2) = \е ® —1/%(2). 


$ 344. Лагранжъ имфлъ мысль придать ® въ предыдущей формул отрицательное 
значеше и написать: 


А‘ (2) = (= — ы вы: (1) 


но нужно изъяснить, что обозначаютъ 0обЪ части этой повой формулы и доказать ихъ 
равенство. 


Чтобы избфжать трудностей, неизбЪжныхъ при этихъ изъяснетяхъ, замВнимь сна- 
чала © (х) производною $’ (5), т.-е. напишемъ: 


д 


^—*% (4)= (^= — В (1). (2) 


Мы звыражаемъ знакомъ А‘ дЪйстве, обратное тому, которое выражено знакомт, А, 
т.-е. что А``ч (2) иметь разностью %' (2); такимъ образомъ, 


АА 4 (2) = А'^УФ=У (а) 


Что касается второй части, то для ея истолкованя нужно припять, что множитель 


(/= аа (3) 


развернуть въ рядъ по степенямъ а и что въ этомъ ряду ( 4) () зам нено 2. (2) 
ах \ ах т > до” 


Для полной точности уравневая (1), истолкованнаго такимъ образомъ, нужно ио- 
казать, что разноеть во второй части, соотв$тетвуюшая прирашеню й перем$нной, есть 


(2). Разность фунещи, пакъ мы уже говорили, получается черезъ символическое ея 
а 


. #7 / 
умножене на (. ‘42 — ‚) ‚ такъ что $(1) должно быть умножено посл довательно на 
4 | 


о 7. . 
ряды, выражающие — —— ие“ —1; произведеше этихъ двухъ множителей приво- 


в о 


е  —\ 
дится, очевидно, къ единиц%, каково бы ни было количество, представленное символомъ 


а а 
Я Яр И Не важно, чтобы степени этого количества, И, раньше или позднЪе были за- 
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мнены производными, символическое произведене все равно приведется къ единиц%; 
имъемъ' 


(] 
д — 
4х 1 , , 
Е = ы уг Вана о (1%) = о (2) 
в 
( — ] 


и, слЪдовательно, 


1 / { 
А— Жо, 
ев — 1] 


8 


ИЛИ 


Уф =А- У, 


что вполнЪ совпадаетъ съ уравнеюшемъ (1). 


замвняя множитель 


его разложен1емъ, пишемъ уравнеше (1) въ вид; 


ааа То ао ве 3@< | 
3 $ (2) — (5) $ (2) — 9% (2) Тб то Зато ва г °°°; 


4\‘ , | 
(*-) у’(2) выражаеть здфсь функцию, производная отъ которой равна %(5), т.-е. 
выражаеть 4х); итакъ, наконець, = 

й: 


] | 1 й : 
Гы к и { СА | _-- в ги й г 
АУТ и — ФБ + 


Если въ обфихъ частяхь х получаетъь приращеше й, то, приравнивая другь другу 
прирашеня обфихъ частей и замфчаял, что приращене первой части, по опредЗленю, 


есть %'(15), будемъ имЪть: 


— о в"@+9—4" @] +... 
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и, сл довательно, 
Ме =ы® Ве - — фт е+ь-уе+ 
"ен"... 


Это— весьма важная формула, доказанная раньше въ $ 333-мъ. 


$ 345. Употреблен1е символическихъ обозначенй даеть возможность высказать въ 
изящной форм теорему, извЪстную подъ именемъ иеоремы Гершеля (Феотёете @ Нету): 
она даетъ выражеюме для функщи вида °(е”), развернутой въ рядъ по степенямъ х. 

По теорем$ Тэйлора 


ее =а-че-и=ча) + ае—о- + А+. тк Е +.. (0 
значить, если положить 


= | т 2 : 
(ег) = А, Аж + АР... + Ам ..., 
з - в . 
то коэффищенть А, будеть суммою коэффищентовъ при 1” въ разложеющяхь отдЁль- 
ныхъ членовъ второй части. А такъ какъ 


=" {2—5 в |... (— 19, (2) 


то въ разложети второй части коэффищентъ при 1х”, очевидно, равенъ 


1 п р п р 2224 1) ы с” р \ 
"| Ир 1) Е о (» 2) ... -- (—1)70 ) 


] 
т.-е. (8 340) а а АРО" ; сл довательно, 


= | 1 * ® т О зая о. АЙ ‹ 
ая 0+ едло" + ам |... +- 54“ (3) 


гдф первый членъ, равный нулю, введенъ для симметрии. 


Тавкъ какъ А”"0", А" 0",... нули, то это уравнеше символически можно написать 
въ елВдующемъ видф: 


а %(1 -- 4)0" 
1 7 О Да. 


т. (4) 
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Пусть, папр., 
т 
2(е”) = == р в 
а" ре 


нмфемъ: 


9+9 „8 мо 
Е Но 6 › 


и, слЪдовательно, 





(5) 


] 0” 40" №0” АО, 
а 





Сравнивая этоть результатъ съ хорошо извЪстнымъ разложетемъ, видимъ, что 
выражеше (5) равно нулю при п нечетномъ; въ случа же и четнаго множитель въ 
скобкахъ предетавляетъ 7л-ое число Бернулли. 


$ 346. Мы не можемъ закончить этого быстраго обзора употреблемя символиче- 
скихъ обозначешй, не приведя замчательнаго доказательства ряда Тэйлора. Полагаемъ 


ож -- №) — 9х) = #0); 
слЪдовательно, 

© -- №) = + М) (<), 

ож -Е 21) = (Е - #052), 


ео ч- Л а й + вр 


Полагая ий —= я, им$емъ: 
(а -- а) = (1 + 20). 


При 1 безконечно-маломъ и ло безконечно-большомъ (1 -- Ли =”; символь Ш при 


этомъ предположения равносиленъ символу я Сл довательво, 


а 


2(т -- а) = е О 


что въ точности представляетъ символическое выражеще теоремы Тэйлора. 


О ЧиСслаАах‹езъ БЕРНУЛЛИ 


$ 347. При н$которыхъ разложеюняхь мы уже встр$чали рядъ чиселъ, извЪстныхъ 
подъ именемъ Чисель Бернулли (Мотбуез ае Бегнощ@). Укажемъ здфесь на н$которыя 
наиболЪе важныя ихъ свойства. Им$емъ: 


ня ] В Б, : Б; ое 
с Той поза РтТоваы" Се 








344 


Умпожаемъ по-членно это уравнен!е на слЗдующее: 


# 
т 


1.2.3 НЕ и 





а 
а аж 


Произведен1е первыхъ частей равно х, — значитъ, тому же должно равняться иро- 
изведене и вторыхъ частей, откуда заключаемъ, что коэффищенты всЪхъ прочихь сте- 
пеней перем$нной равны нулю, т.-е. 





В, 1 1 4-2 
т 
ПВ т 1 т у < 
19158 тои 
72 Бн_\ 1 Би 1 
оо 
о Знтй 1.2.3...(2п —2) 1.2.3 1.2.3...(2п —4) 1.2.3.4.5 
1 1 1 
тм — Е —0, 
И. + 1.2.3...(2% -- 1) 
В. __ 1 В 1 1 т 
].2.3...2% 1.9  1.9.3...(%— 2) 1.9.8.4 ' 2°1.9...(9% 1)" 
+ и =0 
1.2.3...@и-2) `` 
Эти уравневн1я опредЪляютъ Б,, В,,..., В,; каждая неизвфстная опредЪляетея даже 


два раза, но, какъ и должно быть, полученныя значеня взаимно совпадалютъ; находимъ: 


1 1 Е об 9 
В, — 5, 5, — 50, Б; = 40’ В. = 30’ Б, = 66’ 
691 т _ 8611 _ 43867 
М оао Е РР Е 


$ 348. Числа Бернулли впервые появляются въ вычислеши суммы одинаковыхъ 


степеней пфлыхъ чиеелъ. Покажемъ сначала, какъ ихъ ввести при рёшеши этой задачи. 
Полагаемъ | 


э®ф=ачече +... +; 
дифференцируемъ это уравнене р разъ: 
(= № +... + ®— пре; 
полагаемъ 2 равнымъ нулю: 


Я (0) 1-Я... + ®— 1}. 


345 


По мы имфемь: 
ее Ее ] 
Е х 24% й—17 __ “ 
Е ре ав ТЕ = 
Если вторую часть развернуть въ рядъ по степенямъ х, то $7 (0) будетъ произведешемъ 
коэффишента при 2’ на 1.2.3...р. А тавъ какъ 

















в" —] ПЕ га’ я’ 2 
Тат 
Хх 1 В а Вх В 
а =] -- -х а. Е ие = ОА 
в’ —] 2 В 2.2.4 о. 


® + = ] * 
то, перемножая эти два уравненя, получимъ разложене Е. ›В коэффищентъ при 12, 
@ —ыь 


въ случа р четнаго, будетъ 


р-1 


7 А г + Б, иг 
3...@- 1) ея 1.2 1.2.3.51) 


ыы 


ВБ, и’? п.Б > 
Вы о -- . - ь 
1.273.4 1.9... (2—3) 1.2.3...р 
вь случа же р нечетнаго, 
и ое ЕВ и’ : 
1.2.3...(р- 1) 2 1.2.3...р 1.2 Т.2. Зе 1) => 
Би 9 


о 
. 


—— 


1.2.3... (2—1) 1.9. 


СлЪдоветельно, если 2—четное, то 





НЕ... 0—1)? = т = . в" — = р 
в Е о. 
5х оз АР Юри кВ 
а если р — нечетное, то 
я р к 1, В 
1... — = о" пи о 


Е: 
1.9.3.4 Е 
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Такимъ образомъ находимъ: 


2 


м. 


70: п 
1...  @— и = еЩь с 
5 р ив ЗИ. п’ 7 
И .]).) ие 2. р ЕыННЫЙ = ИЕ , 
7-Е + (и — 1) я а 
4 


„5 е па З ] 
А... бе Е р ба. 
и 
фе. ыы к: 
: Сы 3% 223 1 
о 5 ыы а. 
) Е 


$ 349. Сумма 
Е 3 -... + @& — 1}, 


которую мы назовемъ черезъ ф,(ж), есть цфлый многочленъ степени р -- 1 относительно 
", обладающий н%фсколькими замфчательными свойствами, 


. ] 
Можно выразить о„(п) въ функщи отъ (* — 2): тогда будутъ только четныя сте- 


пени при р нечетномъ и нечетныя при р четномъ. Въ самомъ дЪлф, о,(п) будетъ, если 
не принимать во внимане численнаго множителя, коэффищентомъ при 2’ въ разложеви 


" — 1 
г —1` 


Если мы обозначимъ эту функщю черезъ +(х), то разложевне функши %(—4), полу- 
чаемой посредствомъ замфны х на — х, отличается отъ разложевя 4(1) только знаками 
при членахъ съ нечетными показателями. Поэтому, если 2 — нечетное, то коэффищенть 
при 4” тотъ же, что въ разложени функши 





9 (2) — 9—2) _ ще ыы 1 т, 1 е(®— $)= — в—$ = е— ®—3)* — оз 
2 Е” и. гы Зее, тм Е аа 
е?-ы= 0. * о ао 
мы 1 (9—9) Ре (“5 287 + е-#* 
—7о а № = ды 
е*’—е * бы 
. 1 | 
Но эта фунвшя останется тою же, если въ ней замфнить п — — выраженемъ 


2 
1 ! 
— (* — 2) ‚значить, коэффищенть при 2? въ ея разложени по степенямъ х есть 


четная фуньця отъ н-5: 
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Когда р — четное, то коэффищенть при х? въ разложении %(5) тоть же, что въ 
разложенми функши 


(®)  (— =) _ г —1 + О в("— = —е 5: 1 
2 чт 6—1 дк; ] == х х 5 


е* —е * 


и какь перем$нная часть этой функши мЪняетъ знакъ, не мЁняя значемя, при зам нЪ 


въ ней я -5 на — \#— 5), то то же самое будетъ и со веБми коэффитентами ея 
разложеня по стененямъ х 

Итакъ, доказано, что х„(п) — четная функщя оть п _. при р нечетномъ и не- 
четная фувкшя при р четномъ. 


$ 350. Если въ функщи ©,(и) сдлать # = 5, то при р четномъ 








Ими 
ео 
а при р нечетномъ 
рта 
ев, (-Ы 
И о) и] Р+ ОР 
Для доказательства вапомнимъ опять, что ф›(и) есть произведеше на 1.2... р 
коэффищента при 17 въ разложени 
в" —1. 
“— 1’ 
1 : Но 
значить, ф› \ о] есть коэффищенть при р въ разложении 
е* —1 
г —1 о 
ИмЪемь же: 
6—1 1 2 
г — 1 ых #—1’ 
в* — 1 
но 
д - 
1 ЕД 2 СЕТЬ ВБ, (=) Б, (+ 
, Е. о д; 4.22 1.2.3.4 \2 
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6 ] 
вычитая второе разложен1е изъ перваго, составимъ разложеюе для — г) н увидимъ. 
©" — 


что коэффишентъ при  равенъ нулю, если р» — четное, и равзенъ 


оный 
хи 


РН 


если }› — нечетное. Это и требовалось доказать. 





$ 351. ФункЩи ‹,() и х,_, (7) могутъ быть выведены одна изъ другой посред- 
ствомъ дифференцирован1я, но видъ полученнаго соотношенля будетъ различенъ для р 
четнаго и нечетнаго; имфемъ дв сл$дующихъ формулы: 


4х, 2+1 (7) > 
п 


— (2 Е 12»), 


4% э } и—1 
чи  — — 212 р—1 (= ВБ» 


Для доказательства этихъ формулъь разсматриваемъ уравнене 
в" — 1 


== = г, о а) а ай т е,(п) -. 


Дифференцируя обЪ части по », получаемь: 

















де” В ‚ 2: я Я. и 4» | 
1 =‘ т ав 1 а Е 2.3...) @ т 
съ другой же стороны имфемъ тождество: 
хе” хе 1 я 2 
Я ут и 2) | +. и ЗЕ. нк 


1 2 Б. 4 
я а Го ам + 


Сравнивая тождественно эти два разложен1я, выражающихь одну и ту же функцию, на- 
ходииъ дв формулы: 


фз». (п 
сы — 6, (и). р + п, 
Ц 
бе ор, (в) + (— 1" В, 
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5 352. Предыдупая формулы даютъ возможность доказать слфдующую важную 
георему: ЛДоди в измъняется въ предьлаль между 0 и 1, фушаия ет) мъняеть одим 


разь знакъ, обращаясь въ ну при п = „<, а функшя т.(п) сохраняеть вседа одинь и 


пот ке зна. 
Замфтимъ сначала, что ,(п) всегда равна нулю для пред$льныхъ значенй и = 0, 
* —= 1; дфйетвительно, функця 


6" — 1 
в — 1 
приводится къ единиц при я ={Т и къ нулю при я = 0, — значить, коэффищенты при 


различныхъ членахъ ея разложеюня будуть нулями въ обоихъ случаяхъ. 
Разсмотримъ теперь функшю | 
‚ № 


п(и — 1). 


21 (7) рт 9 3 


при измЪнени л отъ 0 до 1 эта функшя вее время остается отрицательною, и ея та- 


| в 1 
хип, соотв тетвуюний я = 5: будетъ 


= (=) =-—= 
Им 3’ 
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17 я 
(1) о. =. иг С° 


ДалЪе разсматриваемъ 


Имфемт: 


до, (п) 2 


1 
ни = 2.) - В; 





1 1 1 
<: (п) измФняется отъ 0 до — — и оть — 8 м О при измВнеши и отъ 0 до > Е оТЬ 
о 
нЕ о 1 ‚ ви) проходить отъ ь. 0 ва Е и отъ — г ре — 
риа "6: т 19°. в, 


значить, это послЪдиее выражен1е обращается два раза въ нуль только въ этомъ проме- 


жутк%, и, слЪдовательно, ‹,(я) въ томъ же промежуткВ можеть имЪть только три 


1 
корня: я —=О0, Е ЕТ. 


Докажемъ теперь общую теорему. Для этого допустимъ, что функшя х.,_„(я) 
удовлетворяетъ высказанному условшо, т.-е. что она остается веегда одного знака при 


| я . 3 

измфнени я отъ 0 до 1 и что ея тахии соотв$тствуетъ значен!ю _, иначе говоря, 
у ь 1 + 

функщя непрерывно возрастаетъ при изм$неви я отъ 0 до ее и затЪмъ убываетъ при 


ь 1 
дальнзйшемъ измёнеши п отъ до 1, такь что кривая, выражаемая уравнетемъ 


у — <. (№), 
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иметь слфдуюний видъ: 


О нь. ВИ 


©, 
Черт. 27 


Посл} этого пишемъ: 


4$, 5 
ве нЕт ор 1 (я) еп (= ГР БЬ ` 


Очевидно, что эта производная, по виду функщи ф‚,_, (7), можеть обращаться въ нуль 
только два раза между пред$лами я = 0, п =1, и, слЗдовательно, функщя 5,,(т), бу- 
дучи нулемъ на обоихь предфлахъ, не можеть имфть болЪе одного промежуточнаго 


>| == 


корня; этотъ корень, какъ мы видфли, есть д = . Такъ какъ функшя, равная нулю 


& 


1 | 1 
при я = 0, я = - ия =1, является при томъ нечетною (5 349) отъ и — 5 › То она 


— 


1 ь 
мфняетъ знакъ при я = — и кривая, для которой она служитъ ординатою, имЗетъ вилъ 


м 
г 


(черт. 98), 


г: ——___ 
Черт. 28 


га : 1 
представляющий только одинъ шахипиш между п — О, ® = 9 И ТОЛЬКО ОДиИнНъЪ между 


8 353. Мы нашли: 


ФРИ = @р + П®. 


Значить, производная отъ функши ф.,„(п) м38няеть знакъ только одинъ разъ при из- 
ифнеши я отъ 0 до 1, и какь функщя обращается въ нуль на обоихь предфлахъ, то 
она сохраняеть одинъ и тоть же знакъ, при чемъ измВняется всегда въ одномъ на- 


: 1 
правлени при измВнеши х отъ 0 до в достигаеть затВмъ шахипаш’а и, наконецъ, 
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отъ этого послЪдняго идетъ въ обратномъ направлен!и до значеня, равнаго нулю, такъ 


что кривая, для которой Ф„..(”) служитъ ординатою, имфетъ видъ или какъ на черт. 
27-мтъ, или же слфдуюший: 


Черт. 29 


О ФУНКЦТЯХЪ, ПАЗВАННЫХЪ ЛЕЖАНДРОМЪ Х, 


$ 354. Мы вывели (8 315) изъ формулы Лагранжа выражеюше коэффищента при 
2” въ разложени выражеря 


(1— же 2?) ? 


Эти функщи, изучавипяся многими геометрами, имЗютъ слишкомъ большое значеше, и 

мы не можемъ ограничиться краткимъ уже сдфланнымъ о нихъ сообщетемъ; эту главу, 

посвященную разложен!ямъ въ ряды, мы закончимъ указатемъ па нкоторые ихъ виды 

и свойства, не требуюция примЗненя интегральнаго исчисленя. КромЪ того, мы снова 

вернемся къ ихъ изучению и не разъ воспользуемся ими на протяженли этого труда. 
Разсматриваемъ 1 — 222 -- 2’, какъ биномъ 


1—2(2%—2), 
и по формул$ Ныютона пишемъ: 
(1— Эда - 2”)? 1+ 2—5 а *(2=— в -.. 


Развертывая вс$ степени, находимъ для коэффищента Х, при г”: 


т 
Х, = 


ба о _ #т— |) 1-2 и(п— 1)(п— 2)(®— 3) 
2.3...п | 2(%—1) 7” зе 2.4. (2% — 1) (2—3) иг 


Полагая послЗдовательно я = 0,» =1, я =2,.., будемъ имфть слфдуюпия значенйя: 


Х=1, 

Х. =. 
5 1 
Хе 
о о 9’ 


852 























а 7 
= — 5% 


$ 355. Теорема Лагранжа привела насъ (83 315) къ выраженю функци Х,, въ 
которое не трудно преобразовать тольво-что полученное. 
Замфтимъ сначала, что, каково бы ни было пЪлое чиело п, 


1.3.5... (2—1) _ 212—102" —3)...@®- 1. 


--— 


ролей ой 


для доказательства достаточно замЪтить, что при измЪневни я на я 1 это равенство, 
посл$ ве$хъ упрощенй, совефмъ не измФнитъ своего вида и что оно легко повфряется 
для первыхъ значеншй я. 

ПоелЪ этого общий члевъ выраженшя Х, (8 354) будетъ равень 


р-^ 1 2 (81 — 1)... тЖ-О р-н 
— 2(1.2.3...п) 2.4... 2 2. — 1) 9% — 3)... (29 — т 


что, посл$ сокращенля на общихъ множителей, даетъ: 


| 1 (и — 1). =: | п—2т 
ии 9—2т— 1)... (7 — 1) 
2" (1.2.3...9) 1.2...7 (2и— 2т) (2и_2т— 1)... вот Пя 
т.-е 
* 1- — | п (я — а . (и — т 178 в 1) 9х в 
аи, об. ш 5" 


и Х, есть п-ая производная отъ 








а 72" Г 22:" -2 в п(п — 1 22 { \ 
27-1. 2. Зо зи ] 
или, наконецт,, 
ы 2 (2—1) 
о оо ^ 


_ что уже было получено (8 315); это выражевне въ первый разъ дано О. Родритомъ 
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5 356. Все корни уравнен1я 
Х„ = 0 


вещественны и содержатся между 0 и 1. Это очень важная теорема и доказательство ея 
вытекаетъь изъ предыдущаго выражев1я Х„. ДЪйствительно, мы знаемъ, что, когда урав- 
нене имфетъ вс корни вещественные, то его производная имфеть также всЪ корни 
вещественные, содержапиеся между вы и наименьшимъ корнемъ даннаго 


уравнен1я. Уравнен!е же 
(д — 1)” =0 


имЪеть, очевидно, 2и вещественныхъ корней, изъ которыхъ я равны — Ти и равны -|- 1; 
поэтому посл довательныя‘ производныя имЪють всф корни вещественные, содержалщеея 
между —1и -|- 1, и тавъ какъ Х,„, если не обращать вниман1я на численный множи- 
тель, есть одна изъ этихъ производныхъ, то теорема такимъ образомъ доказана. 


$ 357. Мы дадимъ, наконецъ, дифференщальное уравнене второго порядка, кото- 
рому удовлетворяеть функщя Х,„ и которое, хотя и не опред$ляеть вполнф Х»„, часто 
однако употреблялось при изучеми свойствъ этой функции. 

Для составленя этого уравненя полагаемъ 


и —= (1 — Эха 2)? 


дифференцируя, находимъ: 


Чи 2 ` Фи 37 
ах (1 — жа -- 27°) 4277 (1 — 2 + 2} 
аи _ т, Фи _ ть № 3(% — 2) 
42 (1 — 22 -- 22) | 47 (1—2 - #2} (1 — Эха + 2} 
откуда 
ил ие. 27 
Ка 73 р а 
д % р сл 
ах 42 (1 —2хё - 21 


и, сл довательно, 


и аи и ан 
] — 2 — — ричи ьииииию ‚2 РТ а ЗЫ 
( ый. ыы ах [4 42 | и 42 ь 


а ра 
а 1 — 2) и. 0 


Если въ этомъ уравнен!и замнить и его значенемь 


и=1-4 Хе Хи... Х+..., 


35+ 


го, приравнивая нулю коэффищентъ при 2”, будемъь имЪть: 


а — 2“ 


а + (и 1) Х, = 0, 


(1 —° о ии Хх, =0. 





$ 358. Чтобы закончить это разсуждеше, приведемъ одно простое соотношеве, свя- 
зывающее три посл$довательныя функщи Х,„, Х,.., Х,„_.:; Имъ часто пользовались 
при изучени этихъ фунвцй. 

По опредБленю, 


(1 — 2дё- 2) =1- Ха ХИ... 4 Хич...: | (1) 


дифференцируя по 2, выводимъ: 
х — 2 


ео № ЕС. — Х. о 4 Е 2. г 
ож веха... НХ ..., (2) 


и, слБдовательно, по умножен1и обЪфихъ частей на 1 — 2 | 2”, 


(#—2) (1 — жа ++ 2) = (1 24а 2) (Х, РаХе-+... вх...) 


- . 29 . 
ЗамЪняя въ первой части этого уравнен1я (1 — 2х2 - 2’) *его разложешемъ и прирав- 
нивая другъ другу коэффитенты при 2’ въ обфихъ частяхъ, находимъ: 


и 1) Х,., — (2+1 2Х, + их,_,=0. | (3) 
Дифференцируя уравнеше (1) по х и сокращая обЪ части на множитель 2, пишемъ: 


я: А 


1 
“+... (4) 


(1 — 22 ++ 2)? — а 





. : 0 | 
_ Это значене (1-— 2х2 -- 2) ° подставляемъ въ уравневе (2) и приравниваемъ другъ 
другу коэффищенты при 2”_* въ обфихъ частяхъ; получаемъ: . | 


„ах, _ ах» 


А тавъ какъ уразнене (4) можетъ ка написано въ видз; 


НИ Ни...) 
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то, зам$няя первую часть ея разложеюмемъ и приравнивая другъ другу коэффищенты 
при 2” въ обЗихь частяхъ, выволимъ: 








ее и — 2х На, ох. (6) 
Сравнене формуль (5) и (6) даетъ: 
тн — о, —= (2% + П)Х,. 
Изм няемъ теперь и наи— 2, и—4,... и складываемъ полученныя такимъ обра- 
зомъ уравненя: находимъ: 
иен. — 


= (2 + ПХ, - (2* —З)Х,_, + (2 —ТХ,4-. 
посл дн!й членъ есть 3Х, при и нечетномъ и 6Х, при я четномъ. 


УПРАЖНЕНИЯ 


р 
1. Въ разложени (1-2) по степенямъ х коэффищенты отдъльныхъ членовъ представ- 
ляютъ ращюнальныя дроби, въ которыхъ, послЪ приведен1я ихъ къ простВйшему виду, знаме- 
натели, будучи разложены на первоначальныхъ множителей, дадутъ исключительно дзлителей 4. 
1 


2. Въ разложении (1 —2”)” вс коэффищенты--цфлые. 


3. Рядъ 
«В а” В* 2 а" В* ‚8.7.6 &а3? 
ЕР ЗЕ ЗО Тозаети +. 


представляетъь наимельшее изъ двухъ чиселъ а и В. Показать, что при развертывании каждаго 
1 : 
члена въ рядъ по степенямъ 8 данный рядъ приводится къ а, а при развертываюн по сте- 
1 
пенямъ — приводится къ 8; тотьъ изъ двухъ результатовъ, который получается при помощи 


сходящихся рядовъ, есть единственный точный. 
4. Изъ уравненя 


у — у“ = (а — В) 
ВыЫВОДИМТ,. 


м1 ор а ЕР рН: 


ы тт -- (в — Па -- [т в — ране ‚И а- ®— В] „ д 


Необходимое и достаточное услов!е для сходимости этого ряда есть 


„< (#)”. 


37* 
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5. Заставляя т стремиться къ нулю, можно изъ предыдущей формулы вывести: 


Ви Я, 
Е Я 


+ @— — 1)« | 8] [(*— 2) т ‚ & + ®— 18] „ 
1.2.8. 2 ЗЕ 


ее 


6. Доказать формулу 

1(1 + 2) ( Г) ( 1 |) ( та М. 

уУ—— = — — ] НИ В - = ке Ета о рь : роь 
== (+5) + (+ в) (Ноа а + 

7. Цоказать, для всякаго х между —Ти -|-1, тождественность двухъ рядовъ: 


Пета 
а Е. 





РЕЗ + Е 


стремящихся къ общему предфлу 





ее 
Ут х 
8. Доказать формулу 


15 21 1 221 ТА в. 1.2 
То А р: Е 93 ит 
1 1.2.3 ` М 


Тя ее‘ 


9. Приложить рядъ Бурмана къ разложеню д по степенямъ 





Получится рядъ 


С 
1 2% \ 1.3 
г + 4 Г 27 134.6 4.6 22 +. 


д — 


справедливый только для значеши х между — 1 и 1. Вели х по абсолютной величин% больше 


1 
единицы, то вторая часть предетавитъ =. 


10. Если какая-нибудь функц!я развертывается въ рядъ вида: 


(2) = а в с Ра ..., 


(=. +6—9), | 


: у . 1 
дастт› по разложени обБихь частей соотношен!е между х и (3 — ') ‚ изъ котораго полу- 


о тождество 


чаемъ елздующее, приписываемое Эйлеру, уравнен!е: 
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а.А —- ВА - сА,г -- дА, +... = 








Над. 1 (2) 1 4/2) 
—_ А А иьннинаие ж—мж——=щ5ы55ы 2 2 неси завет» Уи а 
'Ие) е а Ат об та зал 1 : 
ГДВ А,, 4А,, 4.,... обозначаютъ рядъ произвольно выбранныхъ чиселъ. 


11. Если предположить въ предыдущей теорем» 


] 
(2) ее (1 Е 2)" 


"ау... +я- 0’ 


то получимъ соотношен1е 


_ 48 | а ПИ, 
т.т ют таз. +162) 


от [118-92 06-9 ь я | 
=! -| й 2 1.2. 4(7 + 1) а жт + ь 


# = 





и ее, 








т.-е., обозначая вмВств съ Гауссомъ первую часть этого уравнен!я черезъ Ее, В, 1, 2), 





1 
(о, В, Т, =п—жЕ(*, т— В, а .). 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


Функщи отъ мнимой перемфнной 


ОпПРЕДБЛЕН1Е МНИМОЙ ФУНКЦТИ 


$ 359. Если функщя х(2) дана для всфхъ вещественныхъ значев1й перемфнной 2, 
отъ которой она зависить, то она потеряетъь всяый смыелъ при зам%нЪ 2 мнимымъ вы- 
ражешемь х--у У— 1. Нельзя, поэтому, выражеше ‹(х + у У— 1) вводить въ вы- 
численя или разсуждения безъ точнаго, для всфхь вещественныхь значенй хи у, опре- 
дфлевя, по которому мы могли бы отдФлить вещественную часть отъ мнимой и на- 
писать: 


@-уУ—П=Р+ 9—1, 


гд5 Ри О 06$ изв$стныя вещественныя функши отъ хиу. 
Однако, не слЗдуетъь думать, что функщи Ри © могуть быть выбраны произ- 
вольно; всякое выражене вида | 


Роу 1, 


гл Ри © фуркши оть д иу, не есть еще функщя оть х + у У— 1; чтобы его раз- 
сматривать, какъ таковую, требуется услове, безъ котораго исчезла бы всякая аналогя 
между мнимыми и вещественными функщями. Чтобы сумму РЕОТУр— 1 можно было 
разсматривать какъ функшю отъ х-- у У— 1, недостаточно того, что это выражене 
опред$ляется при данныхъ хи у; нужно еще, чтобы оно имЗло опред$ленную произ- 
водную и чтобы отношение безконечно-малаго его приращен!я къ соотвЪтственному при 
у 


рашеню 9х + ду У— 1 перемфнной не зависвло отъ произвольнаго отношеня ар. 


Безъ этого условя теоря мнимыхь функшй явилась бы просто теорей функщй отъ 
„ двухъ перем$нныхь и спещальное ея изучеше не представило бы никакого интереса. 
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$ 360. Когда х и у прюбрётаютъ безконечно-малыя приращен1я 4х и ду, то при- 
ращене Р-- ОТ — 1 будеть: 


и, 4у +У—1(2 а Г, т ау) = (ИТ) + 
= ит) м. 


ны. _ ау 
Чтобы отношене этого приращеня къ 4х -- 4, У —1 не завис$ло оть 7„, мы должны 


иМЪтТЬ: 


аР 


а это уравнеме, по освобождеи отъ знаменателей, равносильно двумъ елБдующимъ: 


40 аР_ 49 


дх а’ у — @` 


Эти два уравнен1я необходимы и достаточны, по нашему опред лен!ю, чтобы Р-® И—1 
было бы функщею отъь х ГуИ — 1; если они удовлетворены, то 


АР 9—1) _аР, „99 40 АР. 
у РИ ее у а 


отсюда заключаемъ, что если (2) обозначаетъ какую-нибудь функщю оть мнимой пере- 
миной 2, равной 5 Ру У 1, и $'(2) — производную отъ ‹(2), то 








2 — °б 
Я) ’ Дт 
ди: Ф’(2) У =]. 


Эти уравнен!я могли бы быть написаны А рог, какъ сл$детвя изъ правила дифферен- 
цирова1я функщй отъ функц, еслибы можно было ссылаться на него до установлевя 
существования опред$ленной производной, независимой отъ отношен!я безконечно-малыхъ 
приращен1й 4х и ду. 


$ 361. Изъ уравневй предыдущаго параграфа, связывающихь функщи Ри 0, мы 
можемъ исключить одну изъ нихъ и получить весьма важное уравнеше, которому другая 
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функщя, разсмотр$нная отдфльно, должна удовлетворять. ДЪйствительно, продифферен- 
цировавъ первое изъ этихъ уравнешй по х, а второе по у, и сложивъ ихъ, находимъ: 


ФР _ | 
т? и. ау’ у 


продифференцировавъ же первое изъ нихъ по у, а второе по х, и вычтя второе изъ 
перваго, имфемъ: — 
49 4% 


т? | те» 





Эти услов1я для функшй Ри 0 осбъясвяютъ, какимъ сбразомъ мнимая функця владВетъ, 
что мы и увидимъ, многими весьма опред$ленными и независящими отъ ея опредФлеюмя 
свойствами; въ самомъ дфлЪ, теперь понятно, что не слдуетъ связывать съ какою бы 
то ни было мнимою функшею идею неопред$ленности такой же полной, какъ съ какою 
бы то ни было вещественною функшей. Для каждаго значеня перем$нной вещественная 
функця можетъ быть выбрана . произвольно, и ограничен1я для ея изм$ненй могутъ 
вытекать только изъ закона непрерывности. Вещественная часть и коэффищентъ при 
И—1 въ мнимой фувкпля, наоборотъ, подчипены весьма опредфленнымъ условлямъ, 
выраженнымъ только-что полученными уравнен1ями; судя по этимь послфднимъ, и ве- 
щественная часть, и коэффищентъ при И представляютъ ординату далеко не про- 
извольной поверхности, принадлежащей къ совершенно особому классу, свойства, котораго, 
какъ хорошо известно, можно изучать, не заботясь о боле полномъ опредЪлении. 


$ 362. Не безполезно составить необходимыя условя, при которыхъ сумма 
ре, 
гдЪ Ри 9 обозначаютъ функщи отъ перемфнныхъ р и ®, была бы функщею оть 
р (е0з« -- и $1е)). 


При измфнени р на р -|- 4р и © на о -|- 4® приращеше Р- 9у— 1 будеть 


д +» 4 и т (224 + С д 


соотв тственное приращене перемфнной есть 
_ @р(созо -Е У—1 3110) -- рд%( — ше -- у —1 605%). 


Чтоба отношене `этихъ Двухь приращен:в не ‘зависьло ОТЪ -_® ‚ необходимо и достаточно, 
а В: | 
чтобы. т 


361 


ар, ут 49 ПР. ой 


А Чар, а 


созо-- И —15ю — р(— это У — 1603), 





умножая числителя и знаменателя первой части на, ву — 1, приводимъ обЪ части къ 
одному знаменателю; приравнивая затфмъ другь другу отдЪльно вещественныя части 
числителей и отдфльно коэффишенты при у — 1, пишемъ: 


_ @9 
Р ар = — @’ 
‚9 _ _ ЧР 
Ра — до ° 


Таковы, по нашимъ соглашевлямъ, необходимыя и достаточныя условя, чтобы сумма 
Р-О и — 1 была функшею отъ р (с05% —- и — 1 $110). 


$ 363. Только предыдуцля условя огранизиваютъ мнимыя функшчи и лишь только 
они выполнены, опред$лен!е остается вполнз произвольнымъ. Однако, мнимая функщя 
только тогда будетъ введена съ выгодою въ вычисленя, когда она дЗйствительно 
является обобщенемъ такой вещественной функши, къ которой она приводится при 
у—0, и когда она владеть ве$ми отличительными свойствами посл$дней. Эта аналогия, 
разесмотрЗнная А рг1от1, какъ существенное услове, послужитъ основанемъ опредфлений, 
которыя мы дадимъ лля нзкоторыхъ прост5Зйшихъ функиий. 

$ 364. Обиая свойства вещественныхь функшЙ должны тавже прилататься къ 
мнимымъ функщямъ, въ зависимости отъ чего должны выбираться и опред$леня; если бы 
это услове внесло противор$ че, теор1я мнимыхъ функшИ оказалась бы безполезною и 
ее пришлось бы оставить. Это по напр., что выражеше, вполнф опред$ленное при 
данномъ значен!и перем$нной х гу У — 1, но не имфющее опред$ленной производной, 
взятой по этой перемЗнной, не можетъ считаться функщей оть уу —1 — 1. Нельзя, 
конечно, ничего возразить по существу противъ присвоен1я такому выраженю этого 
имени, если бы это не вело по аналоми къ неточнымъ идеямъ. 

Изъ теоремъ, одинаково приложимыхъ какъ къ мнимымЪъ, такъ и къ вещественнымъ 
функщямъ, огравичимся слЗдующею: 

Разность двухъь мнимыхъ функщй, имфющихь одну и ту же производную, поетоянна. 

Пусть 





и=Р+9У—1, щ=р-+ оу 1 


двЪ разсматриваемыя функци. По 8.360-му, такъ какъ производныя оть и и и, между 
собою равны, имфемъ: 

аР _ ар, @а9 _ 4%, 

д 1’ @ 4’ 

аР _ ар @9 _ 49, 

а а’ Ч @а` 
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Эти уравнен1я доказываютъ, что производныя разностей Р-Р, и О—9,, взятыя шо 
хи по у, равны нулю; значить, эти разности не зависятъь отъ х и у и, сл$довательно. 
постоянны. 


О ПРЕДВЛЕНТЕ НБКОТОРЫХЪ ПРОСТЫХЪ ФУНКЦ 


$ 365. Опредфлене 2” при тж цфбломъ.—Прежде всего замфняемъ въ функщи 2” 
перем$нную 2 черезь ху у —1: прилагая формулу бинома, которая, въ случаЪ ц?- 
лаго показателя, вытекаетъ изъ правилъ умножен!я, имЗемъ: 


т | от 7 (т — 1) т т — 2 уу? т (т а 1) (ти БВ 2) (1% — 3) „т —1 4 
УИ —1) = |: РР у 
_ т(т—1)(т— 2) Ч. | 


о 1.2.3 





Не трудно видЪть, что это выражен1е удовлетворяетъ приведенному выше условю, и что 
производная отъ 2”, взятая по 2, точно равна, какъ и въ случаЪ 2 вещественнаго, иг””*. 
ДЪйствительно, доказательство покоится ($ 26) единственно на разложеви (2  й)", 
которое прилагается безъ измнен1й къ случаю 2 и й мнимыхъ. 

То же самое заключене относится, очевидно, къ какой бы то ни было цфлой 
функши отъ перем нной 2, и всякое выражене вида: 


А” ее А,” - Аа“ Е р не Ат_12 т Яя 3 (1) 


гдф А,, А.,..., Ат представляютъ постоянныя, вещественныя или мнимыя, есть функця 
оть #, имфющая производную 


т” + (т — ТА"... АН. 


Если многочленъ (1) зам$ненъ безконечнымъ рядомъ, то, какъ мы вид$ли (8 262), для 
значетй перем$нной, при которыхь этотъ рядъ — сходяпайся, рядъ производныхъ есть 
также сходяцайся и представляетъ производную ряда. СлЪдовательно, мы можемъ рас- 
прострапить наши заключен1я на сходяшлеся ряды, расположепные по степенямъ пере- 
мЪнной. Это зам чан1е очень важно и даетъ возможность, когда вещественная функщя 
развертывается въ сходяпийся рядъ, распространить опред$лете на случай мнимой пере- 
мЪнной, что мы покажемъ на нЪсколькихь примЪфрахъ. 


5 366. Опредфлене г. — Функшя се’ при 2 вещественномъ представляетъ веегла, 
сходянийся рядъ 





2 
Рот (1) 
_ ЗамФная 2 черезь х + у и — 1, составляем, выражение 


Кент ЕВ У — 14 д 
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которое и примемъ за опредфлене с” У-*". Не трудно найти сумму этого ряда и отдф- 


лить вещественную часть отъ мнимой. Въ самомъ дЪлБ, развертывая степени (2 Уп, 
входяния въ различные члены ряда, и соединяя въ этихь разложешяхь коэффищенты 


при о НнаходимЪъ, 
р аа" > 
д? #5 1) (%И— 1)" 
1.2.3. а а р а 


Вещественная часть есть 


(2% у = оу 
1.5. НЕ 1.2.3.4 1.250. 





а мнимая 


1/1 3 з 


1.2.3...р 2.31"1.9. 3:45 № 





слфдовательно, членъ съ 5’ будетъ 


д — . 
————_____(С0$ —1 $114), 
пир УЕУ у) 
и рядъ (1) приметъ видъ: 


. лй 


(6059 КУ 1 у) еее. 


ых 
|| 


= е” (созу | У —1 эшу); 
итакъ, окончательно имЪемъ: 


еРУ-1 — е(созу И 1 311). (2) 


Можно замтить, что хотя въ предыдущемъ доказательств члены разсматриваемаго ряда. 
переставлены, но тавъ какъ ихъ модули образуютъ сходяпийся рядъ, то это не иметь 
никакого значенля. 

$ 367. По самому опредфленю Ффункщя е’ выражается какъ для вещественныхъ, 
такъ и для мнимыхъ значенй 2 однимъ и тёмъ же рядомъ, — то же, сл$довательно, 
будетъ и для производныхъ въ обоихъ случаяхъ, иначе говоря, уравневе 


И о 


справедливо какь для вещественныхъ, такъ и для мнимыхъ значенй 2. Кром% того, не 
трудно убЪдитьея прямо, что выражеше 


©” (созу - У—1 эпу) 


364 


удовлетворяетъ даннымъ услов1ямъ ($ 359) и равно своей производной. Также можно 
повфрить формулу 


ее : в’ == Е (2) 
имфющую м5сто для всякихъ значений показателей 2 и и. Впрочемъ, неожиданности въ 
усп5х$ этой повЗрки и не можеть быть никакой. Въ самомъ дЪлЪ, © и е* представлены 
такими рядами, что уравнен1е (2) является тождествомъ для вещественныхъ значен!и 


перем$нной,— значить, нЪтъ ничего удивительнаго, если это уравненше остается справед- 


ливымъЪ и въ томъ случа$, когда х замфняется какимъ-угодно мнимымъ выражешемъ. 
Полагая х —= 0, имЗемъ: 


#"-* — созу - И—1 эму, 


а измБняя у на — у, пишемъ: 


е 9—1 — созу —И— 1 эту; 
изъ этихь формулъ выводимъ: 
ии 


У-1 —в-9У-! 
_ЗИ—1 


$ 368. Опредфленя $12 и со$г. — Функши $12 и с052 выражаются при веществен- 
номъ 2 всегда сходящимися рядами: 





пу ее 


р 2 2? 
$11 — 2 — ———— —— м, 
ОТТО 


р? 2“ 


4%: 
Гат 1.2.3.4 


Замфняя 2 черезъь х ГуИ—1, находимъ два ряда, также всегда сходяпцеся, которые 


мы примемъ за опредЗлешя эт (5 ГуИ— 1) и с0з (ху У— 1). Изъ опредфленйй с", 
5102 и 605 непосредственно вытекаетъ, что для всякихъ значешй 2, вещественныхъ или 
МНИМЫХЪ, | 


"1 — созё + У 1 эшг, 
е"У -* — с05ё — И —1 ышг, 
и, сл довательно, | | 
У 1 Ч- ету 
‚2 вет 
ФИ ежи= ; (1 


©0052 — 
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Эти формулы даютъ возможность вычислить, не прибзгая къ рядамъ, какъ веше-. 
ственную, такъ и мнимую часть какого-угодно синуса или косинуса. ИмФемъ: 








вит 1—у —2У —1+у у —# Е 9 4“ 
2 2 2 | 
чи ь.® (2) 
ай У 11-14 об 
зш(я-у У — И т а ге 
У —1 `) 
При 1 ==0 эти формулы будутъ: 
ВЫ Е. 
су —1= зи 
2 
АА 10" ЗЕЕ 
т, 
: 2У —1 2 | 
отсюда заключаемъ: 
с0з(% Ру У — 1) = 003 2603% И —1-— зшзшу У — т, | 
| | (3) 


зш&-РУуТ — 1) =зхе0зу У —1- созхзту У —1. 
06% эти формулы, впрочемъ, только частные случаи формулъ боле общихъ: 


с0$(и - 2) = 608% с0$9 — т изшу, | 


; (4) 


з(и -- 9) = эт и с0$9-- зто сз, ) 


имфющихъь м$сто для значенй и и ©, вещественныхъь или мнимыхъ. Можно также по- 
вфрить формулу 


$172 -- со = 1, (5) 


которая вытекаетъ изъ уравнев!й (1) и которая, въ соединеви съ уравнешями (4), даетъ 
возможность распространить главныя формулы тригонометри на случай мнимыхъ пере- 
МЪННЫХЪ. 

Видъ рядовъ, представляющихь зшё и с052, показываетъ, наконецъ, что, какъ 
для вещественныхь, такъь и для мнимыхъ значений г существуютъ равенства: 


(Ш 2 
42 





— ©05 2, 


4032 _ в. 
а “ще > р 





366 


$ 369. Опредфлене {алс2. — Такъ какъ функшя {апог не развертываетея въ рялъ 
при всякомъ вещественномъ значени 2, то она не можеть при 2 мнимомъ опредлялъея 
т$мъ рядомъ, который ее представляетъ. За опред$лене примемъ 


$10 2 
(апо 2 — —— 
с03 2 
и, сл довательно, 
оу 2у—1 ( о ) 
тает ЗУНУ — =и—1 Рае ву= ? 


примемъ также 


1 Еи-1 у, м о 














{2152 5312 е*У-*— ру-1 ] 2—1 
Формулы 
ато _ |1 
42 = 052’ 
4с0%2 __ 1 
2 90 
приложимы къ какимъ-угодно значенямъ 2. Въ самомъ дл, правило дифференци- 
рованя дробей, прим$ненное къ = И КЪ ‚ Дастъ одинаковые результаты какъ въ 


случа вещественнаго, такъ и мнимаго 2; значить, и дальнфйция упрощев!я будутъ 
одинаковы въ обоихъ случаяхъ. 


$ 370. Опредфлене 12. — Когда 2 и и связаны уравнешемъ 
ЕЕ", (1) 
то говорятъ, что и есть неперовъ логариемъ 2, и пишуть: 


и —= |; (2) 
такъ какъ 2 является функшею отъ и, то и будеть функшею оть 2. Въ самомъ 


| . аи 
дЪлЛЪ, чтобы это было такъ, необходимо, по нашему опредфленю, чтобы отношене Е 
было опред$леннымъ; это же послЗднее услове непрем$нно выполняется, потому что 
а2_ Ь 

— — опредЗленное отношевше. 

аи 





Предполагая г =х у У —1, мы легко выводимъ и вещественную, и мнимую 
часть 12 изъ предыдущаго. предёхв ый 


Пусть № =р-аИ —1, мы должны имфть: 


о Нуу —1=е7*"- 1 = #2 (сва + У —1я19),. (3) 


1 это уравнеюме равносильно двумъ слЪдующимъ: 


х—е' 054, | 
; (4) 
у — е’зта, } 


откуда 


1 
с" — Р-Н, {ао а = р. 


(5} 
и, слдовательно, 
] | 
р=5 Ц -У), (6) 
ии Сы 
4 = агаапе >, (7) 


понятно, что |(1” -- у’) есть обыкновенный неперовъ логариемъ вещественнаго и положи- 
1 
тельнаго числа 2* - у’; атобале представляетъ безчисленное множество дугъ. Пусть а 


наименьшая изъ внихъ; слЪдуетъ замфтить, что такъ какъ 4 опредфляется своимъ сину- 
сомъ и косинусомъ, то къ « можно прибавить кратное 2*, но не какое-угодно кратное к, 
какъ въ томтъ случаЪ, если бы мы приняли во внимане только уравневе (7); итакъ, 
окончательно имфемъ: 


ел 1 , Е 
(е-уу = -У У —1@-+ 2%), 
гдВ а наименьшая изъ дугъ, тангенсъ которой есть и & — произвольное пБлое число. 


Уравнене 


У 1 — 60$ 9 + У — 1151 2к —=1, 


между прочимъ, показываеть А рот, что можно прибавить къ показателю е какое- 
угодно кратное 2х У — 1, не изм$няя значения показательной мнимой величины, и, слф- 


довательно, къ логариему также можно прибавить какое-угодно кралное жу/ —1. 


$ 371. Уравнене 


но опредЗлевю, есть слфдетве 
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имфемъ: 
42 


= —& 


и 
и, сл довательно, 
аи _ Фе 1 


ея =, 


что легко вывести непосредственно по значению [2. 


$ 372. Опредълене 2” при какомъ-угодно значенм х.— Если положить г = Ни У а. 
то, по предыдущему, 


2 — е?+1 У- 1, (1) 
гд$ ри 4 значеншя, найденныя въ 5. 370-мъ. Такимъ образомъ выражете 2” равносильно 
(ау, (2) 


Чтобы возвысить показательную мнимую величину въ степень тж, примемъ за 
опред$леше, что нужно умножить показателя на 2, и, значить, положимъ 


2" — е® +9 Ут 224 8) 


при чемъ 4 заключаетъ въ своемъ выражеши произвольное кратное 2*, которое, не вщяя 
на значете выраженя (1), измфняетъ, наоборотъ, посл умножешя 4 на т, значене 
показательной величины (3); поэтому 2” есть недостаточно опредфленная функщя отъ 2. 


. й 
Если показатель м — вещественный и равенъ —, г й и д — цфлыя, то 
9 


ь р в р РЕ ЗИ 
+8 И = сов-4 УТ). 


—е 7 


и если въ этомъ выражен!и замЪнить, какъ мы это допустили, 4 на 9 | 2", то оно 
_приметь ровно столько различныхь значен1й, какъ великъ знаменатель д. 


р 


Если показатель 7% — мнимый и равенъ 7(с05 «-|- У —1 по), то, полагая 


р-+ау — 1 =^ (е08 оу —1 $ 9), 


будемъ имЪть: 


Ее ое + 6+ У та (+6) — 07608 (2+6) [оз [иурзш (ф Ро) НУ — 1 зу - в); 
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. Это выражене даеть для 2” безчисленное множество различныхъ значенй, потому что 
входяшИй сюда уголь < зависить отъ выраженя у--9У— 1, вь которомъ можно 
прибавить кь 4 какое-угодно кратное Эт. 





О ФУНКДТЯХЪ НЕДОСТАТОЧНО ОПРЕДЖЛЕННЫХЪ 


$ 373, Среди только-что раземотр$нныхь функшй слЪдуетъ особенно отмЪтить с’, 
32, 6032, 92 и # при т п$ломъ, какъ функши вполнф опред$ленныя; при всякомъ 
значени 2, вещественномъ или мнимомъ, каждая изъ нихъ пр1обр$таетъ одно опред$- 
ленное значеше. Наоборотъ, функши 12, 2” при т нец$ломъ пр1обр$таютъ при всякомъ 
значении 2 по много различныхъ значенй, одинаково удовлетворяющихъ ихъ опредзленю. 
Однако важно въ большинств$ случаевъ сумЪть выдфлить требуемое значене; по этому 
поводу мы дадимъ нФкоторыя разъясневия. 

Пусть дана недостаточно опред$ленная функпля. Разсматривая отд$льныя значеня 
х иу, можно принять безразлично какое-либо одно изъ ея выражений; но разъ выборъ сдз- 
ланъ, то при дальнЪйшемъ изм$нен!и значений х и у, начиная съ первоначально разсмотр$н- 
ныхь, поелЪдовательныя значеня функщи, предполагаемой непрерывною, будутъ, вообще 
говоря, опред$ленными, ине представится болЪеслучаевъ понЪ сколько значений одновременно. 

Пусть, напр., функшя «(д - у/И— 1), каково бы ни было ея опредфлеше, допу- 
скаеть для данныхъ значешй х и у н$Ъкоторую неопредЗленность, т.-е. возможность 
выбора между н$сколькими различными значетями; въ нЪкоторыхъ случаяхъ, напр.., 
когда ©(х -- иИ— 1) =1(% + УИ—1), число такихъ значев!й безконечно-огромно. 

Приписываемъ х и у начальныя значен1я х, 9 и выбираемъ произвольно изъ 
всЪхъ значений, подходящихь подъ опред$левше данной функщи, какое-нибудь одно для 
составлешя выраженя о(х, + у ИМ— 1). Далфе, заставляемъ измфняться х и у непре- 
рывно по такому закону, чтобы точка, координаты которой х и у, описывала на плоскости 
произвольную кривую, начинающуюся въ точкБ, координаты которой 2%, у; при условия 
безконечно-малаго изм$нев1я функщи, когда сама перемБ5нная измЗняется тоже безко- 
нечно-мало, исчезаетъь веякая неопред$ленность, и должно принять для функши, въ 
казкдой точкз, значеше, вообще говоря, единственное, которое, удовлетворяя опред$лен!ю, 
безконечно-мало отличалось бы отъ значеня, соотвЗтетвующаго безконечно-близкой пред- 
шествующей точк$. Одно только будетъ исключеюме въ томъ случаЪ, когда для одной 
изъ разсматриваемыхъ точекъ два значен1я функщи явятся совершенно равными между 
собою. Если законъ непрерывности приводитъ къ принят этихъ значений, то, сл$дуя 
по кривой, представляющей законъ изм нен1я х и 9, мы окажемся для точки, безконечно- 
близкой къ той, о которой идеть р$чь, предъ лицомъ двухъ значенй, безконечно-мало 
отличающихся одно отъ другого, которыя оба могуть быть приняты, такъ какъ оба. 
удовлетворяютъ закону непрерывности, принятому за критерумъ; эти значен1я дал$е 
разойдутся и пр!обрфтутъ конечную разность, такъ что вновь настанетъ неопред$лен- 
ность функщи для всфхъ точекъ, расположенныхь за этою критическою точкою, гд$ она 
впервые обнаружилась. __ 

^ Изь опредфлешя функци Ух-—у/—Л видно, что она пробрЪтаеть по два зна- 

ченя равныхъ, но противоположныхь по знаку. Эти значев!я совпадаютъ при х = 0, 
у = 0; значитъ, для этой функщи черезъ начало координатъ не должна проходить кривая 
значенй хиу. ‘. 


‹ 
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Для функии 11+ 2 + уУ— 1) критическая точка соотвфтствуеть значенямь 
у — 0, 1 — — 1, для которыхъ ве значеня логариема обращаются въ безконечность, 


$ 374. Для точнаго опред$левя одного изъ значенай функщи Ф(х - У/И— 1) нЪть 
никакой надобности знать кривую, которая соединяетъ точку, соотв тствующую даннымъ 
значенямъ х и 4, съ тою произвольною точкою, для которой мы дфлали выборъ вначалф. 
ДЪйствительно, такъ какъ возможныя значеня функщи не составляютъ непрерывнаго 
ряда, видъ же кривой изм$няется, по предположению, постепенно, непрерывнымъ движе- 
н1емъ, то функшя неизбЪжно должна оставаться неизмЁ8нною до того момента, когда 
наступаетъ внезапно рЪзкое изм$нене, сообщающее ей новое значеше и заставляющее ее 
пр!обрЪсти сразу конечное приращене. Такъ, напр., если функщя 1(х Р уУ—1) измт- 
няется, при данныхь значемяхъ х и у, то она не иначе можетъ возрасти, какъ только 
на кратное 2=И— 1. Подобныя же рфзыя измфневя, какь мы сейчасъ покажемъ, воз- 
можны только тогда, когда кривая, теряя свой видъ, переходитъ черезъ одну изъ точекъ, 
соотвЪтствующихь равнымъ, безконечнымъ или неопредЪленнымъ значенямъ функши. 

Въ самомъ дЪлЪ, раземотримъ начальную точку 4, имВющую координатами х., %, 
и пусть будетъ задана точка Б координатами х,, у; предположимъ, что подвижная 
точка М отправляется изъ А въ В по н$которой кривой; если въ А мы для функция 
имфемъ значеше ©(% - % И— 1), то въ В мы для той же функщи должны принять, 
вслЬдстве ея непрерывности, значене ©(х, -|- 9, И—1), при чемъ х и у принимаютъь 
въ послЪдовательномъ порядЕ$ значеюмя, равныя перем$ннымъ координатамъ подвижной 
точки М. Предположимъ далЪфе, что мы переходимъ изъ точки А въ точку В по н$ко- 
торой другой кривой, безконечно-мало отличающейся отъ первой, и притомъ такой, что 
между ею и предыдущей не содержится ни одной изъ тфхъ точекъ, о которыхъ мы 
говорили выше; принимая для (2 - %И—1) то же значеще, что и въ предыдущемъ 
случаЪ, мы найдемъ также и для о(х, Ру И—1) прежнее значеше. Дйствительно, 
об$ подвижныя точки М и М’, пробЪгая по нашимъ кривымъ, отправляются одновре- 
менно изъ 4, чтобы притти одновременно въ ВБ, и притомъ по такому` закону, что 
разстояне между ними все время остается безконечно-малымъ. Когда точка ЛМ пробЪ- 
гаеть по первой кривой, то значешя, принимаемыя послФдовательно функщей, опред%- 
ляются тфмъ непрем$ннымъ условемъ, что они должны составлять непрерывный рядъ; 
для каждой же точки въ отд®льноети представляется на выборъ, по опред$лен!ю самой 
функции, много различныхъ значенй, всегда, по предположен1ю, неравныхъ между собою. 
Пусть А обозначаеть число, меньшее наименьшаго изъ модулей разностей между двумя 
возможными значешями функшй въ какой-угодно точк$ этой кривой; ясно, что для двухъ 
безконечно-близкихь точекъ, изъ вкоторыхъ одна расположена на кривой, модуль разности 
между двумя значетями о, совм$стимыми съ опред$лешемъ функщи, будеть тоже пре- 
вышать Д, если только онъ не безконечно-малъ. Въ начальной точкВ, коорлинаты которой 
2, %, значенме функщи было выбрано, и когда подвижныя точки, исходя изъ этой 
начальной, проб®гаютъ одновременно обЪ кривыя, начальная разность между значен1ями 
функци разна нулю и имЪетъ модулемъ нуль. По выше приведенному условю этоть 
модуль долженъ быть постоянно или безконечно-малымъ, или больше Д, а такъ какъ, 
чтобы стать больше Д, онъ долженъь быль бы сразу рзко измВнить свою величину, то, 
значить, онъ долженъ все время оставаться безконечно-малымъ. Итакъ, когда 06% точки 
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придуть вмЪсть въ В, соотвЪтственныя значензя о будуть различаться между собою на 
безконечно-малую величину, что неизб$жно приводитъ къ ихъ полному равенству, потому 
что всЪ возможныя значения функши въ точЕБ ВБ по предположен1ю различны и ихъ 
разности имфють конечные модули. 

Если бы ‘эти двЪз кривыя содержали между собою одну изъ точекъ, для кото- 
рыхъ два значеня х являются равными, то количество А было бы безконечно-малымъ, 
и предыдущее разсуждеюе утратило бы свою силу. СлЪдовательно, значенте функщи $, 
относящееся къ точкБ В, можетъ измфниться при одномъ и томъ же начальномъ зна- 
чени, соотвфтствующемьъ точкЁ А, когда кривая, соединяющая обф эти точки и представ- 
ляющая промежуточныя значешя перемЪнной, проходитъ, безконечно-мало отступая 
отъ своего вида, черезъ одну изъ точекъ, для которыхъ два значен1я функши х являются 
равными между собою. 


$ 375. Чтобы пояснить вышеизложенное примЪромъ, разсмотримъ функцю 


ое РуУИ—1) =Уз+ ит, 


которая можетъ им$ть, для каждой точки, по два значеня равныхъ, но съ противопо- 
ложными знаками. Пусть, для х = 1, у = 0, 


е(х УИ = 1. 


Такое допущен1е опред$ляетъ функшю для какихъ-угодно хи у, связанныхъ, по пред- 
положеню, съ начальными значешями х — |1, у==0 непрерывнымъ рядомъ промежу- 
точныхъ, не заключающимъ въ себЪ х —0, у== 0, для которыхь оба значеня функши 
обращаются въ нуль и, слфдовательно, равны между собою. Пусть подвижная точка 
отправляется изъ точки А, координаты которой х = 1, у = 0, и, описывая непрерывную 
кривую, возвращается снова въ ту же точку; приписывая х и у значення, соотв$тствуюцщия 
координатамъ точекъ этой кривой, и возвращаясь къ начальнымъ значен1ямъ 42, 4, 
увидимъ, что функшя приметъ также свое начальное значене, если кривая не содержитъ 
внутри себя начала координатъ; въ самомъ дфлфз, въ этомъ случаЪ можно кривую, сохраняя 
т$ же оба ея конца, сходянлеся въ 4, привести къ нулю посредствомъ непрерывнаго 
видоизмнен1я, при чемъ она ни разу не пройдетъ черезъ вышеупомянутую критическую 
точку и, значитъ, конечное значен1е ф останется безъ измфнен1я. Другое совс$мъ д$ло, 
если начало расположено внутри кривой. Предположимъ, напр., что перем$щене, начиная 
отъ точки, координаты которой х=1, у=— 0, происходить по кругу, описанному изъ 
начала, какъ центра, рад1усомъ, равнымъ единиц, и пусть х обозначаетъ центральный 


уголъ, отечитываемый по этому кругу отъ начальной точки въ направлении, обратномъ 
движен!ю часовой стрЪлки; тогда, 


& НуУ— 1 = созо -- У—1 шо, 
ИУзуу—1== (У Зи $). 
Когда’ х равно нулю, мы принимаемъ, по соглашеню, значене -- 1 и, слёдова- 


тельно, знавъ: -- передъ скобками. Съ этого момента но закону непрерывности мы всегда 
38* 
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должны брать знакь -- ; дЪйствительно, такъ какъ выражене въ скобкахъ вь нуль 
никогда не обращается, то изм$неше знака | на — повлекло бы за собою сразу рЁзкое 
изм$нене въ значеши функши. Итакъ, когда послз цЗлаго А по кругу имЗемъ 


Ф — 2, 
Ус» ЖЖ И—1 31 9* = У1 — -- (©05к ЧИ— 1 зщ) = — 


Отсюда видно, что хотя мы и возвратились въ точку отнравлен1я, однако функцая 
не вернулась къ своему прежнему значеню -- 1. Значитъ, 22 — существенно неопредф- 
ленная функшя. Когда, посредствомъ произвольнаго выбора, мы удаляемъ одно изъ зна- 
чен1й, соотв$тствующихь данному 2, оно вновь появляется, какъ слЗдетне изъ закона 
непрерывности. 


$ 376. Разсмотримъ еще функшю 


и= (1 =)", 
гдЪ т обозначаетъ какое-угодно положительное или отрицательное число. Когда хи 1 
даны, эта функтя принимаетъ различныя значеня, которыя вс при х = — 1, у=0 


обращаются въ нуль или безконечность, смотря по знаку числа т. Примемъ теперь, при 
данныхъ значеняхъ х и 9, опред$ленное значене для и; выбираемъ, напр., для и, при 
х —= 0, у=0, значене, равное 1 и затфиъ измняемъь хи у непрерывно, до т$хъ поръ 
пока не получимъь х =, у=4,. ЧослЪдовательныя значешя и будутъ вполнф опре- 
дзленныя, не исключая крайняго, которое останется безъ изм$неюя, если кривая послЪ- 
довательныхь значенй хи у видоизм$няется, сохраняя т же конечныя точки и ни разу 
не переходя черезъ точку, соотв$тствующую х —= —1, у=0. Это усломе неизбЪжно 
выполняется, пока модуль 2 остается меньше единицы: всВ соотвЪтственныя точки по- 
падутъ въ этомъ случа внутрь круга, описаннаго изъ начала, какъ центра, радусомъ, 
_равнымъ единиц®, и тЪ кривыя, которыя онф опишуть, никогда не пройдутъ черезъ 
критическую точку, расположенную на контур этого круга. Итакъ, при этомъ соглашени 
каждой точкЗ внутри круга будетъ отв$чать одно опред$ленное и легко вычисляемое 
значен1е 4. 





Черт. 30 


_ Пусть. будутъ, (черт. 30): О — начало координат, соотвтетвующее 2 —=0, А4А—кри- 
тичесвая зе зоотвфтствующая 2 —= —1, и М— ОНИ, точка. ‚внутри хруга,. 
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соотв®тствующая 2=л-- уИ — 1. Предположимъ, что подвижная точка, отправляясь изъ 
0, приходитъ въ М, не выходя изъ круга рад1луса, равнаго единиц; требуется найти то изъ 
значевй и, отв$чающихъ крайней точк$ М, которое связано непрерывнымъ рядомъ промежу- 
точныхъ значенй этой функши съ ея начальнымъ, и=1, принятымъ для точки О. Положимъ 


1 РуИ— 1 = р(созо -И—1 о) 


и иримемъ р и о за полярныя координаты точки М; въ такомъ случа полюсъ мы 
должны помфстить въ точкЪ А, а за ось принять ОХ, при чемъ уголъ ®, разум$ется, 
мы можемъ увеличивать или уменьшать на кралное 2т. Будемъ имЪть: 


и = р"(с0з% + И—1 то)" = р” (созто - И —1 внито); 


остается рЪшить, кая значешя, въ этомъ выражени, должевъ получать уголъ ®. Л 
сотлашеню, при 2 = 0 имемъ и = 1; сл$довательно, должно принять х =1, ® =0. 
Дал$е, когда 2 измфняется непрерывно, р и ® изм$няются также непрерывно, и очевидно, 
что, такъ какъ М не выходить за кругъ, описанный изъ точки 0, какъ центра, радусомъ, 


и п 
равнымъ единиц, то « остается въ пред$лахъ между — ой —- —, что устраняетъ вся- 


кую неопрел$ленность. 
Если же точка, которой отвЗчаеть значене 2, движется свободно по плоскости, то 
соотвфтственное значене ®, изм$няясь по правиламъ непрерывности, уже бол$е не обязано 


т к . 
заключаться между — си -- о; выбирая для и попрежнему значете -г 1, соотв тетвующее 


начальному значеню 2 = 0, мы должны для всЪхъ значений 2, не исключая даже 2 —0, 
какъ конечнаго, принимать и за функщю неопред$ленную. Въ самомъ дЪлЪ, въ выражени 


(1 --.2)" = р" (созть + И — 1 эниие) 


« — 0 отв$чаетъ, по соглашен1ю, начальному значеню 2 = 0; далфе, зам$чаемъ, что ® 
представляетъ уголъ, составляемый рад1усомъ-векторомь АМ съ осью АО, при вращени 





Черт. 31 


точки, взятой на плоскости и соотвЪтствующей значению 2, вокругъ точки А; отеюда 
ясно, что « при каждомъ` оборот$ будетъ получать приращенше, равное Эт. Если, напр., 
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точка при переходз изъ О въ М движется такъ, какъ представлено на чери. 31-мъ, 
то по закону непрерывности « мы должны принять равнымъ углу МАО, увеличенному на 
4; ВвЪ такомъ случаЪ, полатая МАО=а, будемъ им$ть: 


—(1 - 2)" = о" [с05 (та —— Атж) -- У — 1 эп (ма -- 47ж)]|. 
Если подвижная точка возвращается въ О послЪ одного оборота вокругь 4, то 
и — 6082тж -- и— 192 р 


и, слфдовательно, допущене единственности значеня и = 1, отв$чающаго 2 —=0, не- 
совместимо съ непрерывностью функщи, которая является существенно неопред$ленною 
съ самаго начала, когда мы не поставили никакихъ услов!й для значений 2. 


$ 377. Газемотримъ, наконецъь, функшю 


и=1а- д, 
имфющую, по опред$леню, для каждаго значемя 2 безчисленное множество различныхь 
между собою значенй, которыя вс при 2=—1 обрашаются въ безконечность. Для 


2 —= 0 имфемъ: 
и= 1 =2жуИ —1. 


Беремъ # —=0 и предполагаемъ, такимъ образомъ, что, для ‘2 —=0, и приводится къ нулю. 
Если 2, начиная со значетя нуль, измЪняется непрерывно, и если кривая, точки 
которой представляютъ его послБдовательныя значеюя, не проходитъ черезъ точку, 
соотвфтетвующую 2 = —1, то послЗдовательныя значенля 1(1--2) будуть вполнз опре: 
дфленныя. Если мы потребуемъ, чтобы 2 равнялось х, Ру, У —1, то соотвЪтетвенное 
значен1е и будетъ зависфть оть кривой, соединяющей начало съ точкою, координаты ко- 
торой т,, у... Однако, это значеше останется безъ перем$ны, если эта кривая и на- 
чнеть видоизмЪняться, но не переходя черезъ точку, соотвЪтствующую` &—=—1, для 
которой ве значетя 1(1--2) обращаются въ безконечность. Это услове, очевидно, бу- 
детъ выполнено, если модуль 2 подчинить тому же условю, какъ и въ предыдущемъ 
случа, т.-е. чтобы онъ оставался постоянно меньше единицы. При такомъ соглашени 
каждой точек внутри круга, описаннаго изъ начала, какъ центра, рахжмусомъ, равнымъ. 
единиц, будетъ отв$ чать одно опред ленное значенме и, которое мы сейчасъ и вычислимъ. 
ИмЗемъ (8 370): 


К =-у И-= а +4 1-+У = Така (9 -1 





остается только р$5птить, какую изъ дугъ, тангенсъ которыхъ равенъ МЫ ДОЛЖНЫ 


у 

#1’ 

выбрать. По допушеню, для 1—0, у=0, имЗемъ: ^ 
а=2уу—0=0; 


у 





слфдовательно, дуга атоапв - т Должна быть взята равною нулю. Поелё этого —— 


Е 


№: можеть. обратитьея ВЪ с Пока точка,  воординаты которой фиу, остается. 


315 


9 
х—1 


устраняетъ всякую неопредзленность. 
Полагая, налпр., 





п т 
внутри круга; значитъ, атёале остается въ предФлахъ между — т -- ыы что 


д ГУУ — 1 = с0зо + У —1 это, 


легко находимъ: 


1 (1 - в0$2 И — 1319) =1 |= (сое 5) 








—= У — 1 агоапе (д ь 2); 


] 
въ полученномъ выражени -= передъ соз 5 $ въ первомъ членЪ показываетъ, что нужно 
удержать тотъ изъ двухъ знаковъ, при которомъ логариемъ былъ бы взятъ отъ положи- 
тельнаго числа, коэффищентъ же при У ——1 долженъ содержаться между зо И + % 


Самое общее значете гобоя (‘але 5 з) будетъ 


Ф 
о —- бк, 


. . к п 
гдЪ$ значене цфлаго числа к, при которомъ это выраженте содержится между — 5 тэ, 


очевидно, единственное. 


Если промежуточныя значешя перем$нныхъ 5х и у при переход$ посл$днихъ отъ 
начальныхъ значенй л=—0, у=0 къ разсматриваемымъ ничЪмъ не обусловлены, то 


у 
о 


ставляется съ осью Х-овъ радлусомъ-векторомъ, соединяющимъЪ подвижную точку съ 
Г № 
А м 10 


Черт. 32 





предыдуния заключеня теряютъ свою силу; уголъ, тангенсъ котораго равенъ со- 


мм 


неподвижною 4, координаты которой у = 0, х = — 1; если ращусъ-векторъ дфлаетъ 
несколько оборотовъ вокругъ своего неподвижнаго начала, то уголь увеличивается ва 
2, повторенное столько же разъ. Если, напр., предположить, что значен1я, посл$довательно 
приписываемыя х и у, будуть координатами точекъ замкнутой кривой (черт. 32), начи- 


нающейся въ точкЪ О и снова возвращающейся въ ту же точку, то, зная, что начальное 
значене 1(1-- 5), соотв$тетвующее г = 0, по предположению, есть также нуль, мы 
должны принять, посл5 того какъ 2 снова вернется къ нулю, пройдя промежуточныя 


р 9 > ? :3 
значен1я, соотвЪтствуюция точкамъ кривой ОММ'МО, агевие у 


бж-1 





— 4 и будемъ 
имЗть: 


11-2) =1а) =4*« У-1. 


Итакъ, функшя 1(1 -- #), если мы желаемъ имфть ее непрерывною, есть существенно 
неопредЖленная подобно (1 -- 2)", когда значенмя, кавя можетъ получать 2, не подвер- 
таются никакому ограничен!ю. 


РАЗЛОЖЕН!Е ВвЪ рядъ МНИМНХЪ ФУНКЦТЙ 


$ 378. Для н$которыхъ мнимыхъ функшй представляющие ихъ ряды служатъ въ 
то же`время и ихъ опред$лемемъ. Таковы функщи е, 12, с0$2, развертываюпляся для 
вс$хъ значенй 2, вещественныхъ или мнимыхъ, въ ряды по степенямъ перем нной 2, 
отъ которой он являются функшямя непрерывными, всегда конечными и опред ленными. 
Аналогичное опредфлевн1е невозможно для такихъ фувкшй, какъ 1(11 2) и (+2, 
разложен1я которыхъ будуть сходящимися только для нфкоторыхъ значенй перем нной 
дфиствительно, оно привело бы къ заключеню, что для всЪхь прочихъ значений фупкиая 
перестаеть существовать. 

Если, напр., принять за опредБлене 


2? 23 2* 
ЕЯ пе т ы 


то для всЪхъ значешй 2, модуль которыхъ превышаеть единицу, |[(1--2) обратится 
въ безконечность и, слЗдовательно, функщя перестанетъь существовать. Такъ же неудобно 
принять за опред$леюме функши (1 -- 2)” извфстный рядъ, въ который она разверты- 
вается при 2 вещественномъ и меньшемъ единицы. 

Да и & рой можно усмотрЪть, что выводы, къ которымъ насъ привело изучеше 
функшй 1 |2), 1-2”, несовм$стимы съ существованемъ ряда, расположеннаго 
0 степенямъ & и представляющаго, для всякаго значетя перем$нной, ту или другую 
изъ этихъ функшй. Въ самомъ дЪлЪ, рядъ при каждомъ значении 2 можеть дать только 
одно значене для функщи, тогда какъ (88 376, 377) опред$лен!я пи на много 
нераздъльныхье дру оть дру значенй. 

Не избЪжать затрудненмй и при томъ предположеюи, что существуетъь столько 
различныхъ рядовъ, сколько значешй функщи, потому что хотя вЕаждый изъ нихъ и 
представилъь бы непрерывную и опред$ленную функшю, всё-же ихъ совокупность не 
обладала бы этимъ отличительнымъ свойствомъ функщи оставаться непрерывною лишь 
при услови взаимнаго перехода другь въ друга ея различныхь значений, когда пере- 
м$нная, посл$ надлежащихъь измфненй, возвращается къ своему первоначальному значению. 


6 379. Если функшя опредзлена для всЪхЪф значенй перемнной, вещественныхъ 
или мнимыхь, то можно назначить предфлы, вн которыхъ ея разложеюме въ рядъ не- 
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возможно. Чтобы функщя развертывалась въ рядъ, необходимо, чтобы она была непре- 
рывною, конечною и вполнЪз опред$ленною для значенй перемфнной, модуль которыхь 
меньше радлуса круга сходимости ряда ($ 261). Если рядъ обрашается въ безконечность 
для какого-нибудь значеня перемфнной, то онъ также обращается въ безконечность для 
значенй съ ббольшимъ модулемъ (8 258). СлБдовательно, функлля, обращающаяся въ 
безконечность для частнаго значеня перем$нной, имЪющаго модулемъ ЮВ, можетъ раз- 
вертываться въ рядъ только для значений съ модулемъ ниже ВР. Это замЗчан1е приложимо 
къ производной отъ функщи, потому что производная отъ сходящагося ряда, расположен- 
наго по степепямъ перемЪнной, представляетъ всегда сходянийся рядъ; такъ, напр.., 


функщя а’балог, производная оть которой, равная обращается въ безконечность 


1 
1+2’ 
при 2= У— 1, можеть развертываться въ рядъ по степенямъ 2 только для такихь 
значений 2, модуль которыхъ не превышаетъ единицы. 





_ 8 380. Чтобы функшя развертывалась въ рядъ по степенямъ перемфнной, нужно 
наконецъ, чтобы она была вполнз опред$ленною, т.-е. чтобы каждому значен1ю пере- 
мфнной могло отвЪчать лишь единственное значен1е функци. Съ перваго взгляда кажется, 
что всегда возможно избфгнуть многозначности, сдфлавъ надлежапий выборъ между 
значенями функщи, такъ чтобы для каждаго значеня перем$нной приходилось по одному 
линь значеню функши; но мы видфли, что подобное соглашевме иногда несовместимо 
съ непрерывностью функщи, являющейся не менЪе необходимымъ условемъ для разло- 
женя въ рядъ. Поэтому функшя (1--2)” посл того, что сказано въ 8 376-мъ, не 
можетъ быть разложена въ сходяшийся рядъ для значенй 2, модуль которыхъ превос- 
ходитъ единицу. Наоборотъ, если подчинить перем$нную 2 условю, чтобы она получала. 
только тавюя значеня, модуль которыхъь меньше единицы, то ни одно изъ вышеприве- 
денныхъ услонй не будетъ препятствовать возможности разложеная, которое съ этого 
момента, какъ мы это докажемъ во второмъ том, возможно и опред$ленно. 


РАЗЛОЖЕНТЕ 1(1-- 2). 


$ 381. Теперь мы можемъ доказать законность разложетя 1(1 -- г) для веществен- 
ныхъ или мнимыхъ значенй 2, модуль которыхъ меньше единицы. Въ самомъ дфлЪ, 
каково бы ни было вещественное или мнимое значеше .г, им$емъ тождественно: 


1 а" 


В и ое у 
1-8 ея " т: 





(1) 


Если модуль г меньше единицы, то модуль 2” стремится къ нулю и, сл довательно, 


1 
и выражается сходящимся рядомъ 
са 2 и —1 эп О 
—=1 2+7“ —... — 9 Е 2” о (2) 


т --. 8 
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1 
Отсюда вытекаетъ, что 1(1 - #), производная отъ котораго равна т т ‚ отличается 
2 

только на н5которую постоянную отъ ряда 

2 $ 3% 

АЕ 2 

2 и в бе М ‚оз 
оз иг. .-› 


производная отъ котораго есть’ вторая часть равенства (2), и если принять, что, при 
2 —=0, 1(1-- 2) обращается въ нуль одновременно съ рядомъ, то будемъ имфть: 


2 


# 


о у 


итакъ, этоть рядъ доказанъ для вс5хъ значен|й 2, модуль которыхъ меньше единицы; 
1(1 - 2) въ этой формул есть непрерывная функшя отъ 2 и имфетъ, слЪдовательно, 
значене, вычисленное въ 8 377-мъ; это значене—единственное, совместимое съ двойнымъ 
услонемъ для функщи: быть непрерывною и обращаться въ нуль одновременно съ 2. 


$ 382. Полагая 


8 — р(с0$Ф -- У— 15) 
имфемъ ($ 377): 





Ее 1 | = 11 
1(1 + осозФ - р У— 13то) = о 111 -Н р’ - 2рсо$2) + У— 1 агеапо о 


п 
2 


самое значене 2 въ рядъ и приравнивая другъ другу отдФльно вещественныя части и 
отдфльно мнимыя, будемъ имЪть: 


к 
гдф дуга, опред$ляемаясвоимътангенсомъ, должнабыть взята между — — и | о: Вводя то же 























1 о? З } 
5 111 -- 2’ -|- 2реоз%) = ре0зФ — е 60520 а 6083 —..., 
| (4) 
08115 м “. . в. 
але 7 = о — — —— реа. 
ато апо т ео $112 5 яиао -- 5 5103$ 
полагая р —= 1 и замфчая, что 
2 - 203% == 4с05* 5 <, 
т Ф 
агсап —— 
51 -- с05о 2 тм, 
напишемъ: 
1 а 25 6052Ф ‹ 60586 _._ с05Ф ] 
514608 5$ = 608$ о -- а В ВЕ 
ен % | (5 
Е Чао __ Я У 515$ _ тЫ а 
2 2 3 я | 
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гдЪ цфлое число № нужно выбирать такимъ, чтобы первая часть второго уравнешя содер- 


1 


т т 
жалась между — и “Раки Если фх само содержится между —пи т, то мы должны 


взять { = 0 и будемъ имЪть: 








| о ыы 
= рр — о мя о ЕЕ... (6) 


ь>|-6 


Мы видимъ, что если ф увеличивается непрерывно, то рядъ, образующий вторую часть, 
претери$ваеть р$зкое изм$нене въ тотъ моментъ, когда ф = п, а сумма переходить 
, т ь 

отъ значенля, безковечно-мало отличающагося отъ =, къ значеню, безконечно-мало превы- 
к ь С 

шающему — 5. ДЪйствительно, по $8 264-му производныя отъ членовъ ряда должны, 

при этомъ значени х, имЪть безконечно-огромную сумму, что не трудно усмотр$ть, такъ 

какъ эти производныя приводятся, при © —=х, къ 


что на самомъ дфлБ представляетъ безконечно-огромную сумму. 








Если въ формулахъ (4) положить р = —1, то онф приведутся къ 
6082 058% | 
Таз" Ф — — (6082 —- -- 5 ---.. ‚| 
(7) 
ата (— д г) = — - (по + зы ве. } 
дуга, тангенсъ которой есть — со > Ф, равна а — Ч: Ёп, ГВ 6 — опредыовное цълое 


е 
число, потому что дуга содержится, какъ мы знаемъ, между —& И т . Если х содер- 
жится между 0 и 2т, то нужно взять к —0; для такихъ значенй Ф< Е слЪдовательно, 
имфемъ формулу | 


>| я 
ь>|-6 


В: Од 
— по то зш 2 о а тзЗо-..., (8) 


полученную уже раньше (5 301) совершенно другимъ путемъ. 


$ 383. Такъ какъ формулы (6) и (8) справедливы 0бЪ для эначенй ох между 0 их, 
то ихь можно сложить и получить такимъ образомъ замфчательную формулу 


ме зш5о 


++...) (9) 








5 = 2 (те + 


имфющую мЪсто для всфхъ значенй х между 0 и т. 
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При перем5н$ ох на — о вторая часть, очевидно, изм$нитъ знакъ, не изм$няя своей 


к 
величины, и будетъ равна —5, а такъ какъ она не изм няется, когда х увеличивается 


на 2х, то отеюда вытекаетъ, что рядъ 


зш 32 


у ш 5 
ой щи Ф 


5 








а 


4 


при веякомъ значени ох равенъ == 1, При чемъ знакъ -- соотвЪтствуеть случаю, гдЪ 


г 


ше положителенъ, а знакъ — случаю, гдЪ онъ отрицателенъ. Когда х является кратнымъ 





к, ВСБ члены обращаются въ нуль, и формула теряетъ свое значеще. Полагая ф =х, цо- 
лучаемъ формулу 
лы УЕ ) | (10) 
т О СВ р 0 2613 


извфетную Ньютону. 


РаАзложЕНТЕ (1-- 2)” 


$3 384. Функщшя (1-- 2)” развертывается въ сходянИйся рядъ, когда 2 вещественно 
и по абсолютному значеню меньше единицы. Тогда, 


т (т— 1) 


(а = 


О. (1) 


Допустимъ здфеь этотъ рядъ для мнимыхъ значенй 2, который, понятно, дальше будетъ 
доказанъ; сейчасъ же, при такомъ допущеюни, мы выведемъ замБчательныя слЪдетия. 
Сначала, посл$ вышеприведенныхъ объясневшй ($8 378), не сл$дуетъ придавать 2 значений, 
модуль которыхъ превышаеть единицу; кромф того, такъ какъ функшя (1-- 2)”, пред- 
ставленная рядомъ, непрерывна и равна единиц при 2==0, то она можеть принять 
только то изъ значенй (1--#)”, которое было вычислено ($ 376). Если положить 


ё = р(с05ф - У —1 э15), 
то, при р меньшемъ единицы, значене (1 -- 2)", которое нужно принять, будетъ 
р" (608 9% ® -- У —151жо), 
_тд% 


р = У1-+рР-{ 2рс0зф, 


ото 


але — 1-Е р 605$ у 
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} п у 
‚при чемъ р положительно, & « содержится между о и о. Полагая р= 1, имфемъ: 


ве 2_, ' К) — г. 
0 и 4608 о ф — — 2608$ з 


1 
{219 « — ф{апо 9? 





откуда 
1 


шф —= о — и, 


2 
‚ т к 
гдВ Х— цвлое число, опредЪляемое усломемъ, что ® содержится между — ой — -—. 


Итакъ, имфемъ: 


а 9 [Г ь | 
(и двое [со (5 —№) + У —1 зшя (5: 





5) 


(ш— 1. * 
—1 -- же08%о вы 052% ...- И = | О ‘э+... | ‚ (2) 
С уе ча т 
1 п [1% ; о 1 
при чемъ 5 ФЙ— т содержится между — и фо, а И 4605°-Ф) — величина 


вещественная и положительная. Приравнивая другъ другу отдфльно вещественныя части 
и отдЪльно мнимыя обфихъ частей предыдущаго уравнен1я, пишемъ: 


ий у 


/ 1 1 
(р 4605° т) 6057 (е—№)= 


—1-+ жеозо + ыы 0329 ри т 2) 2) с0$3е --.. . 
(3) 

(И в 15) $17 (5 ф — {к :)= 

— тзшф -- ии зш2о -- ии $3 —. | 


и когда ‹ дано, эти уравнеюшя не представляютъ, по предыдущему, никакой неопред$- 


1 к п | © 
ленности, потому что 27 фк содержится между — ой — о И, слЪдовательно, 5: 


между бе—- и т + ‚ что для р значен1я о вполв$ опред$ляетъ цлое ч число Ё. 
| А 
При ный ВЪ КИ (3) и 4 с05° о Ф› которое всегда положительно, его значе- 


| 1 
немъ 9 с0$ — 5 Ф, надо передъ посл днимъ поставить двойной знакъ —=. 
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Свладываемъ оба уравнешя (3), умноживъь предварительно первое изъ нихъ на 
соза, а второе на зша, при чемъ ох обозначаетъ произвольный уголъ; получаемъ: 
ит — 1 
ре 608(х — 2%) —- Бь + 


(= 2 сз .) соз(х —т о -- тАк )= соза —- 7160$ (« — ©) 


Полагая о = 2х, имфемъ: 
т(т — 1) 


5 с0$(« —45)--..., (4) 


(— 26055)" с0$(&а — тх | тёк) = соза -- т608(х —2х) Е 


при чемъ —= 203% всегда должно выходить положительною величиною. 
При « = тх формула (4) переходить въ сл5дующую: 


ге 
(-= 260$)" созийх = с05тх -- 2тс05(и — 2)х - к с03(и — 4) -—- ..., (5) 
а при «= их На въ елЪдующую: 
т(т — 1) 


(— 26081)"зпиийк == этих -- таш(т — 2)5 -- 


ИР зт(т — 4)ж-.. (6) 











и к 
при чемъ х содержится между Ак 5 ю-- 5; кромЪ того, чтобы — 2605% въ первыхъ 


частяхъ формулъ: (5) и (6) выходило положительнымъ, нужно брать знакъ - въ елучав 
Е четнаго и знакъ — въ елучаЪ Ё нечетнаго. 


: : х | | 
Если въ уравнени (4) положить «=, = —5 и затфмь для симметрии 


формулъ снять въ полученномъ результат$ значекъ надъ х, то будемъ имфть: 


"= 1) 
.2 


(— дыбоови(т -- -)< к = 6080х — тс08(т — 2)2-- с05(и — 4)х —..., (7) 


ит 


й 
а если положить а = т’ а те х — а Я ВЪ полученном результатВ также снять 


значекъ надъ хх, то можемъ написать: 


т(т — 1) 


та $11(%т — 4)х —... (8) 


ига - >)== — этих — тзт(и— 2) -- 


Вь этихъ формулахъ Е произвольную дугу, содержащуюся между бт и (Е -- 1х, 
а ф — какое-угодно пцфлое число; кромф ‘того, —= 2х должно быть положительнымъ и, 
ел$довательно, нужно брать знакъ -- въ случа # четнаго и знакь — въ случа # не- 
четнаго. 


Эйлеръ и Лагранжъ дали формулу 


(2совх)" — сот -- теов(т —'2)%--..., р (9) 
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ноторая была принята безъ изслФдовав1я. Пуассонъ (Ройззоп) первый отмфтиль невоз- 


можность уравнения (9), замфтивъ, что при т= 5, = оно д$лается явно неточнымъ. 
Э 


, | о 
ДЪйствительно, первая часть обращается въ — У2, а вторая приводится ЕЪ 


1 (5-4 
п к *. * к 
совр ОВ — Па с... р 


к 1 
& такъ какъ с0$ — равенъ о и рядъ 


о 
Э 


4) 


аа 
тотем 


| 1 — | У — 
представляетъ (1-1), т.-е. Ио, то вторая часть приводится къ о У?2. Это показы- 


ваетъ, что первая и вторая части уравнен1я Эйлера неравны между собою. Въ своему 
возраженю Пуассонъ однако не присоединилъ точной формулы, которую далъ впервые 
Пуансо (Рот50$). 
1 
Если въ уравнении (5) положить т == 3, Т=т т0 нужно взять &—=1, потому 
к к .. 
что п содержится между п — 5 ит -- 5, и придать со5т, который является отрица- 


тельнымъ, знакъ —; Такимъ образомъ первая часть приводится къ 


В 1 
(2) 6085 т, 


1 зи < 
т.-е. ЕЪ 9 У 2, и мы видимъ, что она равна второй. 
Особенно сл$дуетъ замфтить, что рядъ 


т (т— 


еозиж -- тс0$(т — 2)5 ИС: ы с05(% — 4) —... 


есть разрывная функщя отъ х и что онъ претерпфваеть рЪфзкое изм$нене въ своемъ 
значении, когда х, непрерывно возрастая, проходитъ черезъ значете вида вт +=. потому 
что въ этотъ моментъ нужно въ первой части увеличить цфлое число К ня единицу. 

Полагая х равнымъ тозно во, замъчаемъ, что вс косинусы въ ряд$ будуть 
равными поперем$нно с05$77х и — созтх и рядъ приметъ видъ: 


Нея ОыИ |, 


сови | 1 —т + то то 


отсюда заключаемъ, что онъ — сходящйся и равенъ нулю при т положительномъ и 
расходяпийся при т отрицательномъ. 
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Итакъ, уравневше (5) можно разсматривать, какъ точное, потому что значеше, при- 
писываемое х, даетъ с05х —=0; слФдовательно, (с054)” обращается въ пуль прин т 
положительномъ и въ безконечность при т отрицательномъ. 


$ 385. Если въ формулахъ (5), (6), (1) и (8) предыдущаго параграфа приписать т 
пълое значете, то вторыя части приведутся къ предЗльному числу членовъ. Раз- 
сматриваемъ первую 


(-Е 26055)” созтёя = созтх -— тео$ (т — 2)х ее Ь с0$(1 — 4)% - ... (1) 


Предполагаемъ, во-первыхъ, что т обозначаеть зд$сь четное число 2п; созтАт 
обращается при этомъ въ единицу, а знакъ-— въ первой части остается безь вщяюшя 
на ея значен1е; отбрасывая во второй части члены, обращающиеся въ нуль, пишемъ: 


(205% " — 
2(2н — 1 | 
— 6052 -- 27с0$(2и — 2)%-- ии с03(2и—4)х--...-- а п) +... 
-- 27 с0$[2я — (4и — 2)]х 2 с03(2и — 4п)х, (2) 
и такъ какъ члены, равноотстояшие отъ краевъ, равны, окончательно имфемъ: 


2% (2% —1) 


(260$2)" — 2с052ях -- 2 (2п) с05(2 — 2-2 а 


2 (2®—1).. + о. 
1.2.3. 


60$(2% —4)ж-... 


-- 


поел$дн1й членъ — единственный, да въ уравнении (2) только разъ, и потому 
не долженъ быть удваиваемъ. 

Предполагаемъ, во-вторыхъ, что т обозначаетъ въ формул (5) нечетное. чиело 
2п -- 1; созтёт обращается при этомъ въ -- 1 при 6 четномъ и въ — 1 при й нечетномъ; 
въ первомъ случа с05х положителенъ и нужно взять знакъ -- въ скобкахъ въ первой 
части формулы; во второмъ случа онъ отрицателенъ и нужно взять знакъ -—— ; такимъ 
образомъ первая часть всегда приводится къ (2с05х)"*", и мы, отбрасывая нулевые члены 
во второй части и замчая, что члены, равноотстояще отъ краевъ, равны, имфемъ: 


(2е052)*"** — сот 1 - 22 --- 1)еоз( — Пи | т. аи с0$(2% — 3) -.. 


мн ры Аа 





"5. со5х. 
_ Точно такъ же, предполагая т пфлымъ въ формулахъ (7) и (8), найдемъ: 
27 13 = й — 1) 
9 о 260520 — 2(2п)соз(2и — 2)х + 2 —— 08(2% — 4) — ... 
„272% 1 
=: (—0 оби. 


—2(— - Туз?" д = — ови(оя —- 1); — 2(20% + 1)3т@и — Пя -.. 


„(2% 12%... (®- 2) 
о ы 
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Эти формулы часто бываютъ полезны и мы приведемъ здфеь численныя значенвя 
коэффищентовъ для простЬйшихъ случаевъ: 


2 с03°% — ©0525 1, 
4 с03°д = 60$ 32 -- 36055, 
8 с03*д = ©0545 460595 +3, 
16 с0$’д = ©0355 -- 5 с0$ 3х -- 10 созх, 
32 ©05°х — ©0865 -- 6 с0$ 4х -|- 15 с0$ 8х - 10, 
64 с03’х — с05 7х — 7 с055х -—- 91 с0$ 3х -- 35 с05х , 
128 с03'х = 60$ 8х —- 8 ©0$ 6х —— 28 с0$ 4х -- 56 с0$ 2х -— 35, 
— 2 515 = 08 2% —1, 
— 4531051 = зщ 3х — 3 9х, 
-- 8 чих = с054х — 460525 3, 
16 511% = зщ 5х — 5 чт 3х | 10 3х, 
—32 3108х — ©0$ 6х — 6 с0$ 45 - 15 052% — 10, 
—64 зп'х —= зш 7х — 7Тяю5х - 21 т 3х — 35 мах, 
128 311 = 60$ 8% — 8.605 6х -- 28 с0$ 4х — 56 с0з 2х -Р 35. 
$ 386. Замчаемъ, наконецъ, что рядъ (5) можеть быть сходящимея только Въ 
томъ случа, если коэффищенты во второй части стремятся къ нулю, а для этого нужно, 


чтобы ж-—-1 было бы положительно (8 284). Если, напр., положить т = —1, т = — 2, 
то получимь формулы: 
1 


О (6 — 6033 605$5% — 6057: а: 
т (с052 535 - ©05 х-...) 


т (60595 —щ 96с0$47 —- 360565 — 460585 — ... ), 





очевидно нелфпыя, но которня, однако, были приняты нфкоторыми геометрами. 
Полагая въ общей формул (8 384) ж=— 1, выводимъ: 
"] 
| — р608ф — р — 1 50$ 
умножаемъ числителя и знаменателя дроби, образующей первую часть этого равенетва, 
на 1 — рсозо о и — 151; знаменатель тогда станеть вещественнымъ, и мы можемъ 


приравнять другъ другу отдЪльно вещественныя. части и отдЪльно мнимыя обфихъ частей 
равенства; получаемъ равенства: 


—=1 + р(озо -- У — 1819) - р*(с0з2 -- / — 1329) + ...;. 


1 — рсо5Ф 
1 — 2рс05ф - р’ 
озтф 
1 — 26с0$Ф - 9" 


справедливыя для всзхъ значенй р меньшихъ единицы. 


=1 - р60зф -- р*еоз2о -- р°созЗФ --..., 


— рышф -- рзш2е -- рзшЗо -|-..., 
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НъкоторРЫяЯ РАЗЛОЖЕН1Я ВЪ РЯДЪ, ВЫВЕДЕННЫЯ ИЗЪ РАЗСМОТРЕНИЯ 
МНИМЫХЪ ФУНКЦТИ 


$ 387. Было выведено ($ 347): 








я х Вх Б,х В. | 
м —— аж и г, т.) } 
ее" —1 : о т1.5 2.84 1193.45.60 (р 
гдЪ В,, В,, В,, ... предетавляютъ числа Бернулли, значен1е которыхъ было дано. 


Но мы видфли (8 369), что 


вод = У—1 (1 Е г уно); 


развертывая УЕ съ помощью формулы (1), въ которой вмфето х ставимъ 22 —1, 
@ — 
находимъ: 
= 22/ — 1} 
ут авы ВУИ. | 
22/ —1 Во. 3-4 
послф упрощенй будетъ: 
1 2Вх 2* Вс" 2 Ве кв. 2 "В | 
СО ры 
д 1.2 1.0.84 1.2.3.4.5.6 1.2.8... | 


не трудно обнаружить согласе первыхъ коэффищентовъь съ численными значениями, 
найденными въ 8 304-мъ. 


$ 388. Разложеше соёх даетъ возможность получить несколько другихъ; имфемъ: 


{2105 — 604% — 260% 2%, 


#: 
с03ес1 — 4апв — -- с0х, 


откуда выводимъ: 
Вх о 20 — 22%) и. 
1.2 ф Роль г + 2.4.5. Е у 





{апет = 22° — 1) 





ей Ви, 2" — ПВя | 2" — ПВ 
совесх — т 2(2— 1) 1234 1.2.8. 4.5 6 


дальше мы покажемъ условя сходимости этихъ рядовъ. 
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389. Вернемся къ разсмотрфнной уже (8 315) функши (1 — 22 -Р о?) *; замВнимъ 


2 черезъ со5@, а с0$0 его значешемъ 


о ) 





будемъ имть: 


(1 — 2%е050 ?)-? — (1 — хе) -*(1 — ав") 1 (1) 


что не трудно провЗрать. 


Прилагая формулу бинома къ каждому изъ двухъ множителей второй части, имЪемъ: 
у = И СТ 
(1 — ве" "3 =1- = ае аа 6 --..., 
= . 


(1 — ве") —=14 Саеу— -- (ие --... 
= . 


Пусть Р, обозначаеть коэффищентъ при “м” въ произведении этихъ двухъ рядовъ; 
не трудно видЪть, что 


2.4.6...2в 
1.3.5...(2%— 1) Рита 
1.7 1.3.79(и — 1) 
Е ны = ‚ — ыы 2 
с03я те — п 2 т и — и — 3) с0$( — 4)0 ...; (2) 


этоть рядъ продолжается до членовъ, обращающихся въ нуль. Функщя Р, есть та же 
фувкшя Х, ($ 315), если замфнить въ этой послдней х черезь с03$6; такъ какъ веЪ 
коэффищенты во второй части уравненйя (2) положительны, то при 0 — 0 наступаеть 
шахипиш значеня этой функщи; это значенше является коэффищевтомъ при а” въ 
разложении 


] 


1 —@. 


(1 — 2а + а)? = 





Отсюда видно, что этотъ коэффищенть равенъ единиц и такъ какъ онъ въ то же 
время есть шахпаит значетя Р,, то функщя Х,„ всегда меньше единицы, когда въ ней 
предполагаетея х == с0$0, т.-е. когда х получаетъь какя-угодно значевня въ предФлахъ 
между —1и 1. 


5 390. Разсмотримъ, наконецъ, фунещю у, опредфляемую уравнешемъ 


{апоу — с0за . фапех. (1) 


Постараемся разложить у въ рядъ по степенямъ 4апе 


| Я 
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Уравнеше (1) равносильно 








мук ве-#У—1 Уфа" \ 
УЕ о-у= —- С0$% УЕ е-*и= , 
или же 
е9 И — 1 е*У-—1— 1 
СИЕ не -= 6084 Ут 


отсюда выводимъ: 


ры 9 
«9 р е?* И-1 {апо? д 
У" -|-- 1 соза ("И — 1) _ ни 2 


е9 У—* — о 2 ИН ВИНА. © 
5" р —- ] — 054 (2 и! #_-- 1) [2165 ё“" и! -- ] 


или, наконецъ, 


О а а 
ГЕ 0$ ое и 


УИ-1 


6 2х }/-1 


= @ м— 
Ч ры 
27 22 у-- 

1 - по ое 


Беря логариемы отъ объихъ частей и дЪля затфмъ на 2 У — 1, находимъ: 


1(1 а ‘ап’ ё— = 77) —1(1 т 15° с У—1 
р о ее . с 
2уУ —1 


Развертывая логариемы въ рядъь и подставляя вмЪсго показательныхъ мнимыхъ 
функшй ихъ значешя, им$емъ окончательно: 


. пе‘ {апо°— 
у —= д — {апе" 9 ял9х -- т 51145 — и $16 --... 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Еели мнимое выражен!е уу —1 изображается точкою ва плоскости, координаты ко- 
торой хи у, то всякое уравнен1е Ви, ‹)—=0 дастъ законъ видоизмзнен!я, позволяющй выводить 
по точкВ, представленной перем нною и, точку, ‘представленную соотв тественнымъ значеншемъ 
9, и всякая плоская фигура будетъ имЪть свою преобразованную, ей подобную въ случаЪ без- 
вонечно-малыхъ ихъ изм$рений. 


2. Полагая 


и" — (в — а)(2 —5)(2 —с)(#2—4)...(2—1), 


тд т — цВлое число, а а, 6, с, 4,...— данныя количества, вещественныя или мнимыя, выво- 
димъ изъ этого уравнен1я в значенй ‘и, соотв®тствующихь данному значеню =. Если точка 
плоскости, которой соотвЪзтетвуеть значене 2, описываетъ кругъ весьма малаго радуса вокругъ 
‘точки, соотвЪтетвующей количеству а, то т корней, и1, из, ..., ит, относящихся къ этому зна- 
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‚чено 2, можно расположить въ такомъ порядкВ, что каждый корень, послЪ того какъ точка, 
представляющая 2, описываетъ цзлую окружность круга и 2 возвращается къ своему первона- 
чальному зваченшю, замЪняется, при начальномъ значени и = и», слВдующимъ и — ир, связан- 
нымъ съ предыдущимъ непрерывнымъ рядомъ промежуточныхъ значенй. 


3. Дано уравнене 
ии ё=0, 


2 1 
которое, при 2 = ———-, имЪетъ одинъ двойной корень, равный ——, и одинъ простой, равный 
2 Зи 3 2 
уз Пусть точка А соотвзтествуетъ 2 = УЗ . если принять безконечно-близкую точку за 
3 Зи 3 
точку отправлен!я и описать замкнутую кривую вокругъ А, то, приписывая послздовательно 2 
значен1я, соотв тствуюця точкамъ этой кривой, увидимъ, что изъ трехъ корней %,, 1., из урав- 








я 1 2 
нен1я (1), изъ которыхъ два первые весьма мало отличаются отъ ——-, а трейи отъ 00 
3 
приметъ свое начальное значене, а и, и и. взаимно перейдутъ другъ въ друга, когда точка, 


представляющая 2, совершитъ свое вращенте. 
4. Изъ уравненя 
азту 


(апт —= 
ЕТ бову р 


можно вывести 


ме ами РЕ НОЕ 
(1-Е РУ (1 077") 


2 


гдь Ри О — постоянныя, евязанныя съ аир. ДалЗВе, беря логариемы отъ обЪихь частей, по- 
лучаемъ рядъ 


—у— (Р-- Фэшу Ее 5112 — ее ь зу - ..., 


быстро сходящйся при весьма малыхъ Ри О, что иметь мъето при весьма маломър и а, 
близкомъ къ единицз. 
5. Уравнене 


фапоу — изшх -- б 


даетъ равнымъ образомъ возможность развернуть у въ рядъ по синусамъ и косинусамъ дугъ, 
кратныхъ относительно х. Вычисляя сначала е?7У-\1, затЪмъ беря, какъ въ предыдущемъ 
примзрЪ, логариемы отъ обЪихъ частей, находимъ: 


у —= р -- 2о5р с05х -- - [3с0зЗр т 3х -- Г °с0$5р зт5х --... 


>... Е 
-- Е? с059х -- о Г‘з4р с054х -- в Г‘зтбр соз6х --... 


ГЛАВА ПЯТАЯ 


Разложене функщи отъ многихъ перемф$нныхъ 


РАСПРОСТРАНЕНТЕ ТЕОРЕМЫ ТэйлЛоРА НА ФУНКЦТЮ ОТЪ ДВУХЪ ПЕРЕ- 
МВННЫХЪ 


$ 391. Если въ функши отъ двухъ перем$нныхъ ©(х, у) замБнимъ х черезь ХР й 
и у черезъ у -|- Ё, то результатъь такой подстановки х(х--#й, у А) мы можемъ раз- 
вернуть въ рядъ по степенямь ик и ихь произведений по два. Въ самомъ дЪлф, 
можно развернуть сначала ‹(х -- й, у) въ рядъ по степенямъ й, затфмъ въ полученномъ 
результатВ измзнить у на у -- & и каждый изъ коэффишентовъ развернуть въ рядъ 
по степенямъ А; такимъ образомъ получимъ разложеюме х(х - 1, у--®), и теорема 
Тэйлора, относящаяся къ случаю только одной перемфнной, хастъ возможность выполнить 
всф вычислен1я. По такому пути шелъ Лагранжь въ теори функщй и вывелъ безъ труда 
выражете общаго члена разложеня; но премъ, употребленный Коши, приводитъ къ бол$е 
быстрому полученшю этого члена, давая въ то же время болЪе простое выражеве для 
остатка. 

Замфняемъ 9(х -|- й, у -- Ё) черезъ ©(х -- 4, у-- М) и прилагаемъ къ этой послЗдней 
функщи теорему Маклорена для разложешя ел въ рядъ по степенямъ #; полагая затЪмъ 
{ — 1, находимъ искомое разложеше. 

Пусть 

(® Ну = Е; 
имЗемъ (8 273): 
@--ы, УР ЕО © ра ри) 
"а" ДЕЯ 1.2...(и—1) ор 
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Для вычислен1я членовъ этого разложеня составляемъ общее выражене Е?(?). ИмЗемъ: 


Е(#) = $(# т М, УЕ М). 


Приписывая $ послВдовательныя и равныя между собою приращен!я, зам$чаемъ, что 
х-- Ниу-- М, разсматриваемыя, какъ двЪ различныя перемВннныя, будутъ возрастать 
также равномВрно, и формула, данная въ 8 162-мъ для дифференшала я-го порядка 
функции отъ двухь перемФнныхъ, годится для вычислен1я 4”Р(. Въ самомъ дфлЪ, эта 


‚391 
формула предполагаетъ, что двЪ как1я-угодно перем$нныя, и и $, получаютъ одновре- 
менно постоянныя и произвольныя приращеня ди и 4, а такъ какъ здЪсь х-- =, 
у-- № ==о и, сл$довательно, ди = #4 4 = № то дифференщалъ 4Р%(и, 9) не будетъ 


отличаться отъ дифференщала @Е(, соотвЪтствующаго приращеню 4 перем нной $, 
новторенному р разъ; итакъ, имфемъ символическое равенство (8 162) 


4. а р | 
ТЕ = (5 ди - №) | 1 (2) 


О. 


должны быть зам нены по раскрытш степени черезъ — 


гдЪ произведен1я вида 





(6 
аи’ у?" ` 
ЛФля на @ об части уравневн1я (2) и им$я въ виду, что, по предположеню, 
ди — Лак 4 = Каф выводимт.: 





ТЕ = (<? ‚ 4. 
а Чи № т И - (3) 


гДЪ, конечно, остается въ сил предыдущее соглашене относительно обозназеня степеней 
производныхъ. | 

_ Производныя отъ функши 5(и, 9) по перем ннымъ и и © при # = 0, очевидно, не 
будуть отличаться оть соотв тственныхъ ик Ф(х, у) по хи у; значить, 
окончательно имфемъ: 








РЕ ) >. (52 ь), 

(5 т Ай (4) 
гдЪ попрежнему посл раскрытая степени во второй части всякое произведеве вида 
Фо а? {о Фо 
да ЧР должно быть замЪнено черезъ и: 


Множитель ЁЕ"(0#) въ посл$днемъ членЪ а (1) получится также при помощи 
формулы (3). Составивъ выражене 


ЗЕ + ть) 


и выполнивъь въ полученномъ результат надлежания подстановки, мы должны зам нить 
въ каждой производной и черезь х -- 0 и о черезь у-- 6; такимъ образомъ, можно 
написать символическое равенство . 


"(6 — (2 р +22 ть). 


гдф.хи у въ окончательномъ результат замфняются черезъ х т ВА и у -- 9ЁЕ; которыя 
при # = 1 перейдуть. въ д к 0, у + 0К. 
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$ 392. ПослБ предыдущихъ объясненй, полагая $ —= 1 въ формул (1) предыдунаго 
параграфа, имЪемъ: 

















1 2о Фо. \ 
ел, уе Е (Д-Р) (ем +") 
] ФФ 72 2 Фо 3 
стобе рые. 

“о —_1 Т`Ф рп —2 го 1-1 
т 1.2 ей г 1) ра, ах’—ау р а ит | е 


45 (С 
ар све №) 


х— 2 -+- 8 
у=Уу+0К 


Ь——__ 


1.2 . п 


гдЪ посл5люйй членъ представляетъ не что иное, какъ составленный по всЪмъ правиламъ 
(в - 1)-ый членъ ряда съ замфною въ немъ х черезъ х -|- 8# иу черезъь у-|- 8%, ири 
чемъ 6 меньше единицы. 

Если съ возрастанемъ я посл$дь!й членъ во второй части стремится къ нулю, то 
©(х 1, у-- Ё) можно замЗнить безконечнымъ сходящимся рядомъ. Замфтимъ, что это 
всегда будетъ имфть мЪсто, если при зам$нЪз х черезъь х-- 0 и у черезъ у -| 8# ни 
одна изъ производныхъ функщй не можетъ обратиться въ безконечность. Въ самомъ дл, 
если вс производныя, входяшия въ выражеюме дополнительнаго члена, меньше по абсо- 
лютной величин н%котораго числа НЫ, то этотъ членъ, очевидно, меньше выраженя 


Н” ь 
вит, 


которое стремится къ нулю при безпред$льномъ возрастан!и я. 


$ 393. Если въ только-что найденномъ разложени зам нить й черезъ 4х и # черезъ 
у, то совокупность членовъ изм$решя р относительно 45 и Ду дастъ о, и мы будемъ 
ИМЪТЬ: 


5(л -- ах, у - 44) = %(, И @+ 5 @+.. .-- - ФФ ...; 


г 


отсюда видно, что выражене приращеная функщи отъ двухъ перемфнныхъ не отличается 
_оть выраженля, найденнаго для приращен!я функщи отъ одной только перем$нной. 
Если 4х и Ау безконечно-малыя перваго порядка, то всяый членъ этого разложен1я 
безконечно-малъ по отношеню къ предыдущему; слЗдовательно, останавливаясь на членЪ 
порядка я, мы дВлаемъ ошибку, представляющую безконечно-малую порядка я -| 1. 


`$ 394. Если въ разложени <(х +1, у-+- ® положить х и у равными нулю, то 
. получится. разложене какой-угодно функщи отъ двухъ перем$нныхь, $(%, #), въ рядъ 
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по степенямъ перемфпныхъ й и Ки ихъ произведевй по два. Замняя совершенно произ- 
вольныя величины й и К черезъ х и у, будемъ им$ть: 


зы = |: 2) 73 (а ||| (45) +25 =) Е. || 





Чх 


Лополнительнымъ членомъ, когда мы прерываемъ рядъ послЪ я-го члена, является 
выраженте 


1 „ 4*® нор, ФО ЕЮ даа 1 
И д" Г" У дящу Г т. 7 Уи +. НЯ. # 





— 


при замфнЪ во всБхь входящихь сюда производныхъ х черезъ 6х и у рев ву, при 
чемъ 0-——неизв$стное число, меньшее единицы. 


$ 395. Премъ, который намъ далъ предыдупия разложен!я, распространяется беяъ 
изм$нен!я на случай функщи отъ трехъ или большаго числа перем$нныхъ. 

Пусть дана функция $(т7, у, 2) отъ трехъ перем нныхъ 2, 9, 2, которымъ припиен- 
ваются соотвфтственно приращеня 7, А, Г; для разложешя (т -- й, У Е-И раз 
смотримъ сначала функцю $(1 + № УМ, 2-—- Ц), которую мы развернемъ въ рядъ 
по степенямъ # и положимъ затЪмъ # = 1. Такимъ образомъ, безъ всякаго различя, какъ 
и въ случа двухъ перем$нныхъ, находимъ: 


+» У, мы ьР. НЕЕ + 4) + 











(ео + а 





Э 
г а а Е + т Е тя 


гдф обний членъ можеть быть написанъ символически сл$дующимъ образомъ: 
1 (52 ао 45 ) 
| Ес ге 
1.2.3...п \ах т, 


при чемъ въ разложении этой степени всякое произведен1е вида 


ао \? Гао `\\*Гаэ`\"- 771 
(52) (в) (52) 
зам няется черезъ 
ИК: 
флРау' 42”? 1 ° 


дополнительнымъ членомъ является членъ, на которомъ прерывается безконечный рядъ, 
при замфнВ въ немъ х, у, 2 черезь х - 0, у -- 6, = -- 61, гдБ 0 меньше единицы. -. 
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Полатан # — 4х, Е — 49, [ —= 42, будемъ имть, какъ и въ случа двухг нере- 
мУнныхЪ, 
$(х + ах, у + ау, а + а) =о(а у -а2+- о «Фо. ее 


. 


Если 4х, ау, 42 безконечно-малыя перваго порядка, то каждый членъ этого разложесатя 
безконечно-малъ по отношеню къ предыдущему; сл$довательно, останавливаясь на член 
порядка я, мы дЪлаемъ ошибку, представляющую безконечно-малую порядка. ® -|- 1. 


СИМВОЛИЧЕСКОЕ ВЫРАЖЕНТЕ ТЕОРЕМЫ ТэйлорРА 


8 396. Разложеме функши о(х | й, у-- Е) можеть быть представлено символи- 
чески подъ весьма простымъ видомъ: 


+ и 
те 9, 


р Й О 
гд% показательная функшя е “” “% развертывается въ рядъ, какь если бы показатель 


имфлъ опред$ленное значенле, и во всЪхъ членахъ посл умноженя на ох всякое про- 
изведене вида 
р 9 
в (=) и (=) © 
ах ау/ ‘ 


Ро 


аа ` 


замфнается черезь 


РР 





Полагая В —= Ах и = Ду и обозначая соотвфтственное приращене х черезъ Дф, 
будемъ имфть символически: 


мае 
АДф —= (е ®“ #— То 
откуда 
Ах —+ Ау 
п а , 
А’ неа (е 9? “— 1)'5. 


Эта, формула дана Лапласомъ; она вполнз аналогична формулЪ Лагранжа, данной 
въ 8 343-мъ. 


РАСПРОСТРАНЕН1Е ФОРМУЛЫ ЛАГРАНЖА НА ФУНКЦТИ 
ОТЪ ДВУХЪ ПЕРЕМВННЫХЪ 


5 397. Пусть и ио будуть дв функши отъ перем нныхъ х и у, опредФляемыя 
совокупными уравненями 


и == @ + 26(и, 5), | 
ен 
р =Ь- уфы, 5). | 


Предложимъ себ$ задачу — развернуть данную $ НЕЮ ОТ ии © въ рядъ по степенямъ 
хи у И иИХЪ произведенй по два. 


(1) 


395 


Пусть 2 = Е(и, ©) данная функшя; имЪемъ ($ 394): 
ры Че 42 и. 
Е [=(42) +, (42) | +11 3). + ту ай, ту “|+. 


в (4%) +ы-у (а Е) ры “(ай в 


и чтобы знать этотъ рядъ, представляюпий 2, нужно вычислить значешя различныхь 
производныхъ отъ 2 по перем$ннымъ хи у при х иу, равныхь нулю. Для этого вос- 
пользуемся премомъ, подобнымъ прему ($ 311) въ случаз функши только отъ одной 
перем$нной: зд$сь онъ будетъ заключаться въ томъ, чтобы выразить производныя, взятыя 
по хиу, въ функши производныхъ, взятыхъь по перем$ннымъь а и, въ которыхъ 
можно было бы положить 5 ==0, у = О до выполнен1я дЪфйствй и притти по-просту, 
какъ показываютъ уравнен1я (1), къ равенствамъь и —= а, $ =, послз чего дифференци- 
рованля придется выполнять лишь надъ явными функцями. 
Дифдференцируя уравнемя (1) по х, затЗмъ по а, имфемъ: 








аи _ | (> аи | 42 4 
4“ Витя аи ах кт ао ах 


4% _ (^ ди __@ ®)\ 


дх °\ди ах ' 4 ах’’ 
Си, 42 аи а> а 
т а - м) 


4 _ Се аи $: ах а%\. 
аа 2 аа бр вал" 


не рфшая этихъ уравней, заключаемъ, по одному ихъ виду, о слёдующихъ между 
Ци Ч 4 4 


производными у, че, соотношевшяхь: 
аи и |. 
д% _ (и, 5) аа } | 
; (2) 
— о(и, 5) ыы | 
о 


Итакъ, если 2 обозначаеть какую-нибудь функцию отъ и и о, то 


4 _ г Чи = 
ах ди ' фах! 


48 _ @2 аи 4: 4 
44 аи @а 4 аа’ 
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и, сл довательно, 


сл Ф(н, 5) — 5} 
ЕР аа © 


Точно такъ же выводимъ соотношене 


2 42° р 
в — %(%, 9) — {4} 


| 


Уравненля (3) и (4) ршаютъ, для производныхъ перваго порядка, поставленную намя 
задачу; они дають выражене для производныхъ, взятыхъ пох и у, въ функщи отъ 
производныхь, взятыхъ по аи 0; при х —=0, у=0 находимъ, полагая 2 = Ё(«, %), 


2 \ Ш аЕ(а, 6) 
(=) И аа -3 
4г\ ___- _ аР(, 5) 
НЫ — п ан. 
( х) а, И. 


Для вычислевшя производныхъ высшаго порядка воспользуемся соотношен1ями 


а фи : 
Я г ом Я $) ат | 


( и | 
зы Гб о р 2 


справедливыми для какой бы то ни было функши {(ц, 9). Въ самомъ дЪл%, выполняя 
указанныя дифференцирован1я въ первомъ изъ этихъ уравневй, пишемъ: 


| 
. . 
К 








а аи , а 4 ыы Фи _ [дач а аи, с и 
ета: 4х с РР (и, Эа = (2.9 Г аа ах ГГ 77 дтаа? 


или, по сокращеюи общихъ членовь въ обфихъ частяхъ равенства, 


№ ди _ ди 6 
ал да — ал аа’ 
а это представляетъ очевидное слфдетые изъ равенствъ (2). 


Второе изъ уравнен!й (5) повфряется такимъ же образомъ. 


Ф2 4“ 
Теперь мы можемъ преобразовать производныя вида, ая 1т. Имземъ: 


(№) Я [9 р 
442 ах ах, ад 


397. 
и, слБдовательно, по формулф (5), 
ума [р 
а 4&|‘'`’ а2| аа?“ ” ао | 
Отсюда выводимъ: 


7. аа Я у Вы . „42| _ 4 Ё 92 | 
||  @а ах 7’ аа да? |? \\› г) ах| а?’ аа |’ 


продолжая точно такъ же и далфе, найдемъ: 


. [°` _1 
ба РЕ | (+, Же: — ыы! (6) 





Ф2 аа ых 
4х ах аа |! 








Ч т” а й— п—1 


такое же преобразован!е получимъ и для второй производной: 


“2 д * 


2 
—- | 2. Е = 
оу” 0" | (и ) у) с з з ( | ) 


Приравнивая въ этихъ формулахъ хи у нулю и полагая г = Е(+н, %), находимъ: 


(=) = СНЫ 





м ый 1 ДЕ(а, 5) Ь) (8) 
2 я С, 

Остается вычислить производныя вида - РЯ д 

Им$емъ: 

фе Я /а2 42 4ф (м, 5) 42 , Фе 
ара =%(и)= Я 2) в |= 2 ба 
_@ и, 9) а2 4. 
бы а и я | ы о | 

слЪдовательно, 

Ч к. 4Ф(и, 5) ы ‚2, *) (и, 5) а 2 

4х ду <. 9 (4, 5) О р (и 4, _ ба _ 4 Г -- Ф(и, ) Ф (и, => аа а’ (9) 


Ф2 
гдЪ, такимъ образомъ, а выражено въ функщи производныхъ, взятыхъь по сиб; 


чтобы сдфлать вь нихь х —=0, у = 0, достаточно замфнить, до дифференцированй, ц 
черезъ д и о черезъ 65. 
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1 
Цереходимъ теперь къ производной а Мы нашли’: 
а? в" 92 
Е НЕ Я 
42? Чаг— | в и 


Нужно взять 9 разъ производную отъ этого выражеюя по у. Но, полагая 
и =а-а [Ф (и, и.) 2, 


уф (%, %,) 


(и 
и 2, —= Е(%, 9), мы, по предыдущему, будемъ имть: 


42. С 42, 
4х а 





и какъ, для т = 0, цы, и 9, обращаются, каково бы ни было у, соотвЪтственно въ ии 
и, сл довательно, #, въ 2, то 


Ф2\ _ 4 | 42, 
2 [6] бо 
42. 72 а 
гдф указатель нуль при производныхъ 2, дав ОТноситея къ перемфнной 2, приравни- 


ваемой нулю. Перем$нныя х и у независимы; значитъ, безразлично, предполагать ли 
и Г до или послЪ дифференцированя по у, и, сл$довательно, для вычислен1я 





= ая), мы можемъ продифференцировать 4 разъ выражене (10) по у и затЪмъ 


положить у —= 0. Итакъ, им$емъ: 


фг \ _ 9’ а’ [иаг\. 
\ ах’ у да’ (2. 


Порядокъ дифференцированй по х и у во второй части можеть быть взаимно 


измфненъ, но при услови, чтобы х было приравнено нулю только въ окончательномъ 
+1 


2 
результат. о самомъ дЪлЪ, чтобы вычислить ата и затфмъ положить х—=0, у=0, 


МОЖНО, какъ тольЕо-что было замЪчено, продифференцировать о х и положить х =0 
_ до дифференцироваюй по у. Итакъ, имфемъ: 


и ":) = а? а к) 
ах?Й/, а ах аи)’ 


гдф во второй части х и у должны быть приравнены нулю поедЪ выполнешя дёйствий. 
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_ Прилагая къ функщи 2, облие результаты, полученные для функши 2, имжемъ: 


4% 047`' 42: 
аи — Я7-* | ‚ в) е | (11) 


ВмЪсто того чтобы дифференцировать это выражене по х и въ полученномъ результат® 
положить д =0, у==0, очевидно возможно положить въ немъ у —= 0 до дифферен- 
пирован1я; но, полагая 

и, = а -- 2(и, ее 


| 
и — б -- уФ(и, , и, )1 , Е (12) 
И (4 , %,), | 
г % и ® совпадають съ и, и 9, при у =0, видимъ, что произведене. 
42, 
(и, ; о, а , 
когда въ немъ предполагаютъ у —= 0, можеть быть замфнено черезъ В и мы, нако- 


нецъ, имфемъ: 





( 9" } _@4‘'а@а’' (*) = 4+9? (2 

\ ада), — ‘азам '\ау/ аа? ‘аб 1 \ахау/ 

здЪсь 2, есть та величина, въ которую обращается 2 при замён м и о на и, и % , 

опред$ляемыя уравнеями (12). Такъ какъ эти уравнен1я того же вида, что и данныя, 
2 





то а, получится по формул$ (9), въ которой $(и, 9) и %(и, 9) для этой цфли должны 


быть замфнены соотвфтственно черезъ $(и, ®Р, %и, 5}. 
ДоклзлаАТЕЛЬСТВО ЯкоБИ 


$ 398. Предыдуний результатъ, полученный въ первый разъ Лапласомъ, былъ 
доказанъ Якоби посредсхвомъ разсуждешй, подобныхъь тЪмъ, камя были приведены 
въ 8 314-омъ. 

° Доказательство Якоби покоится на отожествлени двухъ разложенй одной и той же 
функщи. Это отожествлеве, какъ было уже говорено, требуетъ ограпичей и пред- 
полагаетъ условя, которыхъ знаменитый авторъ не испытывалъ. Такимъ образомъ, 
предстоящее доказательство, не смотря на все свое изящество, далеко не отличается 
строгостью. | 

Якоби вначалВ зам чаетъ, что если [(х, у) и ‹(х, у) представляютъ двЪ функщи 
оть хи у, развертываюцияся по положительнымъ и отрицательнымъ . степенямъ пере- 
мнныхъ, то выражен1е 

(ав _ Ча: м 
ах ау ауах’ 
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названное имъ (5 71) опред$лителемъ системы двухъ функц, никогда не содержит въ 


: 1 
своемъ разложен!и члена съ и . ДЁйствительно, имемъ: 


ый (бы) а (23, 


ы 1 

Разложеше перваго члена второй части не содержитъ (8 314) члена съ —, разложоше 
у’ № 

второго члена не содержить члена съ _; значить, ни то, ни другое, а за ними и ихъ 


разность не содержатъ члена съ —. 
ту 
Вныраженте 


—— —ы—ы— =— —— — 


4х аа ау ах (2) 


фР+! +1 





обладаеть тёмъ же свойствомъ, каковы бы ни были числа ри 4, лишь бы только хотя 
одно изъ нихъ отличалось отъ нуля. 
Въ самомъ д$лЪ, полагая 


] 


— — иг 





ЧР" 
видимъ, что выражене (2) равно 


писек прпеииииинть рр, = рирень —и 


и теорема къ нему, очевидно, приложима. 
При 4 = 0 доказательство должно быть измфнено, но заключен1е останется то же. 
Въ самомъ дфлЪ, имфемъ: 


а в 
1 (414 9749) _ 11а 14) тат (8) 
271 \ахау  ауал/ — р ау \?’ ТГ р Г 


1 а 
Выражешя же < И я 


Л.Ъйствительно, полагая 


могутъ быть развернуты въ ряды по степенямъ перемЗнныхъ. 


| [= Ана" - Ау -...- Аа” ..., 
_ВыводДимЪ: 


Аим" + 1(1 + - уни... ) 
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Второй члепъ, будучи вида 1(1 -- м), развертывается въ рядъ по степенямъ и и, слЪдова- 
тельно, по степенямъ х и у; первый членъ хотя не развертывается, но иметь произ- 





у о, ‚ Я 
водную, взятую по 2, — и произвохную, взятую по у, —', такъ что выраженя с и г 
4 ах ду 
ай ар 
07 ау 
т =, оба развертываются въ ряды по степенямъ хи у. Значитъ, то же можно 
р ОР 


. 1 ах Ь1а 
сказать про произведенвя —; г —р г и, слЪдовательно, производныя отъ этихъ про- 
| $ 7 1 


изведеншй не могуть содержать членовъ съ 2 


Нели р и 4 одновременно равны нулю, выше приведенное доказательство также не 
приложимо, и на этотъ разъ заключение перестаетъ быть точнымъ. Разложен1е выражен1я 





ах ач ду ах 
я (4) 
вообще говоря, содержитъ членъ съ ху. Дфйствительно, имфемтъ: 
Я Эка 
дх а ау ах _ а5 ар _ 42а 
[о _ ах ау Чу ах ` 
Пусть 
Фе, у) = Аабум Е Чу ..., | (5) 
Г(х, 9) : Вир -- Ву” = о | 
отсюда выводимъ: 
) 
16(т, у) = ПА“ - 1 (1 и = д уж... ) г 
р (6) 
Ш (5х, у) = ПБ :(1 -- т Тк |... ) | 
| | 


Развертывая въ рядъ вторые члены во вторыхъ частяхъ этихъ равенетвъ и беря произ- 
вОДнНЫЯ ПО 2х и ПО 9, НАХодимЪ: 


442,9) Пур 
17% а 


Я(х, У У! —- О, 


—— 


4) у 


ФАх, у) _ т, 
ие 
Я, у) № |. 
а у я 


? 


40 
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1 
при чемъ ряды Ри В не содержатъ ни одного члена съ -› а ряды / и 5 — ни одного 
] . .› _ 
члена съ-— . По этимъ формуламъ разложевше выражевя (4), очевидно, содержить членъ 
Те о 
СЪ Е имвюшй коэффищентомъ 


7 —— У. 


Сл$дуетъ замфтить, что по вышеуказанному Ирлему полученя разложеюя одна и та же 
функшя можетъ дать место различнымъ рядамъ, такъ какъ , у:, 70., и, обозначаютъ 
здЪсь показателей х и у въ первыхъ членах рядовъ (5), т.-е. въ двухъ какихъ-угодно 
членахъ, которыхъ мы по нашему произволу напишемъ первыми. Но если желательно, 
чтобы ряды были сходящимися для весьма малыхъ значений хи у, то выборъ перестаетъ 
быть произвольнымъ, и нерФдко случается, что требуемому условю нельзя даже удовле- 
творить. Если, при безконечно-маломъ 2х, $(х, у) можно считать пропоршональнымъ г, 
а Цх, у) — пропоршональнымъ у, то должно принять в. = 1, у, =0, 1, = 0, и, = 1, 


ы 1 : 
и коэффищентомъ и будетъ единица: это предположене мы сдЪлаемъ въ разсужде- 


н1яхъ, къ которымъ сейчась перейдемъ; но здЗсь ясно, на сколько разсуждеюме Якоби 
далеко отъ строгости. 


$ 399. Возьмемъ теперь снова два уравненйя 


и —= а -- 2(и, 0), | : (1) 
= - у 5). | 


Постараемся развернуть функшю Ё(и, 9), которую мы обозначимъ черезъ 2, въ рядъ по 
степенямъ хи у. Полагаемъ, что для большей простоты, 


ига \, 


о —б = &: 


множители ф и $ явятся данными функшями оть и, и%, и можно будетъ, отбрасывая 
указатели, предложенныя уразненя замнить сл$дующими: 


и — ж(и, 5), | (2) 
о = у4(и, 5), | 
гд5 хи всегда обозначаютъ данныя функщи отъ и и у. 
Пуеть 
в —= ХА” (3) 


будетъ разложен1е фунещи 2. Для опредЗленля коэффищента А,” умножаемъ уравне- 
ше (3) на 


О Он оны Оооо 
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Развертывая зат5мъ обЪ части въ рядь по степенямъ и и д и замфчая, что д и у про- 
порцональны здесь соотвЗтственно и и %, находимъ, что, для малыхь значений и и $, 


1 в 
только одинъ членъ съ —_во второй части получится, по предыдущему, изъ члена съ у 
! 1 
и будетъ имЪть коэффищентомъ А,„”; слЗдовательно, 4,” есть коэффищентъ члена, съ = 


въ разложени первой части, равной 


42 4’ а» а 
ди а ау Чи. 
: ут? 5 


это же послфднее выражен1е можно написать слфдующимъ образомъ: 

















1 ах" д” ат” Чу — _ 1 | @х Я еее — "ау ”) а ао В 2 й 
т. аи 4 4% аи = ди до # ) 4 и и” У № и 
= — п г и ау” ое ах" 42 
х ". ый 4. 
т 7 ди4% о ди а т а. аи. (4 
Но члены 
ах" а "а 





_я _@ —т ый ) 
“а 59 "ды И") би (2 ’ № 


не даютъ ($ 398) члена, съ; слфдовательно, выражен!е (4) можетъ быть замнено 


выраженемъ 





1 ( хтт,-® Ф2 -- „—т У 42 —п ах 42 


ну диз ди 40 '’ 4 бы 


| 1 
въ разложен!и котораго коэффищентъ при „ будеть равенъ А,’ Замфняя здфеь д и у, 


су, С их значешями, выведенными изъ ИЕ (2), находимъ 
4 
1 фе 1 4% 42 _, < 42 
а еЕ т|я—1 ват р 
(53 Уф Фи | ттт аа бе т 4 аи 
НО 1” ПН 5 


1 ТЕК, 
Коэффищенть при — „ есть, очевидно, мана при м” ‘5”_* въ разложении чиели- 
теля, т.-е., по формул Тэйлора, 


1 ф2 1 40 421 _, 4$ =). 
та [мм от — и _ т—! 
й (553 у вы тет би т 4 ди 


1.2.3...(ат—1).1.29.3.. .п— 1. а 


Въ этомъ выражен1и нужно замфнить + и $ нулями, или, что одно и то же, положить, 
принимая во вниманше первоначальное обозначен1е, и —= а, 9 —=6; легко видЪть полное 
его тождество съ формулою Лапласа. 
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ГЛАВА ШЕСТАЯ 


Разлоненя въ произведенмя съ безконечнымъ числомъ множителей 


У Слов1Е СХОДИМОСТИ БЕЗКОНЕЧНЫХЪ ПРОИЗВЕДЕНТИ 


$ 400. Произведеме, состоящее изъ безконечнаго числа множителей, можеть быть 
сходящимся, очевидно, только въ томъ случа, если множители стремятся къ единиц 
при безпред$льномъ возрасташи ихъ порядка. Въ противномъ случа всяюй новый 
множитель изм$няетъ на конечную величину произведеше ве$хъ предшествующихъ 
множителей и нельзя здЪеь имфть опред$леннаго пред$ла. 

Поэтому мы разсмотримъ только произведен1я вида 


Р= (1 + «1 + «а +)... 1-4)... и 


въ которыхъ а„, вещественное или мнимое, стремится къ нулю съ увеличенемъ я. 

Предположимъ, во-первыхъ, что вс$ множители— вещественные и что, кромЪ того, 
при веЪхъ а, а4,,..., @&,... заразь положительныхъ или заразъ отрицательныхъ, 
множители произведеня или вс больше, или вс меньше единицы. Чтобы произведенше 
не возрастало безпред$льно въ первомъ случа и не стремилось къ нулю во второмъ, 
необходимо и достаточно, чтобы рядъ 


о... Ра -... 


былъ сходящимся. 
Въ самомъ дЪлЪ, полагаемъ 


Рь —= (1 -- а, {1 - в,)...  - а»); (2) 


очевидно, что для сходимости произведенля Р необходимо и достаточно, чтобы оно, 
при весьма большомъ я, весьма мало отличалось отъ Р, и чтобы, сл$довательно,. произ- 
ведете множителей, слФдующихъ за (1 --о„) весьма мало отличалось отъ единицы, 
или, что одно ‘и то же, чтобы сумма ихь логариемовъ 


11 ага -- Е 1 -- 4% +р) 
была безконечно-мала при неограниченно большомъ р. Но, обозначая черезъ К весьма 
малое число, положительное или отрицательное, имфемъ: 
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ГД е меньше единицы, хотя безкопечно-мало отличается отъ нея при # безконечно- 
маломъ; отсюда заключаемь: | 


ба) ты ия Я РЕ В р) — Чи. 1 - Ч» МАЕ бт+р 
1 2 2 2 
= о (=, +1 -- 229 п --2 - ... -- р“ а) | (3) 


Еели рядъ 


а, фо... то... 


сходяшийся, то первая часть выражен1я посл знака равенства безконечно-мала при я 
безконечно-большомъ; значить, и подавно безконечно-мала, вторая часть того же выражения, 
составленная изъ безконечно-малыхъ членовъ, умноженныхъ на числа, меньшия единицы. 
Такимъ образомъ, первая часть равенства (3) тоже безконечно-мала и, слЪфдовательно, 
произведение Р — сходящееся. 

Наоборотъ, если рядъ 


а о... а... 


расходящийся, то первая часть выражен1я послф знака равенства безпред$льно увеличи- 
вается вмЪетв съ р, а вторая часть того же выраженя, если остается или не пред- 
ставляетъ конечной величины, будеть при возрастающихъ значетяхъ я безконечно- 
малою по отношеню къ первой. Такимъ образомъ, первая часть равенства (3) безпре- 
дЪльно увеличивается по абсолютной величинф, и, значитъ, произведеве, для котораго 
она служить логариемомъ, или безпред$льно увеличивается, или стремится къ нулю. 
СлЪдовательно, и самое произведене Р или безпредБльно увеличивается, или же стремится 
къ нулю: ни въ томъ, ни въ другомъ случа$ оно не можетъ считаться сходящимся. 


$ 401. Изъ предыдущаго доказательства, какъ очевидное слЗдетые, вытекаетъ бол$е 
общая теорема: каковы бы ни были вещественныя числа а, а,,..., а,, произведене- 


(1 -- а, (1-Е в)... @ а)... 
будетъ сходящимся, когда оба ряда 


а Ро... т -..., 
аа... Ра... 


сходящеся. 

Произведен1е стремится къ нулю, когда первый изъ рядовъ-—сходянийся, а второй— 
расходящйся. | 

Этотьъ послЗдеЙ случай, очевидно, никогда не представится, если а, а.,..., @, 


веЪ одного знака. 
Разсмотримъ, напр., произведение 


С О 
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здЪеь вторые члены биномовъ образуютъ сходяшся, а ихъ квадраты — расходящиея 
рядъ. оначитъ, произведен1е имфетъ предЪломъ нуль. Первое правило приводить къ тому 
же заключеню. 

Въ самомъ дЪлЪ, полагая 





1 ] ` 
1 — п) — 1 и 1 и й. 
<») ( тя Ру 
имфемъ: 
и Та 
У2н И2”-1 У 2" (2% 1) 


1 Ы 
— $ 
У? Уж®- 1 (И 2 -1- И2и) Ут У 2% 1 


откуда легко усмотрЪть, что рядъ съ общимъ членомъ о„ — расходяпайся. 


$ 402. Въ большинствЪ случаевъ предыдушя теоремы даютъ возможность судить 
о сходимости произведенная, связывая ее со сходимостью ряда, легко поддающагося не- 
посредственному изучешю. Однако иногда сходимость или расходимость произведеня 
очевидна & рой и даетъ возможность судить о соотв$тственномъ рядЪ%. Пусть, напр., 


1 1 1 1 
Р= (1 м —5)( 4)... (1 =) г 
Произведеше (» — 1} первыхъ множителей равно 


а | 





п п’ 


63 | > 


Бо | 
> | ©2 


значитъ, Р имФетъ предломъ нуль, и, слЪдовательно, рядъь 
11.1 
Отта Г. 
расходяцшийся, что уже было доказано въ $ 228-мъ. 


$ 403, Сходимость произведеня, состоящаго изъ мнимыхъ множителей, требуетъ, 
чтобы вещественная часть множителей приближалась къ единиц%, а коэффищентъь при 
и— 1 стремился бы къ нулю. Относительно сходимости произведенй этого рода мы 
ограничимся доказательствомъ слЗдующей теоремы. 

Произведене 


(1 - м1 + м)... м)... (1) 
стремится къ конечному предълу всякй разъ, какъ рядъ, общей членъ котороло равенъ той и, 
слодящийся . | | 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть 


а, В, И=Т; 


+07 


каждое изъ двухъ вешественныхъ чисель %„ и 6, по абсолютному значеютю меньше 
тойи„; слФдовательно, изь нашего предположеная вытекаетъ, что абсолютныя значеня 
какъ @„, такъ и 6,, образуютъ сходяниеся ряды. 

Отм$тивъ это, докажемъ сначала, что модуль произведения (1) не можеть ни стре- 
миться къ нулю, ни увеличиваться безпредЪльно. 

ИмЪемъ 


1 = ®, = ] ЕЕ а В У—1; 
модуль этого множителя есть 
ий т а) бя — 1 = Чи, РЕ Еб, , 


при чемъ е, имя приближеннымъ значенемъ —_, стремится къ нулю съ возрастанемъ и. 
2 


Итакъ, модулемъ произведения множителей, слЗдующихъ за я-ымъ, будетъ 
пы Чл 1 Е: (и. 1)(1 Ее ба (1 в Яр | р би (2) 


такъ какъ ряды, обиие члены которыхъ а„ и Ь,, сходяниеся независимо отъ знаковъ 

ихъ членовъ, то по теорем$ $ 400-го произведете (2) будеть стремиться къ конечному 

пред%лу при замВн% въ немъ а».., а...) быи, би)... ИХЪ абсолютными значе- 

ями, взятыми вс% съ однимъ и тфмъ же знакомъ, положительнымъ или отрицатель- 

нымъ; значить, оно не можеть ни стремиться къ нулю, ни увеличиваться безпред$льно. 
Полагаемъ теперь 


(1 Е и, (1 не и) ... (1 Е ин) — 1 УЕ Ч» И 1; 


будемъ имЪть 
Ра Г Ча И! (1 - 4.) (в, - 9» ип — (1 -- аи -- бы И— 1», т .У—1) 


Приравнивая другъ другу отдфльно вещественныя части и отд$льно мнимыя обфихъ 
частей этого равенства, пишемъ: 


ны — ВР» — ба Фа -- Рь Чл, | (3) 
Чиа — Ч»ь - бла Ч» —- 1 ВР», ) 


Раны РВ — Рамы Ч 1 , | (4) 
Чл — Ч — Чи @лы —  Рь он . 


Замфняя послЗдовательно въ этихъ посл$лнихъ равенствахъ ® черезъь и 1; я--2...., 
их —Т и складывая между собою ‘по-членно равенства, полученныя изъ перваго, 
включая и само первое, и отдЪльно отъ этихъ равенства, полученныя изъ второго, включая 
и еамо второе, находимъ: 


Ри —2» аань В» Од -|- Ра Е —- вхо Е рн Ян "> Фи 1 ` Чт би тона У Чл бя | (5) 
Ча к’. Ч» — 49» ла -- Чи @в-з -- 8% -- Чи Я ЕЯ ои-а - Ра ина -- 9-2 г ба бы: } 


4.05 


Такъ какъ модуль р„ -- а.У —1 не увеличивается безиредЪльно, то р» и 4, остаются 
оба ниже нЪкотораго пред%ла, и, слЗдовательно, сходимость рядовъ, обице члены ко- 
торыхъь равны абсолютнымъ значетямъ о и ®,„, показываетъ, что. вторыя части ураз- 
нешй (5) безконечно-малы, каково-бы ни было т, когда п безконечно-велико; значитъ, 
рн И 4„ стремятся къ опред$леннымъ предфламъ, и произведен1е будетъ схоляшимся, 
что и требовалось доказать. 

Напр., произведене 


а - ыыы 


сходящееся, каковы бы ни были вешественныя или мнимыя значеня «и 0; здЪеь за 
общий множитель слЗдуеть принять произведение 


== ) №, Я = Ой 
(1 а — 715 : а -- пб ть 


, 





Такимъ образомъ, мы должны положить 


: 1 —2а 
$ ен. 
7 р | 


Но, каковы бы ни были а и 6, какъ вещественная, такъ и мнимая часть такого выра- 


Г : К 
жешя будетъ, для большихъ значенй л, вида —» ‚ гдЪ й„ остается конечнымъ при без- 
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® 


й я 
предфльно возрастающемъ и, и такъ какъ рядъ съ общимъ членомь — — сходяшийся 
п 


независимо отъ знаковъ его членовъ, то и само произведене (6) — сходящееся. 


> : (1 
Нужно, конечно, исключить случай, когда отношение > является цЪфлымъ, велзд- 


стве чего одинъ изъ множителей произведен1я обращается въ безконечность. 


ВЫРАЖЕН1Е НЗКОТОРЫХЪ ФУНКЦ!Й ВЪ ВИДЖ БЕЗКОНЕЧНЫХ 
ПРОИЗВЕДЕНТИ 


$ 404. Выражене зтх.—Мы нашли (8 293): 


: 22 : т —1 СВ (т — 1) — 9) о ) 
зтинае = т (зы то 3902 + тозаь 914—...). (1) 


Когда и — нечетное п$лое число, то вторая часть этого равенства состоитъ изъ 
‘конечнаго числа членовъ и приводится къ многочлену 7-ой степени, ‘расположенному 
‘по степенямъ зтл. Приведенную формулу въ этомъ случаз можно доказать болфе непо- 
средственно и вывести ее изъ основныхъ формулъ; выражающихь зт(а-- 5) и'с05(& -- 5) 
и дающихъ, какъ извфстно, возможность составлять синусы и косинусы кратныхъ дугъ 
еъ исключенемъ, въ данномъ случаЪ, степеней косинуса, которыя здЗсь всВ являются съ 
четнымъ показателемъ. 
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Настоящее доказательство иметь то преимущество, что прилагается не только къ 
вешественнымъ, но и кь мнимымь значешямъ дуги х. 

При т цфломъ и нечетномъь вторая часть уравневля (1), будучи многочленомъ 
1-ой степени, разлагается на множителей первой степени, соотв тетвующихъ корнямъ 


уравнен1я $17 —==0, въ которомъ 311 принимается за неизв$етную. Ве эти корни, 
Эк т—1 т 


. т з . 
какъ известно, вещественные и равны 0, — яп в —- $510 р. —— Ш ой : 











слЪдовательно, обозначая черезь С’ постоянную, не зависяшую оть х, имЪемъ: 


Га 


А Аа вот а о ПР п 
ших —= Ош (зо д— 911? — их 9’)... 191025 — 91 —}, 
И 27 к 2 т 





ИЛИ, ЧТО ОДНО И То же, полагал 























п 2 т—|1 т и 
(1511 — зш? — ... 31 — —=(—1) ? С’, 
7 т 2 т 
пишемь: 
ое $12 $1177 $11* 
пи == С эта |1 — 1 ф... : 

. к ‚ 2к ро 0 ЖЖ 
Ш” — Ш Ут — 
т 7 2 т 


Въ этой формул тм обозначаетъь цЪлое нечетное число и х — какую-угодно веще- 
ственную или мнимую дугу. 

При х безконечно-маломъ первая часть можетъ быть замЪнена черезъ тх, а вторая 
черезь С’х; значить С’ равно я, и формула принимаеть слёдуюний видъ: 


. В . > ` * р 
$117 $107 $115 
1 ЕЛ мат + Ф* › ] а А т ® (2) 
хр о 1х 
УИ” — $10“ — $1“ -———— — 

7 7 2 т 





$1122; — изя [1 — 


Полагаемь 7х == 2 и пусть м растетъ безпред$льно, въ то время какъ 2 остается безъ 
измнен1я; вторая часть явится произведенлемъ безконечнаго числа множителей. Поищемъ 
его предзльное выраженте. 


2 
Когда т безгранично увеличивается, х, равное > › стремится къ нулю; значить, зу 


2 | о. : 
можно замфнить черезъ >> И тзша черезъ 2. Какой-угодно изъ множителей 
п 


$107 
м ЗЫ 
Ш 

т 





по той же причинЪ, можно зам$нить пред$льнымъ значешемъ 
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такимъ образомъ, уравнеше (2) обращаетея въ предЪл$ въ 


о 2 2 
ма == 2 ( ое з 
с? 4" те \ 


но это доказательство, какъ не строгое, необходимо дополнить. 

Въ самомъ дЪлЪ, хотя вфрно, что во второй части формулы (2) множитель, по- 
рядокъ котораго опред$ляется числомъ #, приближается къ поставленному ему предфлу 
сколь-угодно близко, но, для каждаго значешя п, произведене содержитъ такихъ 
множителей, для которыхъ приведенная нами подстановка невозможна, такъ какъ при /, 





бт 
сравнимомъ по величин съ т, >> не будетъ весьма малымъ, и разсуждене теряетъ свое 


значен1е. Итакъ, два произведеня 











$125 $1172 т? 
1 Г |, (4) 
С и ‚а ЕК 
= 5 А 
773 7% о т 





2? 2? 2? | 
=) 18). (ив). ий) 


стремящляся совпасть въ своихъ первыхъ множителяхъ, ве согласуются между собою 
для тъхь, порядокъ которыхъ сравнимъ по величинЪ съ числомъ т. Нужно, однако, 
доказать, что они стремятся къ общему предфлу. Для этого достаточно установить, что 
въ каждомъ произведени при достаточно большомъ, но конечномъ числ$ множителей про- 
изведен1я тфхъ изъ нихъ, которые, въ томъ и въ другомъ, остаются соотв тетвенно 
отличными другъ отъ друга, приближаются сколь-угодно близко къ единицЪ; дЪйстви- 
тельно, тогда эти множители не им$ютъ боле вмяюя на пред$льный результатъ, и, 
такимъ образомъ, отпадаетъ самый вопросъ, можно или нЪть замфнять каждый изъ нихъ 
отдЪльно въ одномъ изъ произведений соотвЗтственнымъ ему въ другомъ. 

Для выполненя этого двойного условя очевидно достаточно, чтобы произведен!я 
(4) и (5) были оба сходящимися, а для этого (8 403) чтобы въ рядахъ 


27 2 2 
а 
$1125 $1127 


о Ре 


ет 
30° — 310 — 
т т 


какъ вещественныя части, такъ и коэффищенты при и— 1 представляли сходяилеся 
ряды независимо отъ зваковъ ихъ членовъ. Но эти ряды могутъ быть написаны въ 
слфдующемъ видф: 


На 
(ааа --.-), 
п? 47? 9х 


тет? п р | + тг а 

з ды и Бе ЕР: 
за? — т? — т — 

т т 








=— 


% 
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Множители внЪ скобокь, одни только содержашле и и] ‚ не ввшяють, очевидно, на схо- 
димость испытуемыхтъ рядовъ, и все сводится къ доказательству, что ряды съ положи- 
тельными членами въ скобкахъ-—сходяниеся; это ясно для перваго изъ нихъ, а что то 
же имЪетъ мЪфсто и для второго, слЗдуетъь изъ того, что такъ какъ отношеше дуги, 


— 


меньшей 5, КЪ ея синусу меньше 5’ То члены второго ряда меньше соотв тетвенныхъ 


члеповъь сходяшагося рада 





п’ ( 1 1 ) 
1 ет арх осо . 
4 к 4. т 9 я 
Отсюда заключаемъ, что оба произведеюя (4) и (5) — сходянцяся и, значитъ, можно, 


какъ мы сказали выше, утверждать, что они стремятся къ общему предзлу. 
Итакъ, имфемъ, наконецъ, для всякаго вещественнаго или мнимаго значеня х: 


2? 27 2 
аа (. мы (1 = 25)(1 > 


$ 405. Выражене созх. — ИмЪемъ: 





слЪдовательно, 


= 





= до- 
а 





05 —= 
2х 





или, по сокращеюи числителя и знаменателя на общихъ множителей, 


(1 — а) — вы) 


ВЫРАЖЕН1Е НВКОТОРЫХЪ ДРУГИХЪ ФУНЕЦ!Й 


С05 











$ 406. УмБя выражать синусъ и косинусъ въ вид$ произведемй, мы можемъ 
выразить всякую тригонометрическую функщю, приводящуюся къ произведенмю или 
частному какого-угодно числа синусовъ и косинусовъ. 

Напр., имфемъ: 








=) 
2 . 


6031 — 05а __ 


1 — са — 
$1? — 
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слЪдовательно, 


с05% — ©0584 __ 





























| — соза 
(2+) _ ее || _ @—= |, _@+'|| _@—* 
„= 4х? : 47" 4. 4п° 4. 4т и“ 
а @ а’ <, ег ) ( а _\ 
2 ы ых р "к-— ИЕ Г 
4 Е <) 1 ЕЕ) 9.4=°/ 
Но, очевидно, 
‚ _ @- 2% 
17.4 Зах /[ \(1 
Обь 
а 4 — а \ в #1 (1 ее р о): 
4 
$. р я 
- 41? Зах — 5 х х 
а Е ЕЙ (1 тех 
а а? т 417? —- а т иж — @ 2 ик а 
4? 


значить, предыдущая формула приметь видъ: 


05% — 05а _ 
1 — соза 


оные -н) 








т.-е. 


6051 — 03а __ 
1 — 034 


иж 222 12 . 1? 27 
5) а а ваз: Е 
Точно такъ же доказываются слЗдующия формулы: 
С055; -- с05а >. Г ие 22 : 22? } 2? | 22 
1- сова _ | (к—а}’ Е (З®— = Г а ...) 


их -- эта __ 
эта „" 


нд дбн. 
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$ 407. Лва слфдующихъ выражевшя: 


т. - 
созх —- ‘апб о азша, 
я 1 } 
605% — 606 о ша 


даютъ замфчательныя разложен1я. Замчая, что 


С. 
а 


1. 
6085 -- бапо ош —=—————_, 


соз — 
2 


Ф [9 
$1 (“ — г) 
® 9 
605% — соб аш — — о. 
д . а 
$91 — 
2 


не трудно оба выражевя представить въ ВвидЪ безконечныхь произведений. Находимъ, 
посл$ очевидныхъ упрощевй, 


1.9 
с05х —- Фапо 50 аш — 


бы - "(1 +) За т + Е. ==)... й 


м 
605% — с0ё 5 ах — 


= (=) (+ @а-=)( +: 5 Ц г 


$ 408. Буквы, входяния въ предыдупия формулы, могутъ быть какъ вещественныя, 
такъ и мнимыя. ЗамВняя х черезъ 2 / —1 въ выраженяхь зп и с082, получаемтъ 


слЪдуюния формулы: 
ге” = ( 4' ( 
5 >> р (+= (ре > 


— -кадочЕич+и. 


Та же подстановка въ формулахъ 8 406-го даетъ: 


е + е " — 2с05а __ я 27 
2(1 — с0за) 0+) Т (2х. += ... 


ее“ -- 9соза 2х 2’ 
2(1 -- соза) — = | ть са Ея || т (3< — а} | `` 
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О НЪкОТОРЫХЪ РЯДАХЪ, ВЫТЕКАЮЩИХЪ ИЗЪ ПРЕДЫДУЩИХЪ ФОРМУЛЪ 
$ 409. Уравнене 
































ВЕРЕ жАГ 2 ( й 
этана (1—5) (1—2 а, (1) 
даетъ 
. 2 7? 12 , : 
отсюда, беря производныя отъ обфихъ частей, ВЫвОДИМЪ: 
2х 2 25 
я... 3 
в м 46—Щх тж-х 
я такъ какъ 

21 1 ] 

— 4 

ре — Ех Жи’ (4) 
то 
| 1 1 1 1 1 
= ье ыы а 5 
ыы Ри ня Е (5) 
Замфняя въ этой формул х черезъ лх, получаемъ: 
1 1 1 1 1 
кеобях —= —- — Е 6 
ре ат и 
Подставляя на м$фето х въ формул (5) 5 д, находимъ: 
Г 1 1 
пи = — р, @ 
2 2 2 2 2 


что можно получить и непосредственно, исходя изъ выраженшя созх. 
Складывая формулы (5) и (7), имЗемъ: 


2 1 1 1 1 |. 
(ал -- — — —=—- — | 

ре 912% Хх т Ст п по 
И с 

















А ПРыРР, В а 
3 3 а таг“ 





ый 
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Полагая злЪеь 2х = ап, выводимъ: 








п ] 1 1 1 1 
Е Е Г 
1 ия 1 1 
—_—_А ———-... 9 
р от на 1’ (3) 


ВеБ эти формулы, данныя Эйлеромъ, весьма извЪстны и важны. 


$ 410. Развертывая обЪ части полученныхъ выше равенствъ и приравнивая зат$мъ 
другъ другу соотв$тственные члены обойихъ разложен1й, получаемъ также зам чательные 


ряды. 
Обращаемся снова къ формул 


| 3 2 
пы = 2 (1— (1)... (1) 


3 5 


% д 
1.2.8 (1.2.8.65 





имЁемъ: 


И — м — 


Составляя произведеше въ формул» (1) по правиламъ алгебраическаго умножен!я, видимъ, 
что коэффименть при — 1’ есть сумма дробей’ 








1 1 ] 
2 


) 47? ? дд? *° 9 


2] 


4 
коэффищентъ при 4” есть сумма ихъ произведений по два, при— 1’ — сумма ихъ про- 
изведенй по три, и т. д. Поэтому мы можемъ написать: 


Е а Е: 
тать 





и, сл$довательно, 


п? 


1 1 1 
м 
Зная сумму произведен1й по два, по три, и т. д., какотго-угодно числа количествъ, 
можно, какъ извфетно, составить сумму ихъ квадратовъ, сумму ихь кубовъ, ит. д.; 
этимъ способомъ мы составимъ сумму подобныхь степеней какой-угодно четной степени 
величинъ, обратныхъ натуральнымъ числамъ. Не останавливаясь, однако, на чиеленномъ 
вычислени каждой изъ такихъ суммъ, мы дадимъ ихъ общее выражеше, связанное, кавъ 


сейчасъ увидимъ, съ числами Бернулли. 


$ 411. Возьмемъ опять формулу (8 409) 
1 Тео ® 1 1 1 х 
и м 


софт — —-- ——_—_ — ет: 
х тфх т—х Ж-т “ 





416 
ИмЪемъ ($ 387): 


Е Е: И 
1.2 1.2.3.4 7\ 1.2.9... 8 











601% — 


в | 


кромЪ того, для всякаго значен1я Ё очевидно равенство 


4 


1 1 25 2х д 
кд ба В = рт ра! те [2 + а. ы шей 








Не трудно, поэтому, развернуть вторую часть уравнен1я (1) въ рядъ по степенямъ 


2% —1 


д и, приравнивая другь другу коэффищенты при 1 ‚ ПОЛУЧИТЬ: 


`В. ОА — 1. 2 


т. 2.8. . 21 ыыы 


+ (3) 

$ 412. Предыдущая формула даетъ приближенное выражене для чиселъ Бернулли, 
когда указатель ях является числомъ значительнымъ. Въ самомъ дЪлЪ, вторая часть 
уравненля (3) слишкомъ мало отличается отъ единицы, и мы имЪемъ, съ т$мъ меньшею 


ошибкою, ч$мъ » больше, 


1.2.3... 2п 
Е инт 4 (4) 


2 тп 


Отсюда видно, что числа Бернулли возрастаютъ еъ чрезвычайною быстротою. Изъ ураз- 
неня (4) вытекаеть, что въ рядё 


2 4 п 
д 


рр № = 2 с а“ 
Е Ва И: 








^ 


х 
отношевле какого-нибудь члена къ его предыдущему имфетъ предЪломъ рр Гакимтъ 





| % 
образомъ, этотъ рядъ, представляюпий = 1: будетъ расходяшимся для значенй х, 


6 
превышающихъ 2х, что вполнЪ согласуется съ изложеннымъ въ 8 378-мъ. ДЪйствительно, 
ь Ни о а 
функщя =—_ | беЗконечна при д — 2= У— 1 и, сл5довательно, пе можеть быть раз- 


вернута въ рядъ но степенямъ х для значенш, модуль которыхъ превышаетъ 9. 


$ 413. Когда х превышаетъ 2х, формула 


И о Ее Вых 
е—1 — 1.9.3.4 











-... (1). 





болфе ве приложима; тЁмъ не менфе, можно доказать, что прерывая разложен!е на какомъ- 
нибудь член, мы дфлаемъ ошибку меньше, чБмъ на сл$дующий членъ. 


Найденный въ $ 409-мъ рядъ для соёх даетъ: 





| — ао ай (— и а 5 НЕ: .. (2) 


с? 


такъ какъ это уравнен!е выведено изъ уравненмя, раепространяющагося на мнимыя зна- 
хх. /— 
чешя 2, то мы можемъ замфнить здЪсь х черезъ 5 У —1; въ такомъ случа, по разд»- 


лени обфихъ частей на — х’, имфемъ: 


1 1 1 ] 1 1 1 
я, о т Е м во 
ие, х г) 2 (= -- 4т? ' 22 16т? Е . - 2? - да Е ). 


а такъ какь для всякаго значеня х 


з И — 2 -- ( Г) +1 бд" 
р -. Чт? } а д? Г (4? ие (т? я?)" |’ 


гдВ 9 меньше единицы, то, замфняя каждый членъ въ формулЪ (3) его разложенемъ и 
замЪчая, что 





У у А У 1 
ый (470°*)"*: РЕ (4) 1 ) 


ГД 0, какъ всегда, обозначаетъ вк число, содержащееся между нулемъ и 
единицею, будемъ имЪть: 


у -ане Ха 











т— 1 и. т 1 
ея РИ г $ (ди? к?" Е 9827 хх (дня?) . (4.) 
Но 
_2Р ‚ О2Р—1 
УнР=т 1. а 
и, сл довательно, 
.\ а В 
= (47° 1.9.3... 
ноэтому формула (4) приметъ видъ: 
1 1 1 Те В, Б. 4 Б; : 
к я 5)—1.9 1.2.3.4 8456“ 


В, 2" —2 —__ 9В., де" 
1.2.3...2% 1.2.3... (жт-29)' 





не 


Наконецъ, умножая обф части на 2’ и изм$няя х на — х, находимъ: 





а" +3 
ЕВ о | +5 и _ Вы _ В _ ея о ен В. м ы 
6—1] 1.92 1.9.8.4 |. 2:3 0 1.2.3... и 23) 


41 
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послёднй членъ во второй части неопредфленно увеличивается, когда х больше 9х, но 
формула остается точною, каково бы ни было 5. 


$ 414. Уравнеше 


1 1 1 
РЕВ рев 


приводить также къ зам чательнымъ численнымъ рядамъ. Дифференцируя я разъ объ 
части, имфемъ: 








Сож 


Фкеотт _ | 
а 1.2.3... |= я Ра тр + я +. |- 


1 
При х = — вторая часть обращается въ 


4. 
Е: 4+1 Да Дт 


= 1.2.3 зн ЕЕ Г рт БИ + тот > 


вычисляя при этомъ численную величину первой части, получаемъ формулы 





АА д Зы 
4 Зы що Т © 9 
т? 1 1 1 
РТ. 
т 1 ] 1 
ВР т 
п 1 1 1 
5 } Ра 1.15 
1536 385155 181“. 


Изъ нихь формулы съ четными показателями не существенно отличаются отъ формулъ, 
полученныхъ въ 8 411-мъ. 


5 415. ИмЪемъ (8 404): 


и’ 
51175 — 75 (1 = "= )( 





м 2 
4? 


замВняя зтх его выражен1емъ (8 293) и приравнивая другь другу коэффищенты при 
однфхь и тфхьъ же степеняхъ и, получаемъ зам чательные ряды. Имфемъ: 





%(т—1)., 71(я° — 1)(# — 9). 
них — изшх — М ‚—...; 
а” рана 


419 


коэффищенть при и во второй части есть 


$101 1.9 в 
т Ро това", 


а въ первой части, очевидно, равенъ х. СлЪдовательно, 


51 1 


9 
ть 


д — 91 -- 


это—рядъ, полученный уже много разъ (88 302, 294). 
Приравнивая другъ другу коэффищенты при я’, получаемъ зам$чательную формулу 
$11 $11" $1'5 


то Ртозав (1 19) Гтозавет о 259.25) Т.- 





$ ` 
2 ( 1 1 
р 1 ч ны .. .) -— 
откуда, замЪняя коэффишентъ при х’ его значемемъ, выводимъ: 


а 3 Эа о ыы 
т я Ра АТ 5 ве .- : ++ зп’ж-... 


3. .. (2 — 2+1 
4. 270 (2 о т) ы ТР 3 9 + 5? он ре (2% — ее о 


эта замфчательная формула дана впервые Шольтцемъ (ЗеВо2). 


—- 


Формулл ВАЛЛИСА 


$ 416. Если въ уравнени 


$115 == 5 (1 —5) (1 — 2,)(1 


к 
положить 2—5, то получится формула 


з-д)... 
== (1 ао) ...; 


разлагая въ ней каждый множитель на произведение суммы на разность, имБемъ: 


‚6-904-064-9649. 


откуда выводимъ знаменитую формулу 


и ) 
Од? эзо 


г 


5 ——ы-.— . -  ._`|]_- Ц. -`-  .. .-.Ц,зЗ-ЦЦ[б——————оа—————цд— 


т 20244 6 6 2 2и 
РГО. а Е 2—1 9-1 


открытую Валлисомъ (\\!аШз) совершенно другимъ путемъ. 
41 
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$ 417. Предыдущую формулу уже давно связывали съ формулою Стирлинга, дающею 
приближенное выражен1е произведен1я 1.2...х для большихъ значевй цЪлаго числа г. 
Формула Стирлинга, къ которой мы сейчасъ переходимъ, очевидно, содержит 
формулу Валлиса; обратный выводъ былъ показанъ Серре (Зегте{) слЗдующимъ образомъ: 
Формула Валлиса даетъ: 


к ти @4.6...2) о» 1.2.8...1) 2.4... 22] 
2 [1.3.5.02 ПвП [1.2.3... 2 Р@п-Е 1) а: 
| Ох. 
—— О м Е , | 
и (1.2.3... 2) 1) (1) 
Если положить 
жж. ом 


Иже 27+? ' 
то не трудно замфтить, что уравнене (1) будетъ равносильно уравнен1ю 


._ [9] м | 
Пт (би) Ч. (3) 





Но можно доказать непосредственно, что также имЪемъ: 
ы ГГ. 
п о ==1, (4) 


а тогда изъ сравнешя уравневий (3) и (4) выводимъ, что ‹(%) иметь предЪломъ единицу. 
Для доказательства уравненя (4) замфчаемъ, что по уравнен!ю (2) 


<(х) 1 1] 2+4 1+ (2+ +). 

1 — — (1 -- Е ко: @ ) 
9-1 е х 

обозначая же черезъ 0’и 6’ числа, содержапияся между нулемъ и единицею, имфемъ: 


1 1 0 Ве | 0’ 
ный 


_ елфдовательно, 
] 1 1 1 ’. 1 ва 0 6’ 0 
— ] —\ — — — — —— м — — в — — — —__, 
(++ 5) (1 +=) 7 (; 27 т 358) т 2 (; 1) уз 3 4.27 


или, наконецъ, 





0 И 
9“ * 


ед: 


ЮТНс 


121 


"дЪ 0” обозпачаеть нЪкоторое третье число, меньшее едипицы ио абсолютной величинф. 
значить, 











6" 
(5) - — е2? 
ое 
Изъ этой формулы, замЪняя послЗдовательно х черезь х -1, х--2.,..., 2—1 и 
обозначая черезь 6,", 0",,..., 0,„_, чиела, содержацаяся между —Ти -- 1, выводимъ: 
6", о В = 
< -- 1) а рее 1, од -- 2) = 2) т 2): (2х = 1) са — 1)? 
«= + 2) = 8) ^^ +@2) 


Перемножаемъ эти уравненля по-членно и, замЗчая, что сумма 


(}” 0.” ВС Ри 
(2—1 


1 1 ь 
по абсолютной величин меньше — 2 ‚д, т.-е. меньше —, можемъ, по сокращени всЪхъ 


общихъ множителей въ числител$ и знаменател$ первой части полученнаго уравневя, 
написать: 











(5) 
Ф(25) 
Это уравнене показываетъ, что при безпредЪльномъ возрастани х выражене т о стре- 
„.\3 
© .: 
митея въ предл къ единицЪ, а такъ какъ т. имфетъ пред$ломъ также единицу, то 


отношен!е двухъ этихъ дробей, т.-е. ‹(2), стремится тоже къ единицф. 
Другими словами, для большихъ значенй х имЗемъ приближенно: 


| гар 4 
].2.3...Ж=У же “д”; 
Чч8мъ х больше, т$мъ соотвЪтетвенная ошибка меньше. Это и есть теорема Стирлинга. 


8 418. Серре, давая это изящное доказательство, показалъ, что оно приводить къ 
сходящемуся ряду, выражающему точно логариемъ произведеня 1.2.3...х, при чемъ 
полученная для послдняго формула представляетъь первый членъ ряда. Въ самомъ дЪлЪ, 


пусть попрежнему 





__ №. Роба 
(2) = И 2х е-2 7+} 3 (1) 
имфемъ тождественно: 
(2) 128 - 1) (м - т) 


Теа "ето "НУ. 


422 


При безпред$льномъ возрастави т функщя 9(х - т -- 1) стремител къ единиц, а ея 
логариемъ—къ нулю; значитъ, имфемъ: 


3: — оо 


1(4) = д |. РТ ю 


Но уравнене (1), служащее опредЪлешемъ (5), даетъ: 


лось 





| 1 
5 12< х-- 5 1 - 15(»); 
замЪчая же, что 


(хп) 1 1 \=+н+. 
(д п -1) == ( р = 


и, слЪ довательно, 


ое)" 


выводимъ окончательно: 


1 


2. Зет о №" &- (&+5) ]х Е» | (+5) ] (++Е:) —1 |. 


я — 0 


Эта формула дана впервые Гудерманомъ (Си4егтапп). Изъ самаго доказательства 


ясно, что рядъ-—сходяпийся; впрочемъ, въ этомъ легко уб$диться непосредственно. ДЪй- 
ствительно, обпай членъ 


[+ Ч 


(+5) ее |= и 


ГДЪ 9 меньше единиды;, выполняя умножен1я, видимъ, что это выражение приводится къ 


сумм 
а 


\3 4/ (2 т (хи) и 6(т Е 


равенъ 


представляющей общий членъ очевидно сходящагося ряда. 


УПРАЖНЕНИЯ 
1. Если въ уравнен!и 
и г 


То 
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считать 511% заданнымъ, а = принять за неизв стную, то, такъ какъ одинъ изъ корней есть а, 
всЪ корни выразятся черезь а=2”7=, п апп; отсюда, прилагая теор1ю алгебраическихт 
уравнен1й конечной степени относительно разложен!я многочлена на множителей, заключаемъ: 


81а — 811% __ х и, х 2х 2 2 
оо 


это уравнен!е точно, хотя доказательство и не строго. 








2. Если въ уравнен!и 
3 А 


Я; м р 
р 


считать соза заданнымт, а х принять за неизвЪстную, то, такъ какъ одинъ изъ корней есть а, 
всЪ корни выразятся черезъ -= (2ил -= а); отсюда такъ же, какъ и въ предыдущемт упражнении, 


ВЫВОДИМЪ. 


605% — 05а __ м а т 1. И 
подене а) , ыВ 


подобно предыдущей и эта формула тоже точна. 





1” 
ты 





3. Формула Валлиса 


2 _ (1*.3*.5...(%— @ и 
; 2.42.6... (2% 


= 


равносильна ряду 
ее 3.5 5 
 _ 0? 2. а 92.42. 6? 9*.4?. 62. 8? 


4. Преобразовать рядъ 


зконечное произведене 


2-96 96-59--5- 
(1 5 (1 ва (1 — 5я)1— =) ---(1— я)... 


В р обозначаетъ какое-угодно простое чиело. 


5. Точно такъ же | 
1 1 1 1 
и 


1 


76+ 96+969)-6=9- 
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гдз знакъ -- берется при простомъ числЪ р вида 4п —Т и знакъ — въ противномъ случаЪ. 
6. Изъ двухъ предыдущихъ теоремъ выводится: 


к о 5. ТТ Ев [17 19. 25 Ут 
44 8 12 12 16 0290 24 
п 4 3? 52 т |" 

















Для составлевн!я этихъ дробей дЪлятъ каждое простое нечетное число на двЪ части, различа- 
юпяся между собою на одну единицу, и четныя части ставятъ въ числителяхъ, & нечетныя въ 
знаменателяхъ. 


дь.. > 
= т 5 преобразовать въ произведено и затмъ развер- 
нуть это произведен1е въ рядъ по степенямъ х, то, приравнивая тождественно другь другу 
коэффищенты этого разложен1я и того разложен1я, которое получается непосредственно, находимъ 


нъсколько зам$чательныхъ рядовъ; первый изъ нихъ есть 


п 1 1 ] 1 1 1 
о 


уз 


3. ИмЪемъ: 


$ ИЯ 
7. Вели выражеше со$ & -—- соб 


те _ т —т жт 4—т 4-т 
21 2 21 21 47 47 





21% тк Зи — от 28-Н2т 4п—2т 4п—9т 


. ААААЗС|САН. и 


2 9 27% 214 47. 49 








5 


отсюда выводимЪъ;: 


+ —ы——ыы——— о —ж——— =. 2 дд — ‹ › # 


8 10 14 16 20 


1 — 4 
1 266 10 10 14 14 
5 У2 = 57911 13 15 — 
> гв 
ор. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


Разложеня въ непрерывныя дроби 


ОпПРЕДВЛЕП1Е НЕПРЕРЫВНЫХЪ ДРОБЕЙ 


_8 419. Разложене функщи въ непрерывную дробь часто бываеть полезно для 
численнаго опредЪленая ея значемя. Однако мы не станемъ вдаваться въ большия ио- 
дробности относительно этого способа разложеня, до сихъ поръ не игравшаго большой 
роли въ изучеши аналитическихъ свойствъ, составляющемъ нашу главную цЗль. 

Прежде всего напомнимъ, что подъ именемъ непрерывной дроби понимаютъ выра- 


жене вида, 
ий 


бы 


9 
пе 
9%; 

дв 


м 


? 





ТВ 9, 9, 9.,..., @, @, @.,... МОГУТЪ имть какя-угодно значения. Непрерывная дробь, 
представляющая алгебраическое или численное выражене, будетъ поэтому, очевидно, не- 
опред$ленною. Если же поставить условлемъ, чтобы числители а,, а,,... были всЪ по 
единиц$, а знаменатели — цфлыми числами, то задача тогда представить только одно 
рзшен1е. Такая непрерывная дробь владфетъ весьма зам чательными свойствами и ея 
подходяния являются наибол$е простыми приближенными значенями, какя только воз- 
можны для данной степени приближеюмя. Но въ наши планы не входитъ заниматься 
здЪсь этой теорей, хорошо извЗстной изъ элементарной алгебры. 


ПрРЕОБРАЗОВАНЦ1Е РЯДА ВЪ НЕПРЕРЫВНУЮ ДРОБЬ 


$ 420. Данъ радъ 
1 ] ] 1 


а 


Имфемъ тождественно: 
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] 1 


1 , , 
Если ВЪ этомъ уравнеши ИЗМ ЪНИТЬ на ——-_, или, что то же самое, А, па 











А, 4, А. 
АР а ‚ то будемъ имфть: 
Е: 1 ей 
= = ——— 
‚ 4 А,” | 
А, А 3 Е ВЕРЕ. а 
д о 
1 1 ] Ч 
Изм$няя въ этомъ тождественномъ уравнени — и т.-е. 4, на А; ив ея 
78 4 3 
такь же найдемъ: 
] 1 1 1 ] 
ЕР ЛЕ р и ЗИМНЕЕ" 
+——— -- 
А, и А, а р А, 2 
о ет Е. ) 
отсюда заключаемъ, что безконечный рядъ равенъ дроби 
] 
А 2 
А, в 
А, а А: т * А > 
: зы . 
3 А, ет — А. -- 


Эта дробь-—сходящаяся одновременно съ рядомъ и притомъ совершенно одинаково съ 
послфднимъ; дЪйствительно, прерывая ее на какомъ-угодно числ$ составляющихъ дробей, 
мы получаемъ вполн$ф точно сумму столькихъ же членовъ ряда. 

$ 421. Разсмотримъ, напр., рядъ 


Ре 
по предыдущему имЪемъ: 
1 
РЕ — т 
1- а 
1 -- р 
в 16 
р 1-. 


№ |2 


427 


находимъ знаменитую формулу 


25 
49 

я а 

т 2... 

з ? 

данную въ первый разъ безъ доказательства Брункеромъ (Втоппкег). Очевидно, что эти 
дроби сходятся съ тою же медленностью, какъ и рядъ, оть котораго онЪ произошли, и 
изъ доказательства общей формулы сл$дуеть, что дробь, оканчивающаяея составляющею 
дробью порядка п, равна сумм$ я” первыхъ членовъ ряда. 


$ 422. Чтобы приложить предыдущую формулу къ ряду 


Е 5, В — Б-Р ..., 


1 1 
очевидно, достаточно замфнить „4, черезь —, 4, черезъ — и т. д. Такимъ образомъ 








Б, Б, 
имБемъ: 
] 
ри т 
] | Б‚? 
аа 
] ] В. 
а: 
Б, Б, | 9 3 
или, посл$ упрощевий, 
№ В 
1 о М во 
В, к Б, Е Р.В: 
в ву ВВ 
ОТВ -В Е... 


Въ этой общей формул члены преобразованнаго ряда были предположены попере- 
мфнно положительными и отрицательными. Это предположене нисколько не уменьшаетъ 
общности результата, потому что здфсь дфло идетъ объ алгебраическомъ преобразовави, 
гд$ буквы могутъ представлять безразлично какъ положительныя, такъ и отрицательныя 


числа. | 


$ 423. Раземотримъ, напр., рядъ 


9—1 - 92 29 Ра’... т а-+... 
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Чо предыдущей формул иишемъ. 





и. 
8 
И ИЕ. 
т 
р —- а Е 3 22 9 —2 
42-4 нае». ен? 
д -- 2" жа 
что легко преобразовывается въ | 
9= | 
аа 1 
1 
1 02 
т ы 1 
1 2 
1+—— т 
( ] те о а 
42 р Же 
РЕ Ре 
А такъ какъ тождественно | 
1 
1 5+ | 
1 в 
1 42 
1- — — 4 
и ый 
то, слБдовательно, 
| 1 
бы] т 
и 
42 1 
1 2 
Е С 
42 
ИЛИ 
о о аи 
т Че 
5 
] ак = о а. 
—- 92 ] а —.. "в 
1-9” #—.. 


Дробь, остановленная на я”-ой составляющей, представить сумму я первыхъ членовъ ряда, 
8 424. Также можно преобразовать въ непрерывную дробь рядъ 


1 1 1 ] 1 


Я В! АРС  АВОБ 1 АВОБЕ °°: 


429 


ВЪ самомъ дВлЪ, имЪемъ: 





г р ВИТ 1 
д = А Ву А_ 
И — 4 


Чтобы отъ этого выраженя перейти къ суммЪ трехъ первыхъ членовъ ряда, нужно 


т.-е. замЪнить ВБ черезъ 


1 
замЪнить — черезъ — — — 
в? В ВС’ 





1 В 
1 рт 
В ВС 
Такимъ образомъ имфемъ: 
1 1 а 1 
д 1Б' 480 _ А 
А- ов 


а 


Чтобы перейти отъ этого выраженя къ выраженю четырехъ первыхъ членовъ ряда, 
и, значить, С черезъь С -- т: Такимъ образомъ, 





] 
нужно замёнить — черезъ — — — 
Е в чере р 


Ее 
А АВ' АВС АВОСЬ — А 
Б— 1 ат 
11 


Законъ очевиденъ и безконечный рядъ равенъ безконечной непрерывной дроби 


мо. 
А 
АА 
Па еее 
а 
Е 


$ 425. Напр., имЪемъ: 


1 1 1 
ато рава 
и, сл довательно, 
1 1 
1 — — = т 
[= 
1 -- 5 
1 
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или, беря отъ обфихъ частей обратныя величины и вычитая по единиц, пишемъ: 





5 
Е. 


ВырРАЖЕН1Е ФУНКЦ!1И ПОДЪ ВИДОМЪ НЕПРЕРЫВНОЙ ДРОБИ 


$ 426. Разыскане безконечной непрерывной дроби, равнозначной данной функщи, 
представляетъ задачу неопред$ленную, но имфющую только одно рзшене, если выборт 
составляющихъ дробей подчинить условю, чтобы эти поел$дн1я давали, при малых“, 
значетяхьъ перем$яной, наибольшее возможное приближенте. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть $5(5) будетъ функщя отъ х и а — значене, которое она 
принимаетъ при х — 0; полагаемъ 


Ц 
у 


гд$ у обращается въ нуль одновременно съ х. Пусть $ будетъ предЗломъ отношеня 2» 


когда х стремится къ нулю, полагаемъ 


_ 6х 
ре 


2 
Пусть с будетъ предЗломъ -› когда 2 стремится къ нулю; полагаемъ 


6 
— 1- и’ 


продолжая такимъ образомъ до безконечности, получимъ для (2) непрерывную дробь вида 


ке 
1+ 6х 
1- 


сх 


Ах 

м 
3 
самую выгодную изъ везхъ, кавя только возможны для малыхъ значенй д. 

Но понятно, что если какое-либо изъ количествъь у, &, и,... сравнимо сь 
‚такою степенью х, показатель которой отличенъ отъ единицы, т.-е. если одна изъ 
величинъ 4, 6, с,... обращается въ нуль или въ безконечность, то такое количество 
надо предетавить функшею вида 

т" 


1 
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соотвЪтетвенная составляющая дробь въ такомъ случа имФла бы миожителемъ въ 
числителЪ степень х. | 


8 427. Разсмотримъ, напр., функшю (1 -- 5)”; полагаемъ 


а = 


и, сл довательно, 
ги 1 Гао (1 —- д)” 
аз 


Знаменатель этой дроби приводится къ единиц$ при 5 =0, и отношене © имзетъ 


предЪломъ производную отъ числителя, иначе говоря, значене выражен!я 





— (1 - ж) 
при х = 0, т.-е. —ж. 
Итакъ, полагаемъ 
ы 1 
(1 5)" = т т 
1 2 
откуда 
АИ Ро. 
р" > 
замфняя (1--х)” его разложешемъ, находимъ безъ труда, что, при х=0, вм т1 


такимъ образомъ, 


@ + 2)" = 


их 
1 — 


Аа. 


я 


Прилагая этоть методъ много разъ, мы можемъ получить какое-угодно число дробей, но 
онъ всё-же является мало пригоднымъ для выяснеюя самаго закона составленя, который 
мы вскор$ получимъ другимъ путемъ. 


$ 428. Разсмотримъ еще функщю 


у —= агфалех. 


Когда х безконечно-мало, у равно х; полагаемъ, поэтому, 


у=—; 
в 
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ОТСЮла ВЫВОДИМЪ: к 
ау 1 х ау, 


а тру Чи 
| ау 1 х 
ЗамЪняя производную д. ®я значенемъ тэ и освобождаясь отъь знамепателен. 
будемтъ имЪть: 
| а | 
2(1 + зи— а -- 9) - и - у) = 0. (1) 


Известно, что для безконечно-малаго значеная л разность (у — х) — третьяго порядка; 
отеюда слЗдуеть. что у, — безконечно-малая второго порядка; но и предыдущаго уравневня 
_ достаточно, чтобы доказать это положене и въ то же время опредЗлить приближенпое 
значене у. ДЪйствительно, полатаемъ 


7% 


У: — 95 , 


3 


гд$ т — неизв$етная постоянная и < — функшя оть х, остающаяея конечною при 
безконечно-маломъ. Уравнене (1) приметъ видъ (8 45): _ 


х(1 — фто” - © — 2471 - ам") -- о” + ол”) = 0, 


гдЪ = безконечно-мало одновременно съ д. Если въ этомъ уравневи предположить х 
безконечно-малымъ, то первый членъ будетъ порядка т, второй — второго порядка и 
трей — порядка т. А такъ какъ очевидно, что сумма коэффищентовт членовъ наивыс- 
шаго порядка должна быть нулемъ, то, если зи меньше 2, 


1=0, 
что невозможно, а если т превышаетъ 2, то 
то - а —=О0, 
что также невозможно, потому что, по предположен1ю, «х имЪетъь конечное значенте. 


Значитъ, нужно принять 97% —= 2, и тогда 


да — 1 а =0, 
ИЛИ 
Е ] 
а 
& : 1? 
_ Такимъ образомъ, приближенное значене у, есть у, —= д И МЫ ПОлоЖимЪ 


ит 
и зи’ 


` гд® у, безконечно-мало одновременно съ. х. 
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Увидимъ безъь труда, что у, удовлетворяетъ уравненю 
2 а 2 
я Ея), — 2 (а- ) 4 (3 у, =0. 


Отсюда выводимъ, что у,, при безконечно-маломъ значени х, есть величина второго 


4 
порядка и приближенное ея значене равно — 2’; поэтому полагаемъ 
5 


= 242 
. и. 





Точно такъ же увидимъ, зто у. удовлетворяеть уравненю 
›_ Чу 2 а 
21 +2), — (9 1 9,2 + (5 Е и =0, 


изъ котораго выводимъ, что приближенное значеше у., при безконечно-маломъ зна- 
2 


: д 
чеши 5х, равно ——, поэтому полагаемъ 


_ 95 
7—7 и. 
Продолжая такъ же и далЪе, будемъ имЪть: 
8 
агфапех — ен 
] -- 4.122 
3 = 92? 
А —- ЕН 
у 167 





Е: 


6 429. Преобразоваюне рядовъ представляетъ часто наивыгоднфйпий способъ для 
получешя разложевй въ видЪ непрерывныхъ дробей и изучевя ихъ законовъ. Приведемъ 
нфеколько примЪровъ. 

Начнемъ съ преобразовавя ряда, 


рено сре а. В ор 
Пек 8 2 ЕП етот Г. (1 


даннаго Лежандромъ (Гесепаге) вь Примфчани къ его Геометрив изъ него онъ вывелъ 
замЁчательныя слЁдетвя. 


Но уравненю (1) пишемъ: 


1 а 


а _ р 
Г ра 
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вычитая по-членно это послЗднее уравнеюме изъ (1) и выполняя вычитане соотвтегеен- 
ныхЪ членовъ во вторыхь частяхь, находимь: 

и а р ме ой 
3] — 2 пех а о - ——- - 
о" | (2—1) 22 + 8-2) 2 2 + 12-Е з) ' 


т.-е., по опредзлению (2), 








Ч | 
де = Зе. 5 
ы т 28 -- 2) (2) 


Л\лимъ на (2 -- 1} обЪ части этого уравнешя и нолагаемъ 


— 4 р . 
+ 
уравнен!е (2), какъ легко видЪть, приметъ видъ: 
| а | 
= о. о 
ие) а чё 1) (3) 


Замфняя послфдовательно въ этомъ уравнени 2 на 2 +1, 2--2,..., будемъ имЪуть: 


д 
ТУ ++ 9. 


{д 
(2 Я р а 
Иа - 2) (е 2) + ща + 3) 


и, слБдовательно, 


-— @ 
2 ый йе 
+ о- 


ТУТ. 


_ ТД 42), по опредфлешю, представляетъ частное 


1 0 


и 
о ЕТО бат" . 
до ЕЕ 6) 


| О ] 
ПУ ка в т 
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Если положить 2 = —, то непрерывная дробь, очевидно, можеть быть 
д 
поль виломь: 


представлена 








гдф числители всЪ, кромЪ перваго, по 44, 


а знаменатели образуютъ рядъ нечетныхъ 
чисель; самая же функщя $(2), 


представленная этою дробью, приметъ, при предполо- 
] а 
жеши 2 —=—, слБдуюций видъ: 


о 
44 16а: 646 
ы Ро та 5 р бе 
_” 1 + 164? ‘64а? 


28418456“ 
Легко видфть, что эта дробь равносильна выражено 
4 е?Иа == о-?И“ 
Уз 2Уй озу | 


Сл$довательно, 


у“ >. е-2И@ 











44 
Иа = 
2Уа 1 в-Уа —2уа 
--е т. 44 
т 44 
а 
4а 
5 -Г= 
—-. 
Полагая 4а = х’, находимъ: 
ый д 
ее 1 х 
8+ мы 2 
т 
1 
При х = о ЭТ формула даетъ: 

1 Е 
вече Я 
тет > ря 
е? + е ор т 

Тв 1 10 в т 
14 +. 


42* 

















ИЛИ 
| вы . , 
е е 
3 Е! 
е’ — е 
10 Руд. 
А такъ какъ 
} о 
её? е * 2е * 
ве Г 1 а т 
ее * о 
то 
ре 
— От 
Я 
И 
1 
р в ] 
а 1 
И 
Та... 


: 1 
. ЗЕ ——_ 
Чи -.. 
Эта, формула, данная Эйлеромъ, наиболЪе выгодна для вычисленя е. 


$ 430. Предыдупий методъ имфетъ большое сходство съ методомъ Гаусса, примф- 
неннымъ имъ къ разложеню въ непрерывную дробь сл$дующаго’ весьма общаго ряда: 





Ва, В. у, м =1 + (#21). ВР) › «(а 1)(«- 2). В(В--1)В - 2) 


— д ——————————жц = ————_—— 


1.2.0 1.2.3.17 Па - 2) о 


который, при надлежаще выбранныхъ значеншяхъь о, В, 1, можетъ представить большую 
часть извЪетныхъ разложенй, полученныхъ до сихъ поръ. 

Не трудно установить, на основан!и тождества коэфбфищентовъ при однЪхъ и тБхь же 
степеняхъ х въ обЪфихъ частяхъ, слБдующее равенетво: 


__ (у— В) 
Е, В+ ТТ, 2) — Еф, В, 1, Г В, 1-2, 2. (0 





Далзе, полагая 


ие в. 
Вы ФВ Ъ Я 


и замфчая, что функщя ЕР симметрична относительно буквъ х и В, будемъ также имзть: 


Ра ВНЬх 





ЕР" Ира 3, а, 1, 2). 
Е(о, В, 1, 2) Мао ИЯ 
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Уравнене (1), раздВленное на Р(а, В-- 1, у-- 1, 2), приметъь видъ: 


2%. ее 
а ря © о АТ ЬтЬ 


ИЛИ 
1 


(т (2, В, Т, д) —= А 
д. (ВТ ат 1, 2) 


(1 — В) г 


о О 


Та же формула поесредствомъ простыхь измнеюй буквъ даетъ: 


1 
С и ож ВЕ о ис ия > 
ВЕТ о . т 


Функщя (, стоящая въ знаменателВ этого послЪдняго уравненя, въ свою очередь вн- 
разится при помощи той же самой формулы, и мы окончательно будемъ имФть: 





СВ, 9, 1, 5) в о (3) 
ИН 
сх 
Аа 
4х 
НЫ 1 ет 
ыы 
ГД 
| в: — В) в м 
КРИ" +2) 

‚ —_ @-па+1- с _ ВЕ 9 


+2). 3) ’ (3-4 ’ 


‚ — @- 2) 2— В) ‚ _ За 8—9). 
9445)’ `` СО 


При В = 0, очевидно, имЗемъ: 


Е(а, В, |, ЖЕ. 
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и, сл5довательно, уравнене (3) при зам нз въ немъ 


№’ 


у на 1—1 приметь видь: 











1 
Е(а, 1, |, ЖЕ > 
к Ь 
1 — ен 
ть сх 
в 4х. 
| — 
ГДЪ 
Хх РЕыЬ 
@ — —, р — 1 | 
1 О Ь, 
У а Бана 
и оа-2)° Ча - 3)’ 
е — Е И в За Ей) 
ит -®’ инев-5)’ 
и двойной законъ составлешя а, се... и, а, |... очевиденъ. 


$ 431. Предыдущее уравнен!е даетъ 
Не трудно замфтить, что 
П-+ху =Е 


и, сл довательно, формула (4) при я = — 


разложение многихъ простыхь функщй. 


([—^л 11—21), 


и, | =Т и при зам$нВ х на — х даетъ: 








р. аи 
2 
тт и— 1 
] 2.3 . 
2(и-- 2) 
ва — 
ве 2(и — 2) м 
4.5 
1 Е 
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$ 432. Им$емъ: 


К <) =хРа, 12, —%); 











селЪфдовательно, 
=. 
1 Е. о 
Е ] 
6 НЯ 
рее = 
6, 
6 
Е ——— 2 р 
10“ 
ие 
же 
ай 
о ——=——— 
<) 
— 2 
1 
1 -- и о. 
7 
— д 
1 -.. 41—22 . 
” о ая 
. 40-2 
м 
|1 -. 
$ 433. Разложене с” есть предЪль выраженя 
Е(1, 1, г: 
[ 
Когда Ё растетъ безпредфльно, находимъ: 
А 
т 
а. 
а 
2 
1 
-- з 
= 6 
о 
6 Ух 
1 А РЕ Е 
2 т 
Е 
ты 
ры 
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УПРАЖНЕНИЯ 


1. ИмЪемъ: 
— } 
1 
и р 
1 - > 
ты 
т а, 3 
Ба 
а а 
т 
при чемъ общее выражен!е составляющихъ дробей есть 
а ит 
р 2 Уз: › 
5 — 7х 
Е 2 ЕТ- у» 
2. ИмБемъь: 
КЕ 2) = наи 
1 -+ рт 
м 25 
р 21 
Е 3х 
и? 3х 
р 47 
РУ 2 -|.. 


при чемъ общее выражен]е составляющихтъ дробей есть . 


у Ух . 
27 —1 
27 у», 


гх 
АЕ ИЕР ОО ИЕ 
о Е та 
3. Имъемъ: = | 
т 

{2127 —= : 
д 

Ле 2 

и: х 
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1 
4. Полагая тэ д =, выводимъ, что функщ!я 

















24 — эт2х 
91" 
равносильна ряду 
4 4. 4.6.8, 4.6.8.10 . 
8. БИТ И ТБ 
непрерывной дроби 
ыы 
3 
6 
{ — г. 
я у 
Бльай 
т 5-8 | 
0” _ 
1.4 
9.ий 
т. 10 
_ 11.18 
|4 
6 2 5.8 : 
Законъ составлен я коэффищентовъ =, — =, = 0’ --- СЛЪДующиИ: я-ый членъ этого ряда при и 
четномъ равенъ в... Е 


"+ 0»), а при я нечетномъ би. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


Теоря вычетовъ 


о д 


$ 434. Пусть фувещя ©(х) обращается въ безконечность при н%которомъ частному, 
значеви а перем$нной х, отъ которой она зависитъ; Коши (Саасву) назвалъ вычетомь 





(тёззаи) этой функшщи относительно числа а коэффищентъ при въ разложени функши 


х—а 
въ рядъ по степенямъ 5 — а. 

Это опред$леше требуетъ нЪкоторыхъ пояснений. Въ самомъ дЪлЪ, можеть случиться, 
что одна и та же функц1я будеть представлена нзсколькими различными рядами, располо- 
женными всЪ по положительнымъ или отрицательнымъ степенямь х— а, при чемъ ихъ 


сходимость соотвЪтетвуеть различнымъ предфламъ, въ которыхь изм$няетея перем$ннал. 
Пусть, напр., 


1 
?(#) (л— 1)’ 
имфемъ: 
1 1 ] ] 1 
| 9) = -з УВК 2? ; Е Е > 
т 


при чемъ разложеюме приложимо ко всякому значеню х, модуль котораго превосходить 
единицу. Но также имБемъ: 


1 ] 
. мдм —ж—...; 





1 
$(%) —= —-— ‚= 
(=) о х 
этоть второй рядъ-—сходялийся для значемй х, модуль которыхъ меньше единицы. 

: ф 
Когда, поэтому, говорятъ безъ веякаго объяснешя о коэффищент% при > въ разложени 
1 
фунещи {#—1 ‚ то приходится дЗлаль выборъ между О и — 1, на которое умножается о 


въ двухъ нашихь разложеняхъ; неопредфленность въ другихь случаяхъ можеть быть 
значительно больше. | 

Тавкимъ образомъ, чтобы дополнить опредзлете, прибавимъ, что разложеше, къ 
которому оно относится, должно быть сходящимся для малыхъ значенй разности 1 — а, 
но степенямъ которой оно расположено. Въ предыдущемъ примВрЪ только второе разло- 


44.3 


жене—сходящееся для малыхъ значенй х и, слФдовательно, вычетъ относи- 


2(х — 1) 
тельно х —= 0 есть — 1, а недо. 


5 435. Вообще мы допуетимъ, что если разсматриваемая функшя ‹(х5) обращается 
въ безконечность при х==а, то существуетъ такое ц$лое число т, при которомъ про- 
изведене (1 —а)”"5(7) имЪетъ конечный предЪль, когда х стремится къ а. Тогда теорема 
Тэйлора дасть возможность развернуть это произведен!е въ рядъ по положительнымъ 
степенямъь х— а, сходяпийся для малыхъ значенй этой разности. ДЪля такой рядъ на 








(х —а)}", получаемъ разложене, въ которомъ будетъ имфть коэффишентомъ вы- 


д—а 
четь $(1) относительно частнаго значен1я а перемЪнной х. 

СлЪдуеть замЪтить, что согласно только-что приведеннымъ объясненямъ функшя, 
обралщаясь въ безконечность при х=а, можетъ въ то же время не имфть соотвЪтствен- 
наго вычета. Такъ, напр., функшя 1х хотя и обращается въ безконечность при х=0, 
однако произведене 5” ни при какомъ значении и не развертывается въ рядъ по по- 
ложительнымъ степенямъ х, такъ какъ (м -Р 1)-ая производная отъ этого произведеня 
обращается въ безконечность при х —=0. Поэтому функшя |х не допускаеть разложен1я 
10 положительнымъ или отрицательнымъ степенямъ х и опредфлеюне вычетовъ къ ней 


ия 1 
не приложимо. То же можемъ сказать о функши ——= при х=0, о -——— Шри д=1 
Ух у —- 1 
и о безчисленномъ множествЪ другихъ. ВсЪ эти случаи исключаются въ этой главЪ. 
Притомъ мы увидимъ, что они и не могутъ представиться, если дфло идеть о фунЕкши 


вполнЪ опред$ленной, имфющей для каждаго значеня перемнной единственное и опре- 





д$ленное значете. Функши |х и не удовлетворяютъ этому двойному условю и за- 


— 
х 
ставить ихъ удовлетворять ему, съуживая самый смыслъ, соединяемый съ этими фунвц1- 
ями, невозможно ($8 377). 


НлдхожденцчкььвычеТА 


$ 436. Предыдушля объясненя облегчаютъ рёшеше сл$дующей задачи: Нити вы- 
четь данной функизи для значешя перемъиной, обращающей ее въ безконечность. 
Пусть х=а есть корень уравненля 


Е 
Ф(х) 


Пуеть т степень его кратности, другими словами, пусть т есть такое цфлое число, при 
которомъ произведене (1 — «)"‹(х) имЪетъ, для х —= а, конечное значеще. 


Цолагаемъ 


(1 — а)"з(х) = Е(*); 


тахь какъ функщя Е(х) не обращается въ безконечность при х=а, то она, вообще 
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говоря, можеть т развернута въ рядъ по цфлымъ и положительнымъ степенямъ х — а. 
Пусть 


Е =Еа-+#—а = Род + Ра... Ро... 
отсюда выводимъ: 


_ Еф _ Е@ Е“(а) Е“(а) 
мт ед д)" Г 1.2.(%— а)? п 


— (а) Е"(а) 
И И ен от я тв им? 





и = 1 | ь 
и коэффиментъ при = => Т.-6. вы четь <(2) относительно значен1я & перем$нной х, есть 


о ®. т [9 [9(%).(— а)" | 
И и дл” ра 


Когда число м приводится къ единиц, вычетъ ‹(12) принимаетъ. видъ 


[(5 ее 4)$(1) | — а : 


Предположимъ, что въ этомъ случа функщя $(1) ееть дробь и , знаменатель которой 
(1) при х==а обращается въ нуль. Вычетомъ будетъ аа. произведеня 
ев). 
когда л стремится въ а, и этоть пред%лъ, очевидно, равенъ 
Ка. 
ф (а) ’ 


итакъ, вычеть равенъ числителю, раздфленному на производную отъ знаменателя, но 
это правило теряетъ. свою силу, если а есть простой корень уравневя /(1) =0. 


1 
$ 437.  Приложиму предыдупия правила къ разысканНо вычета функши сов — — ДЛЯ 
1 
значеня х — иж. обращающаго ее въ безконечность. 


( : ) 
—— | © — 
пт т 


имъеть для х конечный пред$лъ. Въ самомъ д$л*%, полагая 


Произведене 


1 
 т- р’ 
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1 1 | 
гд$ А безконечно-мало, видимъ, что с0ф — МОЖНО замзнить черезъ =; преобразованное нро- 
изведен!е | 
р 4 г 
й Е р И ) р 
1 
очевидно, имфетъ пред$ломь — ад» ЧТО, слфдовательно, и будетъ искомымъ вычетомъ. 
п 
Отыщемъ еще вычету, 
1 
Е (1) 
д а15х 


относительно д —=0. НПроизведеше функши на д’ имфеть въ этомъ случа конечный 
предЪль и вычетомъ будетъ значене, которое принимаетъ, при х —= 0, выражеше 








1.2 ах \4алох/ ° 
Производимьъ вычисления: 














{210% — — 
9 | о с05°х __ $10252608% — 2 
ах \ лох / 21565 $11075 
4 ( 2 \ _ (052 — их — Пзшх — 2511260582(9156055 — <) __ 
427 \ бапох/ — 51% и 
__ — 251% — 2512605’ -- 255126085 (2) 
$117 


Когда х очень мало, то мы, отбрасывая безконечно-малыя пятаго порядка, имЖемъ: 


НИХ = 2“, 
32 32 4 
2 2 в ( д 2 т 4 2 4 4 
.51"2160$°Х — («—^ 1) == —-х 
6 О 3 ие 
2151127605и — 2(= “(1 =) — д" 2 2 — 2 2 д: 
6 О о 6 8? 
о 
при подетановкЪ этихъ значен!й дробь (2) приводится къ —-, что и служитъ ея пре- 
Э 


дФломъ; слЗдовательно, вычетъ равенъ —3. 


ОБоОзЗНАЧЕН1Я Коши 


* Ф [ 
$ 438. Коши ввелъ для обозначешя вычета функщн $(%) знакъ С©.; но такъ какъ 


т: | 
важно знать, къ какому корню уравненя 5 — 0 относится разематриваемый вычет, 
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то онъ предложилъ указывать его явно посредствомъ одного и того же множителя з\ 
числителВ и знаменателВ, заключая его въ знаменател$ въ двойныя скобки. Такь, пьпр., 





(2). (2 — а) 
С “е—9) 


есть вычетъ функщи ‹(1), относяцийся къ значетшю х == а, для котораго эта фунвщы 
обращается въ безконечность. 


При отсутстви всякато подобнаго указая 2) обозначаеть сумму вычетовъ. 


| 1 
относящихся ко всзмъ корнямъ уравненя а — 0. Такое выражеше Поши назвалъ 
(2; 


антелальнымь вычетомь. Для обозначеюня суммы вычетовъ, относящихся только къ 


1 
нЪкоторымъ корнямъ уравнен1я черт — 0, вводятъ въ числитель и знаменатель множи- 
р: 
телей, соотвЪтствующихъ этимъ корнямъ, заключая ихъ въ знаменателВ въ двойныя 
скобки. Такъ, напр., 


с (5). (х — а)(х — 6) — с) 
(2 —а{@—5){@—9) 


обозначаетъ р вычетовъ 5(%), взятыхъь въ послЗдовательномъ порядкВ относи- 
тельно а, 6, 

Для ана суммы вычетовъ, относящихся къ тмъ изъ корнеи, вещественныя 
части которыхъ содержатся между двумя пред$лами х их, а коэффишенты при И! 
между Ви В’, пишуть: 

о 
фе); 


Ва 


но, принимая это обозначеше, согласились считать только половину вычетовъ, отно- 
сящихея къ корнямъ, для которыхъ достигнуть одинъ изъ пред$ловъ, и только четверть 
для тЪхъ, для которыхъь и вещественная часть, и коэффищентъ при и 1 достигать 
оба, указаннаго пред$ла. 


_ЦФль послфднихъ соглашений — употреблять безъ ограничений слёдующую формулу: 


9 а ыы 
ст 2(#) — сд - А но Са - ©, 


тдЪ, по предположеню, а содержится между сия, а В между Ви В. 

Въ самомъ дЪлЪ, если предетавить мнимое выражеше х Ру Ии—1 точкою на 
плоекости, координаты которой х и у, то первая часть этого равенства будеть суммою 
вычетовъ относительно корней, соотв$тствующихь точкамъ, расположеннымъ внутри 
нзкотораго прямоугольника, а вторая часть — суммою вычетовъ относительно корней, 
соотв тетвующихь внутреннимъ точкаиъ четырехь меньшихъ прямоугольниковъ, на 
которые можно разбить первый. Такимъ образомъ равенство, очевидно, но при услови 
‘считать ТОлько. ноловину вычетовъ. относительно точекъ, расположенныхь на лишяхъ 


44% 


ДЪленя, такъ какъ они входять въ сумму, очевидно, по два раза, а если функ паз 
обращается въ безконечность при х =а--Ь и 1 ‚ то вычетъ относительно этого 
значеня, какъ входяний четыре раза въ сумму, долженъ быть по нашему сотлашеню 


умноженъ въ каждомъ слагаемомъ на 77 : 


ТеорЕМЫ, ОТНОСЯЩТЯСЯ КЪ ВЫЧЕТАМЪ 





$ 439. Если функтая (1) обращается въ безконенность при х = а, то разность 


- (аа — а) 
све) Г 





иметь вседа конечное значеме при и = а. 


Другими словами, чтобы удалить изъ функщши (1) часть, обращающуюся РЪ 


) 


._ (2 
безконечность при х==а, достаточно вычесть изъ нея вычеть функши Е.С отно- 
д— 2 


сяпийся къ 2 — а. 


Предноложимъ, что функщя $(7) развертывается въ рядъ вида 


А 4, 
"&—а) 


фа 9 Вотье О 


(2 — а) 





(1) = и 


замВняя л черезъ 2 и д$ля на х — 2, пишемъ: 





(2) = А А, Ап 
тет ит 
Б Б, (2 — а) я 
м (3) 





=; АЯ значенй 2, близкихъ къ а, развертывается въ рядъ по степенямь 2 —а, и 


мы имфемъ: 


] 1 - —__ __  \2 : ___ дут 
1 № И , еее. 





ще па @—а х—а ха (—@а” 





замъняя > ЭТИМЪ разложешемъ въ каждомъ изъ членовъ второй части уравненая (3), 





получимъ рядъ, въ которомъ коэффишентъ при -, очевидно, равенъ 


# — 


м р. 


х—а ‘’(л— а) (х — а)” ` 
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что представляетъ сумму членовъ въ разложени ‹(15), обращающихся въ безконечность 


$ 0(2 
при 1=—а, а такъ какъ эта сумма есть въ то же время вычеть функши +, со 


теорема доказана. 


$ 440. По формул, данной для вычета функши въ $ 436-мъ, легко видфть, что 
вычетъ фунещи 


Ф(г) 
д— 2’ 


относяш1йся къ 2==а, есть сумма дробей вида Е = 2; такимъ образомъ, по теорем 
Коши мы находимъ такую ращональную дробь, вычитая которую изъ данной функдли 


отъ х, мы заставляемъ исчезнуть, при 7 — а, часть этой функщи, обращающую ее въ 


) 


безконечность. Найдемъ, напр., рашональную дробь, вычитая которую изъ Е 


получаемъ, при 1 = 0, конечную разность. Эта дробь, по предыдущей теорем, равна 


р 
Е 


1 
(х — 2)(1 — со$2)’ 
есть двойной корень уравнен!я 1 — с052 = 0, то вычетъ есть (8 436) значене, при 2 = 0, 
производной ув 


т.-е. равна вычету функщи относящемуся къ 2 = 0. Такъ какъ 2 = 0 


а 
аг (х— 2)(1 — соз2) ' 


производимъ вычиелете: 


бб ма со — я ива тео 
2 ( ее 2) (1 =—= 6052) =” (1 = с032)*(х в 1 2} я = 


2 





__/ 1 \22(1 — со) —2“та + 2 ВИ 
а (=) (1 — с032)* (х — 2)? — соз2) | 


Первый членъ во второй части иметъ предФломъ нуль, потому что знаменатель 
предетавляеть безконечно-малую четвертаго порядка, а въ числителВ по замФнВ синуса 
и косинуса ихъ рядами первые члены, посл упрощевй, будутъ пятаго порядка. Во вто- 

2 2 


2 
‚ равная ———— ‚, имфетъь предзломъ 2, и весь 


рожъ член второй части дробь 
2911? : 
2 


]} — 


Е $. ! 
второй зленъ приводится, при # = 0, къ = - Такова функщя, вычитая которую изъ 
Е получаемъ остатокъ, имфюпий конечное значене при х ==0. Иногда говорять 


2 
выразительно, что —; есть безконечная часть функши 


1 
————, хотя это и не совеЗмъ 
2 1 — 057 


правильно. ° 
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3 441. Разложене ращональныхь дробей на простБишя. — Если ‘вычесть изъ рад!о- 


Ее" еж 


нальной дроби (х} интегральный вычетъ ‚ относяпийся ко всфмъ корнямъ урав- 


немя —— = 0, то разность 


$(е) 
— 9 ((2))] 


хх # 


‚ не обратится, по предыдущей теорем, въ безконечность, ни для одного изъ значений х, 
обращающихъ функцио $(х) въ безконечность; и такъ какъ вычеть никогда не бываетъ 
безконечностью, то эта разность, представляющая собою, очевидно, ратональную функцию 
отъ д, не обращается въ безконечность ни для какого конечнаго значеюмя перем$нной: 
она приводится, сл довательно, кь цфлой функщи, и, значитъ, интегральный вычетъ 


а (($(2))] 


х—# 


будетъ суммою простфйшихъ дробей, входящихъ въ составъ (15). Когда въ ‹(%) степень 
знаменателя превышаетъ степень числителя, выражен1е не имфетъ пЪлой части, и 


(22). 
=С ар 
Пусть, напр., 
] 


течи: 


будемъ имЪть: 
1 


еее 





< у Вы 1 + Г 1 
ее —2е-- 6—0’ 
но ($ 436) 
г. 1 1 
—2@а— 1-1) 4@-’ 

1 1 Е 
С (и— 2 + П(е— п] а 4(х —1) тр 2(%5—1}’ 

слфдовательно, | 


т м: 1 1 
«а —1 _ 4(% — 1) ИЕ! 


СУММА ВЫЧЕТОВЪ ВН ФУНКЦТИ 


-58 442. ыы снова уравнене 


= © $ (($(2))] 


и —# 


(1) 
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которое предполагаетъ только, что рашональная функщя ‹(х) обращается въ нуль для 
безконечно-большого значенля х. Умножаемъ обЪ части на х и замЪчаемъ, что такт какъ 
вычеты, сумма которыхъ составляетъ вторую часть, взяты относительно значений буквы 2, 
обращающихъ ‹(2) въ безконечность, то умножене на х можеть быть выполнено подъ 
знакомъ _ ‚; будемъ имЪть: 


од = © 9, (2) 
1 — — 
9 


и если х станетъ безпред$льно расти, то получимъ: 


25(1) = ©. «(2). (3) 


Если произведение 2%(х) подобно ‹(х) обращается въ нуль для безконечно-большого зна- 
чения х, или, другими словами, если степень знаменателя ©(7) превышаетъ бол$е, чЪмт, 
на единицу, степень числителя, то будемъ имть: 


Фе(а =0, (4) 


т.-е. что сумма веБхъ вычетовъ функщи ‹$(2) равна нулю. Эта формула отличается 
только по виду оть весьма важной формулы, данной Эйлеромъ. 
Пусть 


д 
(1) рев к) ) 


гд$ Р(х)— мноточленъ степени выше р-- 1; предположимъ, что всБ его множители 
неравны между собою; если х— а одинъ изъ этихь множителей, то вычетъ, отв чающай 
д —= а, будетъ ($ 436) 

аР 


Е 


Если, поэтому, а, 6, с,..., &, [— корни уравнешя Е(х) = 0, то формула (4) равно- 
сильна 


а? фр й ця. 
РОТР® + +РО=“ (5) 


Не сл$дуетъ забывать, что показатель р въ этомъ уравнеши долженъ быть ниже сте- 
пени многочлена Ё(5), по крайней мЁрЪ, на двЪ единицы. Если разность между ри 
степенью многочлена Ё(х) только единица, то первая часть уже боле не нуль, и ея 
9+1 


значене равно предЗлу выраженя Р@' т.-е. обратному значен!ю перваго коэффищента 
функци Р(л). | 
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$ 443. Коши дополнилъ предыдущую теорему, давъ выражете для суммы вычетовъ 
раплональной функши, не равной нулю для безконечно-большого значеня перем$нной. 


Какова бы ни была рашональная функшя (5), имЪемъ: 


е(,) 


гд$ опред$леше суммы всЪхъ вычетовъ, сколько бы ихъ ни было, приводится къ вычис- 
лено единственнаго вычета, относящагося, согласно описанному пр!ему, къ значеню 


нуль перем$нной 2. 
Въ самомъ дфлЪ, имфемъ (8 439): 


(9. С) 
И с 
. # & 
2? 


= (ое - © (2), 





гд$ (2) не обращается въ безконечность при 2 = 0. Кром$ того, 


# 


(А+. 5+...) 


() 


(чи... +#+...)+ 58) 





#8 — {и 


сл довательно, 


-С 


"о 


Функшя ‹(1), обращаясь въ безконечность вм$стЪ съ х, допускаетъ для уравненля 


корень и = 0. Пусть 7+ — степень его кратности: члены въ скобкахъ съ показателемъ, 
превышающимъ и -|- 1, не обращаются въ безконечность для и —= 0 и, слБдовательно, 
не вляютъ на вычетъ; значитъ, можно написать: 


0," № 


ном т аи.) + =, 


или, что одно и то же, 
(5) ны) а (ы) (9) г (,) 
т = -6- (м) то р (и тв + С — (©) ЛИ их ай но -тЫв ме, 
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1 ; 
Полагая тии 2'5(2) = Е(х), находимъ, по разд$лен1и обЪфихъ частей на 1”, 


@. ,=@) = 


о О ++“ +20. 


-6 


Беремъ теперь вычеты отъ обфихъ частей этого уравнен1я относительно х, и для всфуъ 
корней уравненя 





= 


(1=0, бх=о0, ых фа” =0, напишемъ: 


+() 


Фе =ф- (у ФСЕ(@). 


1 
-< = 0, принимая во внимаве очевидныя равенства ( — = 1, 
(т) д; 


Но Е(х) обозначаетъ здЪсь 2'5(2); поэтому, произведеше хЁ(%) равно 25(2) и, сл$дова- 
тельно, обращается въ нуль, когда х предполагается безконечно-огромнымъ, или, что 
одно и ТО же, 2 равнымъ нулю; такимъ образомъ имфемъ (5 442): 


СЕ) =0, 


е(;.) 
с =0 ©)’ 


и, значитъ, окончательно 


что и требовалось показать. 


Измзнекнлхв НЕЗАВИСИМОЙ ПЕРЕМВННОЙ 


$ 444. Когда изм$няютъ перем$нвую, чрезъ которую выражена функщя, то вычеты 
посл дней, вообще говоря, изм$няютея по значеншю. Разсмотримъ, напр., функцию - 
вычеть которой, относяпайся къ х==0, есть единица; полагая х —= 2”, преобразовываемъ 
нашу фунЕцю въ 5, и соотвЪтетвенный вычетъ относительно 2 —= 0 уже будетъ нуль. 


Такимъ образомъ вычеты зависятъ отъ выбора перем$нной. Коши доказаль слВдующую 
теорему: 

Если функщя .5(х) обращается въ безконечноеть при х=а и если положить 
1 —= %(2), то, обозначая черезъ 2, значеше 2, соотвЪтствующее х = а, будемъ имЪть: 





‚зе — а) _ г [2 — а) 
с (1 —а)} — с (2—2) (1) 
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Предположимъ сначала, что произведете (2 — а)о(х) имЪетъ, при х==а, конечное 
значен1е; имфемъ (8 436): | 


С ее 2) — [011(% — а)5(х), (2) 


НО 


(2, 


(д — а)%(1) = [9(2) — ее) — ми $[4(2)|(# — 2). 


Когда х стремится къ а, 2 стремится къ 2, и отношение 


х = 1 


имфеть предфломъ %(2,), а произведеше 


$ (2) (2) @ — а) 


иметь предфломъ вычеть выраженя '(2)9[9(2)], относящИйся къ #=2; поэтому 
имемъ: 

Ф(х)(х — а) <[4(г)]%'(2)(ё — 2,) Е 

= ———_оЙ, 3 

С) < вм | (9) 


Должно замЪтить, что всяый разъ какъ для значеня 2, перем$нной 2 производная %'(2) 
обращается въ нуль или въ безконечность, предыдущее разсуждене теряетъ свою силу. 
(2) ке (2, 

8—2! 
не будутъ велЗдстве этого равными безконечно-малыми, и нельзя будетъ ихъ замфнять 
одно другимъ. Пусть, напр., %(2) = 2" и 2, = 0; имЪемъ: 


Лфйствительно, въ этомъ случа $Ф(2) и ‚ являясь оба, при 2 = 2,, нулями, 


Ф(2) о (а) 
# —&, 


о 


— 2 


и нужно, чтобы формула (3) оставалась точною, раздфлить вторую часть на в. 
Предположимъ, во-вторыхъ, что при и ЦЗломъ произведене ‹(5)(х — а)" имфеть, 
для х —= а, конечный пред$лъ; полагаемъ: 


| (ее — а)" = Е), 4) 
будемъ имЗть: 
_ Е (@) Е“(а) Е“(а) 
ор от не (х— а" ' -Е 1.2. (< к ат *` 51$ 
Е" Ча) Е"(а) | 
ыы и ТЕ ат (5) 
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Здзеь для насъ важенъ членъ съ 





‚ обозначаемъ сумму всЪхъ остальныхь черезъ 


5(12) и пишемъ: 


р" — (а) 
.. (т — 1х — а). 


9(2) = (2) | 


Это уравнене посл введенля перемЪнной 2 приметъ видъ: 


р” — 1 
[4(2)] = &[4(2)] + т а (6) 


Умножаемъ обЪф части на %'(2) и беремъ вычеты относительно 2 =2,: 


Е"- Ка) . ОВ 
1.2.3... (т — 1) [(9(2) — Ф(2,))] 








© Эви (ее — г) _— рэ ее — 2) 


а 1: 


(7) 


Первый членъ второй части равенъ нулю. ДЪйствительно, вычетъ =(7), относяпййся къ 
значеню а перемнной, равенъ нулю, такъ какъ для составлен1я =(7) изъ разложеюня ‹(7) 





былъ вычтенъ членъ съ - Отсюда вытекаетъ, что =(х) представляетъ производ- 


ную оть функщи, развертывающейся по степенямъ х— а, и, сл$довательно, произведение 
=[$(2) 4%" (2) 


явится производною по 2 отъ той же самой функщи, которая будетъ, вообще, разверты- 
вающеюся въ рядъ по степенямъ 2 —2,, и, значитъ, вычетъ ‘этой производной (8 314) 
равенъ нулю. 

Такимъ образомъ предыдущее уравненте приводится къ 


ЭКОН — 2) __ Ра и) 
С (= — а) 1.2.3... (т — 1) С (4) — 4) ` (8) 


Е” — (а) 
1.2.3... (т — 1): 
будетъ доказана, если мы покажемъ, что 


А такъ какъ есть вычеть (8 436) $(х) относительно х = а, то теорема 


Я 
С («(@) — %@,))) — 
Для этого полагаемт, 
| ие г е зе 
и, ел довательно, 
(2) — 1 


аа. 
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Вычетъ 





а равенъ единиц. Что же касается вычета производной $ (2), то онъ равенъ 
— 4. 


нулю, потому что если развернуть $(2) по степенямъ 





‚ то ни одинъ изъ чле- 


новъ не дастъ производной вида 





р ‚ отеюда заключаемъ, что 
1 


в — 


у (2) — 
с ((4(2) —%&))) — 1, (9) 
и уравнене (8) приводитея къ уравнен!ю 
Е" Ча) _ г) @)е—а) 
8 0=С (@—8)) (10) 


доказывающему, что вычетъ $(х) относительно х —= а равенъ вычету преобразованной 
функции |%(2)], умноженной на производную %(2). 

Должно замЪтить, что всяый разъ какъ 9(2,) обращается въ нуль или въ безко- 
нечность, выведенная формула, совершенно подобно формулБ (3), теряетъь свою силу; 
дЪйствительно, такъ какъ въ этомъ случаЪ дробь 


(г) Е. (2) 
ие: 


является также нулемъ или безконечностью для 2 = 2,, то ея логариемъ не разверты- 
вается въ рядь по степенямъ (2—2,). 
Покажемъ, какъ сл$дуеть тогда измФнить формулу (10). 


$ 445. Предположимъ, что дробь 


Ф(2) а (а, ) 
(2 © я 2.) 


въ которой и обозначаетъ какое-угодно число, принимаетъ, для 2 = 2, , конечное значене, 
отличное отъ нуля; полагаемъ 


(2) = (2) г | 
ах = о 
и, слЪ довательно, 


ХЕ й 
$(2) — а) а ея " (2) 


Беря вычеты отъ обЪихъ частей этого уравневя (2) относительно 2 := 2, и зам чая, что 





ии > $, 
вычеть Ё(2) равенъ нулю, а отъь —"— равенъ и, пишемъ: 


9 я 
С 42) —3@) “Г (8) 


Этимъ уравненемъ должно замЪнить уравнене (9) предыдущаго параграфа и, слЗдова- 
тельно, первая часть уравнен1я (10) должна быть умножена на в. 
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$ 446. Если уравненле 
д —= $2), 


связывающее прежнюю перем нную съ новою, даетъ для каждаго значеюя х по нЪеколько 
различныхъ значенй 2, то ясно, что въ предыдущихъ формулахъ 2, представлястъ только 
одно изъ нихъ, которое притомъ можно выбрать произвольно. Поэтому, если требуется 
преобразовать интегральный вычетъ 


& «(2), (1) 


то должно принимать его равнымъ не интегральному вычету 


(2) 
© (2) (@), 
относящемуся во вс$мъ значешямъ 2, а частному этого вычета на число различныхъ 
значений 2, соотвЗтствующихъ одному и тому же значев1ю г. 


Если и значешй 2 для одного изъ корней х —= а уравнемя — О являются 


1 
022) 
равными между собою, то соотвЪтственный вычетъ входить только одинъ разъ въ выра- 
жене (2); но тогда, въ силу предыдущаго параграфа, онъ равенъ произведению на ц, зам$- 
няемаго имъ вычета, относящагося къ х = а, и, слдовательно, соотношен1е между выра- 
жен1ями (4) и (2) остается тЪмъ же самымъ. 


НЭазкоторРыя ПРИЛОЖЕН!Я ТЕОРТИ ВЫЧЕТОВЪ 


$ 447. Коши много знаменитыхъ и важныхъ формуль получилъ посредствомь при- 
ложен!я къ какимъ-угодно функшямъ теоремъ, доказанныхъ для рацональныхъ дробей. 


Несмотря на малую строгость такого распространев1я, мы всё-же приведемъ здфеь на 
это нфеколько примЪровъ. 


1 С | 
Разсматриваемъ функшю со — и прилагаемъ къ ней формулу, доказанную въ $ 443-мъ. 
Корнями уравненя 





1 
т ® 
©0$ — 
д 
являются 
1 1 
Де . Же а Е, дис 
к? Эт ° : ит ' . 





23 ‚ вом Г 
—- ‚ равенъ — = (8 437); вычетъ функши >" ‚ относящийея 


[0 


и вычеть, отвосяпийся къ 


КЪ 2—0, равенъ — —; отеюда выводимъ: 


Г 


к ак г 
ТЕТ: т ее (1) 


1 +4+9+- мя а 


1 
Формула, 8 443-го, приложенная къ той же самой функщи с =? даетъ: 





(со ;)} )] (7 
< ы (2) -— г) ` 


х— 2 
: 1 
Но для значення 2 = — 
пт 
с ((соё:)] _ 1 1 
— 2 -*у 2? 1 ) 
Я и! * бы 
пт 
02 
=. 
(&)а—хг) — 
1 1 
Слздовательно, соединяя вычеты, относяпиеся къ 2 —= — и КЪ & = =>. 
п д 


мулу (3) въ слЗдующемъ видф: 


1 1 | Е ] 
а (т а яж +...) 


т — 1 кт 


что вполн согласуется съ формулою, найденною раньше (8 409). 


ВЫЧИСЛЕН1Е СИММЕТРИЧЕСКИХЪ ФУНКЦИЙ 


$ 448. Пусть © —щ какая-угодно рашональная дробь и 2, х,, 


уравненя $(5) = 0, Е по предположеню, различные. Полагая 





(1) _ т. 
у (2) У Е(х), 


будемъ имЪть, для какого-угодно корня х,, 


Е т 





и, слЪдовательно, 


Ее.) Е Е) +... + Еа,) = © НЕ 
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(2) 


(5) 


‚ пишемъ фор- 


..., М, — корни 


(1) 
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Ф(х) 
Вторая часть, представляющая сумму всЪхъ вычетовъ дроби $6) можетъ (8 443) быть 
выражена посредствомъ одного вычета, и мы такимъ образомъ получимъ выражен1е сим- 
метрической функщи корней уравневя %(2) = 0. 
Пусть, напр., 

(2) => 2" ы д" Е Ад = ге ты Н- А» , 

Е) =; 
нужно ВЗЯТЬ 

©(х) = ата" Е (т — ПА... А, = (2), 


и формула (3) будетъ: 








_ 2 @ р 
о Н.Н 2" =) (4) 
Но по $ 443-му 
и (7% А 
, (- з = ть + Аы_ 








9 уча 
=” (2) => | 


“ен @) С - ы+...+ ее 


что можно написать въ вилъ: 


га СЕ ПА ты _ 
(5) с. (=) а —- А. 2 —- ыщ -- А-а”) : 





или ($ 436) 


ги а о 
(5) -- 1 1.2.3...п ‚ 72 д” 1 -- 4.2 -- А,” —- а + Аз” , 


гдф перем$нная 2 нослЪ дифференцироваваЙ должна быть замфнена нулемъ. 


$ 449. Предыдущая формула для приложевая была бы слишкомъ тяжела, но ее 
можно преобразовать и замфнить другою, гораздо болЗе изящною. Мы нашли: 


"(т) 
("у (-} 


Для преобразовашя этого вычета замфтимъ, что при 2 = 0 выражене 


=) 


ль -- Жи" = ©, 
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имфеть предфломъ т; имфемъ же тождественно: 
&+(;) 1 и(;) 
г) (У 


И такъ кавкъ, очевилно, 


7 
— т “ое 


т 


Г Ум— Ш 
© =) =° 


то это уравнене приводится къ 


‚+@_ 
("6 (5) 





м 
Се 


Но 





#6 а (;) 
ИЕ. 2 


к 1 
(-) 2 (2 


> 
-- 


8 


й, слЗдовательно, 


‚(1 т =) “(Г 
х (5) р ‚ =" (; а 1 а" 


ь дао 2 1.9.8... (1) 4” |, 
(2 "*)х (-) И 


Чтобы вычислить Значен1е, которое принимаетъ, при 2—0, я-ая производная отъ 


1 (). достаточно развернуть въ рядъ функцию 
Че + т.е 


и умножить на 1.2.3...7 коэффищентъь при 2”; но, полагая 


и — Аи” + А" +... Ам, 
имземъ: 


_ © 


й 


1 и ® 
та -- 42+... 4") = ии. э+... 
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Называя о р а, г,... цфлыя числа, меньшая я, видимъ, что коэффишменть при 2”. 
Ум есть сумма дробей вида 
& ‘ , 
(—1) дон | А, 24. же 
Е ие) зы Пед и) 
Въ которыхъ 
9... = 
р 29--... = лп, 
и, слЪдовательно, искомый вычетъ, т.-е. 
д +... 4, 
выразится суммою 
— 1+9 +... + Ва в 
ВУ ___ 1.2.8... (рат. АРА? ЗА 
р--9-... -#а.2.3...2)(1.2.3...4)... (1.2.3...В 


гдф р, а,..., & представляютъ т такихъ цфлыхъ чиселъ, что 


$ 450. Теорлю вычетовъ можно также приложить къ вычисленю нЪкоторыхъ сим- 
метрическихъ функц р$5шен!й двухъ уравнеюй съ двумя неизвЪстными. Пусть %(х, у) = 0, 


+(т, у) = 0 будуть два данныхъ уравненя съ хи у. Ищемъ сумму значемй, прини- 
маемыхъ функщею 


$(%, 9) 
дз 4 _ 4 4 м 
ду ах Чу ах 


для вефхъ системъ значенй х и у, удовлетворяющихъ обоимъ уравнешямъ. Числитель— 
какая-угодно функщя отъ хи у; достойно замфчаюшя, что эта сумма всегда равна нулю, 
какова бы ни была функшя $, лишь бы ея степень была боле, ч$мъ на лв единицы 
ниже суммы степеней фунешй © и %. 

Въ самомъ дёлЗВ, если мы х припишемъ опредЪленное звачеше, уравнеше ‹(х, у) = 0 
дасть для у извфетное число соотвфтственныхъ значенй у,, у,,... ин. Полагаемъ 


Их, у.) ‚ (с, [(%, уз) 


[(х, У») 
и) и." рю А. (2) 


(т, у») 


_ ИзвФетно, что Е(2) —— ращональная функшя отъ х; ищемъ интегральный вычеть этой 
функщи Е(2х): 





— : РИ [(х, у,) у) (х, у») Зы [(х, Ч») ул) 
‚69 =с че, у.) Но и)" НС. Че, у,)` (8) 
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Вычеты должны быть взяты для всЪхъ значений х, обращающихь функши въ безконеч- 
ность, будутъ ли то значеня, обращаюция знаменателей въ нуль, или значевя, обра- 
щающия числителей въ безконечность. 

Значен1я х, обращающия знаменателей ‹(х, у,), ч(х, 9у,),..., %(%, у») въ нуль, 
образуютъ выЪстф съ соотвЪфтственными значенями у,, у., ..., у», вс рфшевая системы 


©(ж, у) = 0, 4х, у) = 0. 


Вычисляемъ сначала вычеты, соотв тствуюцие этимъ рЪшен1ямъ. Пусть « одно изъ та- 
кихь значенй х, а В — соотв тственное значене для у; имФемъ: 


г Г(х, у›{х — &) _ [(а, В) 





2 — = 4 
(а, у,{(т—-а)} 4%(х, ур) (4) 
ох 5 
1 < ау(х, р) 
При вычислении производной ——„ —— слЗдуетъ замЪтить, что у, есть функшя отъ х, 


опред$ляемая уравневшемъ ‹(х, у} = 0; сл$довательпо, 


4 _ 4, ау 


—ш2 анны 


дх ах ау 4х’ 





а 

ГД Ея получается изъ уравненя 
42, @ 94 _. 
де Рау‘ ш 

отсюда заключаемъ, что 
аф @& 44 
4 _ауах ата 
ах _ о 
ау 


и вычеть, относяпийся въ х = о, будетъ 


2 
(х. 3 — 
[(х, ух — а) Г (а). 3 


С (т, ((#—0)] | ( 24 44) — в 


4у ах ах ЧУ/ 3 


Буквы о, В, стояшйя внизу скобокъ, съ правой стороны, показываютъ, что поел вы- 
полнен!я ДЪйстый нужно х замнить черезъ а и у черезъ В. Функщя {[(х, у) до сихь 
поръ была произвольна; если мы положимъ 


__ 4%, у) 
Их, у) == ео, 
ау 


` 


462 


то вычетъ приметъ видъ 


<... ЗО, А 
(2% 4:44) 
ду ах ах ау, в 


и сумма этихъ вычетовъ есть какъ разъ симметрическая функщя, которую хотимъ вы- 
ЧислитТЬ. 

Вторая часть уравненя (3) содержитъь еще вычеты, относяпеся къ значетямъ х, 
обращающимъ одного изъ числителей въ безконечность. Когда выборъ для функши [(х, у) 


сдфланъ, такими значенями окажутся т$, для которых 92 — О и для которыхъ, сл$до- 
вательно, два корня уравнемя 5(т%, у) = О являются равными между собою. Но мы сей- 
часъ покажемъ, что дроби, отв$чаюпщия этимъ двумъ корнямъ и обращающяся обЪ въ 
безконечность, им$ютъ безконечно-огромную сумму; тогда, очевидно, сумма ихъ вычетовъ 
равна нулю, и, слфдовательно, вторая часть уравненя (3) приводится къ сумм$ уже 
вычисленныхь вычетовъ, т.-е. къ симметрической функщи, значене которой мы ищемъ. 


Пусть 
9 у) | 9 %) (6) 
4 ое, у.) 9 бе, ч.) 
а" 


будуть два члена уравненя (2), обращаюниеся для одного и того же значев1я 7, х=х,, 
одновременно въ безконечность. Если положить х = 5 -- в, ГДЪ в безконечно-мало, то 
корни у, и 9., которые, по предположеню, становятся равными при х =, будуть 
безконечно-мало отличаться другъ отъ друга. Пусть 


ФУ: =— у 1 , 
У — у Е Та, 
при чемъ у,, 9,, ..., У, выведены изъ уравненя (у, у) = 0; будемъ имфть: 


ож -Не, У +) = 0, 
(т Не, У 1) =0, 


и такъ какъ =, т, и т» безконечно-малы и, по предположен!ю, 


Ф®, у) =0, 
4: 
СР — 0 | 
ау 
то эти уравнен1я приводятся къ 
9 11 @$ 


ах’ ^ 2 аи: * 
4% 1 @ , 
а ° То ду" 


откуда видно, что т, И т, могуть быть разсиатриваемы, какъ равныя, но съ противо- 
положными знаками, и притомъ, какъ безконечно-больпия относительно =, которое 





— 0, 


—0, 
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ао бо 
сравнимо съ ихъ квадратомъ. Отеюда вытекаетъ, что множители 2 И 1. ВЪ знамена- 
Ул 2 


теляхъ формулы (6) пропорцюнальны *, и т,; дЪйствительно, такъ какъ производная 
а ‚ 
у обрашается въ нуль при х=х, у== у, то она, когда х переходить въ д -Ре 


иу въу -- т, принимаетъ значене 





Фо фо 
дах * т ду", 


которое мы приводимъ, пренебрегая членомъ съ =, къ 


Фо 
ду". 


Такимъ образомъ. обозначая черезъ В, и В, дроби 


$(%, Ч) 9(х, 9) 
(2, у,) (т, у;) | 


мы приводимъ сумму двухь дробей (6) къ 


а «ео 3» 
Фо 
ду" 1 


гдЪ В, и В, — функщи оть х, принимаюпия, для х =, одно и то же значене, и если 
ихъ разность того же порядка, что и т,, то сумма (6) имфеть конечный предЪль. Но 
это очевидно имЪетъ м$сто, такъ какъ для получетя В, и В, нужно въ одной и той же 
функши замфнить х черезь х и у черезь у Г\, У —\%, и ясно, что разность 
полученныхъ значений пропорцлональна т). 

Слфдовательно, мы можемъ привести вторую часть уравнея (3) къ сумм вычетовъ 
относительно значешй х, обращающихъ знаменателей въ нуль, и окончательно имфемъ: 


р 95а, В 
с Е(®) = о ах 4% о @ 


—=—. ——-  — —ы—ы— ——ы— 


ИзвЪстно (8 442), что интегральный вычетъ СЕ(@а) будетъ равенъ нулю, если только 
произведеше хЕ(х) приводится къ нулю для безконечно-большого значеня х; ищемъ, 
въ какомъ случаЪ это услове выполняется. ИмЗемъ: 


$(т, ул) & $(%, у,) О $2, у»). 


Е(+) — 
Ф аф 42 

— 9%, у, (2, Уз) | — 9(х, У 

Чу и 9 ) ау» 9 Уз | ау» % у } 


4.64 


Когда х растетъ безпредЪльно, у, 9.,..., И» приближаются къ корнямъ однороднаго 
уравнен1я съ 2: иу, и ихъ отношен1я къ х стремятся, вообще, къ конечнымъ предЪламт, 
такъ что порядокъ величины различныхъ дробей, составляющихъ вторую часть, есть 
порядокъ степени х, имЗющей показателемъ избытокъ степени числителя надъ степенью 
знаменателя. Если 7 — степень + и  — степень о, то знаменатель — степени т -- и — 1. 


] 
Значитъ, если $ — степени т п — 3, то вторая часть сравнима съ 3) И ея произве- 


ден1е на х стремится къ нулю, когда х растетъ безпредЪльно; такимъ образомъ, имфемтъ: 
С Е(х) =0, 
и, слдовательно, 


——_д ыы ————— — —ы 


УПРАЖНЕНИЯ 
1. Обозначая черезъ ч(2) какую-угодно фувкцИо отъ 2, имЪемъ: 


5+) 


с ((«(г))) = С (<) 27). 





Подставляя на мЪето $(2) дробь :2 и выводимъ изъ этой формулы: 


вый Ки ры АСВ 
(2) — 22) 
При /(%) = с = эта формула даетъ: 
1 1 ] 
сое — 2 (т та — тт. р 


2. Прилагая къ уравнен1ю 





— 0 общий методъ, указанный въ $ 449-мъ для получен!я 
суммы степеней его корней съ показателемъь — 2”, имЗемъ: 


и се з г г 
7 5 зы | 1.2.3...(п — 1) 42” хи 


слВдовательно, сумма есть коэффищентъь при 2” въ разложен!и произведения 


п 


к ° 
2 $112 


въ рядъ по степенямъ 2. 
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3. Обозначая черезъ $(2) четную функц отъ перемЪнной х, имЗемъ: 


| Ф и и \ 
(0) + $) + $2) +... + +) +... = 21 И 


4. Из. предыдущей формулы выводимъ: 


МР те ДяштЕ 


1 ] 
1 ы озт в д2т = > 42 а 





1 ] 1 _ ге 1 
о ДТ г де (4 1’ 





__ __л 9512 1 
5” ИН (5 - 1)" Те а ЕС (3 + о)" == Ты @ г ((5 -- 2)" ; 


5. Предполагая въ предыдущей формул т = 1, приводимъ ее къ 


1 1 1 


а ка С, 
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ГЛАВА ДЕВЯТАЯ 


Выраженя неопред$леннаго вида и теоря особенныхъ точекъ 


ДРОВИ, ПРИНИМАЮЩТЯ вИдЬ 
$ 451. Когда оба члена дроби, будучи функшями отъ одной и той же перемфнной 
2, одновременно обращаются въ нуль или въ безконечность, дробь принимаеть неопре- 
дЪленный видъ, и часто бываетъ важно съум$ть вычислить ея истинное значеюе, т.-е. 
тотъ предзлъ, къ которому она стремится, когда х приближается къ частному значеню, 
создающему это затруднете. 
Пусть 
‚ $2) 
42) 





будетъ разсматриваемая дробь и лх. — частное значене, для котораго 


2(2) — 0, (т) — 0; 


при этомъ предположени имфемъ (8 273): 


Ф(ж 5 №) _Ф(ж -Ё 01) 
их НВ У -ом’ 


гл$ 0 и 0, оба меньше единицы; отсюда, подводя й къ нулю, заключаемъ: 


(2. 1) 2$ ф’(ж) 


И — У. 





Такимъ образомъ, искомый предЪлъ равенъ отношеню производныхъ обоихъ членовъ 
_ разематриваемой дроби. 


_ ели бы производныя ©'(%) и %(л) обратились въ нуль одновременно съ Ф(ло) И 
%(*.), то для вычисленя предфла дроби 


У ^ 
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пришлось бы взять большее число членовъь ряда Тэйлора. Пуеть для обфихъ функшй 
(1) и (5) первыми производными, не обращающимися въ нуль при х=., будутъ 
Ф?(х) и (1). Теорема Тэйлора дастъ: 


| ЙР 
(2 -- №) __1.2.3...р 
(д-р — | 
ри” 198. 


ош, 6 


отсюда ясно, что предфлъ второй части при й, стремящемся къ нулю, равенъ нулю, 
если р больше д, обращается въ безконечность, если р меньше 4, и равенъ 














67 (2) 
(м) ° 
если р —= д. 
Изъ этого вытекаеть слфдующее правило: Козда дробь НО при ри х— прини- 
маеть видь с: ея истинное значене равно отношеню око я ‚ ели ч 
это отношеще принимаеть видь с, нужно ео замънить отношендемъ Арн 7220и3в0д- 


и 
Ф (№) | 
ныть 4")? и т. д., 90 тьхь поръ пока не получится двухь производныхь, не обращею- 
х 


ацился въ нуль одновременно; ихъ отношенще, которое можеть быть нулемъ или безко- 
(=). 

Предыдущее доказательство предполагаетъ, что значете х., для котораго раз- 
сматриваемая дробь принимаетъ неопредЪленный зидъ, представляетъ конечное количество; 
въ самомъ дЪлЪ, въ противномъ случаЪ нельзя было бы предложенную дробь замфнить 
Ф(жь Е #) 

(. 0 9: й) 


огромнымъ, не можеть входить въ вычиелешя, какъ опред$ленное количество. Чтобы 


нечностью, есть истинное значене 


отношенемъ и потомъ подводить й къ нулю, такъ кавъ х,, будучи безконечно- 


<> | ] 
избфжать этой трудности, достаточно изм$нить перемЪнную. Полагая х —= Е ‚ предетав- 


29 в, та "в 


2) ВЪ ВИД —^\; тогда она приметь неопред$ленный видъ уже 
,(-) 

Ту | 

при у —=0, и къ ней можно примЗнить общую теорему, доказательетво которой для 
преобразованнаго вида дроби сохранитъ свою силу; имЪемъ: 


О „ша 
з 7 Ре о 


и — == Ша - 
"0 +0) = (> 


нэ 
$ (2) 
слфдовательно, правило не подверглось никакому измВненю. 


ляемъ дробь 








43% 
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у 0 к: 
$ 452. Когда дробь принимаетъ видъ о ^^ значенй, приписываемыхъь одно- 


временно двумъ перем$ннымъ хи у, она является, вообще, совершенно неопредЗленною, 
и ея пред$лъь зависить отъ закона, по которому 00% перемЪнныя приближаются къ 
значетямъ, создающимъ упомянутое затруднен!е. 

ДЪйствительно, пусть 


(т, 9) 
(2, 9) 
0 
будетъ дробь, которая для х =, у = % принимаетъ видъ <; Полагая 2 = 4, И, 


у = % -Ёи замБчая, что (2, %,).и %(%, %) равны нулю, имЪемъ: 


и) ъ-+ 

нед _ьль инь _ 2) ^+ (л+а 

(т, у) 'ОРььЕи [8.4% | 
(2) й- (+ - А, 





Когда й и Ё безконечно-малы, Д и А, могутъ быть отброшены, и мы будемъ имЪть: 


до де В ао 
ве И, ЗОВИ 
Пт У о и м" 
ф(2, 9) о 4 5 #4 
Е у и й ау 


' . | 
это выраженле зависить отъ совершенно произвольнаго отношен1я 7. - 


мо 
ДРОБИ, ПРИНИМАЮЩИЯ ВИДЪ — 


$ 453. Когда оба члена дроби Е обращаются въ безконечность для значеня 5 = х, 


неремВнной, то эту дробь можно представить подь видомъ 


| | 
(2) 
[55 


и тогда оба члена будутъ обращаться въ нуль, т.-е. мы придемъ къ предыдущему случаю. 
По выведенному выше правилу находимъ: 

















\. __ $ (2) 
по 9 бо 9 _ $@ +. 
ме в м _ $ (2) ро ф’(х) $) (3) 


$(2) $(2). 
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(т . 
Обозначая черезъ 4 искомый пред$лъ дроби з ‚ переписываемъ посл$днее уравнене 
въ слфдующемъ видф: 
‚9 (< 
А = Ат У (3) 
ф (2) 
отвуха 
. Ф(х 
А = Ши ^^ { 
ф (2 
Ф(%) 3 . 
слЗдовательно, дробь 2)’ принимающая видъ — , можеть быть зам нена отношенемъ 
(0. д? 
производныхь р (#) 


Яо 
у 1) 

Предыдущее разсуждеше теряетъ свою силу, если количество А обращается въ 
нуль или въ безконечность, потому что въ этомъ случаЪ нельзя сократить об$ихъ частей 


уравнен!я (3) на общаго множителя, но правило всё-же сохраняетъ свое значенге. 


х 
Пусть т будетъ дробь, принимающая, при х —= %., видъ — и имъющая пред$- 
лОМЪ НУЛЬ. 
Разематриваемъ выражене 
$(4) -- а (2) 
(2) 


хо 
очевидно, принимающее также видъ — ; ясно, что оно иметь пред5ломъ произвольное 


число а; значить, къ нему приложимо наше правило, и мы имФемъ: 


ни РЕ) 











Ф' (5) 3 
откуда 
р (т 
то 2( 0: 
у (2) 
сл$довательно, правило сохранило свое значение. | 
| з Хх ь (5 
Если отношене ее обращается въ безконечность, то обратное отношение ке 
т / 
имфетъ пред$ломъ нуль; тогда, по предыдущему, стремится къ нулю и отношене 
./ / 
Ф (2) Ф' (5) 








а это показываетъ, что обращается въ безконечность. 


! 9 Г. 
ф'(2) ф() 
$ 454. Должно зам$тить, что предыдущее правило позволяетъ только перейти отъ 
одного затрудневя къ другому. Въ самомъ дЪл$, если при х == х, функщя $(х) обращается 
въ безконечность, то ея производная также обращается въ безконечноеть, и когда отно- 


>> 


шене двухъ функщй при конечномъ значеши х—=, перем нной принимаетъ видъ — , 


отношен1е производныхь неизбЪжно принимаетъ тотъ же неопредЪленный видъ. 


я пр 
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ДЪФйствительно, остановимся на опред$ленномъ значении 2 — й перем нной х, сколь- 
угодно близкомъ къ хм, и пуеть х› — значеше перем нной, стремящееся къ 2; имфемъ: 


Же) М = [м — в + 0@® — №) 


Еели й’ стремится къ нулю, а 1 остается постояннымъ, то первая часть безпред$ льно 
растетъ; значить, то же должно быть и со второю, т.-е. производная ©'(х) будетъ сколь- 
угодно большою для значеня х, взятаго между х — й и х.; отсюда, очевидно, вытекает, 
что она обращается въ безконечность при х = 2. 


$ 455. Данное нами доказательство предполагаетъ существован1е опредЪленнаго 
ь <(1 
предЪла для разсматриваемой дроби т ‚ оно не приложимо, когда количество 4 ($ 453) 
о 





въ дфйствительности неопред$ленно. Можетъ также случиться, что отношене производ- 
ныхъ неопред$ленно, тогда какъ дробь имЪетъ опредЗленный предзлъ. Напр., 


х — мп 
х -- с0$х 


при безпредЪльно возрастающемъ х стремится, очевидно, къ единиц; отношеве же про- 
ИЗВОДНЫХЪ 

1] — с055 

| — $15 
остается вполнз неопредфленнымъ. 


ДРУГТЕ ВИДЫ НЕОПРЕДБЛЕННОСТЕЙ 


$ 456. Когда функшя принимаетъ для частнаго значенля перем$нной одинъ изъ 
вИдовЪ <>”, 1°®, 0°, ОЖХ->, то всегда, легко свести разыскан!е истиннаго значеня на одинъ 
изъ двухь предыдущихъ случаевъ. Въ самомъ дЪлЪ, логариемъ функши, принимающей 
одинъ изъ трехъ первыхъ только-что перечисленныхъ зидовъ неопредленностей, очевидно, 


га 0 <> 
приметъь видъ 0Ж =>, приводяпийся непосредственно къ о или къ. Такимъ образомъ, 


здЪеь нфть никакого новаго вопроса. 


НвакоторыеЕе ПРИМЗРЫ 


8 457. Намъ остается привести н$Феколько примфровъ на нахождене истиннаго 
 зназен!я функщи, выбирая таве, на которыхъ можно было бы показать, какъ въ боль- 
пЕинствВ случаевъ выгодна вмзето общихь методовъ употреблять премы, подсказанные 
привычкою къ вычисленямъ. 


в. 1 
Опредфлить значене = со я при 2 — 0. — ИмЗемъ: 


1 
| 2 — 160% — х 
2 1 ри: 
— — 60-х =———. 
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ы 2 "$ 
Но 260% = х = ——] › 910 при #= О имфетъ предЗломъ, очевидно, 2. Функщя, та- 
(ато — 5 
1 о а 
химъ образомъ, принимаетъ видъ 9; отношение производныхь равно 
з х 
1. 2 
— 6% ——— 
2 о 
Ш - 
д 


! 


Такъ какъ знаменатель иметь конечное значене, то достаточно отыскать при х = 0 
истинное значене числителя, принимающаго всё-таки еще неопред$ленный видъ => — <>, 
Принимая же во вниман1е равенетво 


] 
=, 
о Е 
И а. аа Ва = | 
г $11 — д 2510? - т 
2 2 


мы, не прибЪгая къ производнымъ, видимъ, что числитель, будучи приближенно равенъ 
3 


с; безконечно-малъ по отношеншю къ знаменателю; значить, истинное значевне равно 


2 1 
нулю и разность _— со > х при х == 0 приводится въ нулю. 


Уя- ох — Иод 

Уа-х — Уа—х 
ВмЪето того чтобы брать производныя отъ обоихъ членовъ дроби, проще ихъ развернуть 
по формул$ бинома въ ряды по степенямъ х, по одному виду которыхь мы непосрел- 
ственно узнаемъ искомое значете. Имфемъ: 


— 


8 458. Опредфлить при х — 0 истинное значене 


та аа (1-е 
ре «И:+= ака (17. ). 
АВ и ЕВ 
уе ат = а И:-=+5= аня +... ). 


ИзЕЕНУЗИ 1+2=92 (1+2, +...) 
Уз-==Уа/ 1—2 = в (1— зева ще . ). 





Такимъ образомъ, предложенную функщю мы приведемъ, ограничиваясь первыми членами 
рядовъ, къ 
ыы в 
ее а 
==У 


Иа 


и, слдовательно, истинное значеше будеть Иа. 
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®е ] 1 В - альт" =) С 

$ 459. Опредфлить при х —0 истинное значене Пат т@ 2. 
о 3есх — 6055 

Эта дробь при 2 = 0 принимаеть видъ <; тоть же видь примоть и отношенше произ- 


водныхь оть обоихъь ея членовъ. Поэтому зд$сь пришлось бы, по общему правилу, 
произвести два дифференцированя; ихь можно избЪжать, замЪтивъ, что 


11 4—2) - 11 —х- эх) 3 0521(1 я а“) 


есх — с05$х 511°7 


Множитель созх, стремясь къ единиц$, не оказываетъ никакого вляная на предфль; такъ 
ай 





5 
какъ к стремится также ЕЪ единиц$, то знаменатель можно замфнить черезъ ях ‚Юо Н 


искомый пред$лъ будеть равенъ пред$лу 


ая 2) 
2’ | 
Но 


рии РЖ 


К 


ГД можно, при безконечно-маломъ значеши х, ограничиться первымъ членомь х’: 
слЪдовательно, искомое значене есть единица. 


2311($15) — зу 


$ 460. Опредфлить при х —= 0 истинное значене 6 ‚— Чтобы приложить 


_КЪ этой дроби общее правило, пришлось бы шесть разъ взять производную отъ каждаго 
ея члена; разложене въ рядъ числителя приводить къ той же дЪли болЪе короткимъ 
путемъ. ИмЗемъ: 





$117 9110 


$1($115) == зшх — б — 26 





Въ каждомъ изъ членовъ второй части зам$няемъ 3141 его рядомъ и отбрасываемъ члены 
степени выше 5, такъ какъ они, умноженные на х и разд$ленные на х’, даютъ частное, 
равное въ предЪзлЪ нулю; получаемъ: 








ОИ 2 2 а, “) а аз. 
З(ННЫ) 2—6 06 2 5] 100=7—3Р9: 


Также, пренебрегая высшими степенями, начиная съ д’, пишемъ: 





У им д ) ыы д 2 
и3/. — а о а 
с (2 6 Т 120 АТ ЕН 


такимъ образомъ, отбрасывая всюду члены съ высшими степенями, начиная съ х’, имфемъ 


1 2 2 
о . . Е о 2 ржет 6 ды и Вы —— ны Ф› 
х8т(5ш7) — 1" = 5 10 45/— 19; 
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отеюда заключаемъ, что частное р 
7251($105) — эт” 


28 


имфетъ предЪломъ т 


(1 фе 


5 461. ОпредЪлить при х — 0 истинное значене ——— —Прилагая непосред- 


ственно общее правило неопредЗленное число разъ, мы ба бы въ этомъ случаВ къ 
замЪнЪ данной задачи другою, болфе сложною и такого же характера. Наоборотъ, р шене 
выходить болзе простымъ, если прибФгнуть къ такимъ же премамъ, какъ и въ преды- 


дущихъ примЗрахъ. Прилагая вначалЗ общее правило, замняемъ данную функитю 
отношенемъ производныхъ: 


аа (+2) 918 
то (1) 


при х = 0 оба члена числителя обращаются въ безконечность, и, какъ видно, мы только 
и сдЪлали, что оть одного затрудненя перешли къ другому. 
Для нахождешя истиннаго значення выражешя (1) придадимъ ему видъ 


а Е _ а- ща т | 


2: 


1 

— —] 
Такь какъ (1 - 5)” , очевидно, имЪетъ пред$ломъ с, то достаточно отыскать истинное 
значене 


а а+9 


д д” 


Замфняемъ 1(1 -- 2) его рядомъ и отбрасываемъ въ произведеши (1 -- ха - =) веЪ 
высиия степени, начиная съ 2’; находимъ: 


1 а+ а +2 _ а 


1 
итакъ, искомый пред$лъ есть — 5’ И, слЪдовательно, 
Е 
(а +2)*— 


Хх 


(2) 


>| ® 


Отыщемъ еще пред$лъ функши 


(1 же 
и ат Ат 28) 
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0 
которая, на основати предыдущаго, при 5 = 0 принимаетъ видъь 5: `Отношене произ- 


водныхъ обоихъ членовъ равно 


а ааа], о 
НВ 
ы (4) 


Такъ какъ знаменатель здЪсь 2х, то мы можемъ, не вляя на предфлъ, отбросить при 
вычислен1и числителя всф высийя степени, начиная съ 27. 
Займемся сначала множителемъ 


1 а-за-та) 
х 2? 
1 х 
ЗамЪняя въ немъ |(1 2) его разложешемъ, приводимъ этоть множитель къ — о - 6’ 


отбросивъ, конечно, ве члены со степенями х выше первой. Только-что полученнымъ 
приближетемъ мы можемъ и ограничиться для разсматриваемаго множителя, такъ какъ 


1 
множитель (1 -- 2) имфеть конечный предфль; этоть же послЪдей замфнить его 
пред$ломъ е нельзя, потому что допускаемая при этомъ ошибка была бы сравнима съ х 
и, слфдовательно, должна быть принята во внимаще. Отбрасывая члены со степенями х 
выше первой, имЪемъ: 





1 Л 
(1 + =.—-^, 


и, значить, съ тою же степенью приближертя, 


1+2)" ‘= Не г + «а — 2) 








и =. у 
С о 6х. 
4 


Такимъ образомъ, выражеюе (4) переходить въ 


сан +: 


25 . 





11 
предзлъ .котораго равенъ 04° И мы окончательно находимъ: 


1 
= ех 
1 д)’ — е-+ — 
(т =) г 2 1]е 
Пт а. 
ях 24 
Е? 
Отсюда заключаемъ, что приближенное значене (1-- 5)’, когда х очень мало и когда 
мы отбрасываемъ вс члены со степенями д выше второй, будетъ 


> ег о 11еф 
| 2 24 


44.5 


Это три первыхъ члена разложен1я функщи. 
Къ той же цфли мы пришли бы болфе прямымъ путемъ ‘при помощи непосред- 
ственнаго разложеня. Полагаемъ 


2. 
т 


у=( 2)", 
имфемт: 
ааа ее) 
— д < о 3 ие 
откуда, | 
2 $ 22 3 
4 вн ЕВ ава - 
слЪдовательно 





и первые члены, очевидно, будутъ 
ы в (1 _ 2 и) 
Е 24 /` 


СлЪдуюцщие члены, получаюццеся безъ всякаго затрудненя, даютъ предфлы выражений: 











> 11е% 
(1 - 2) 4 
19 ? 
= ех 11е7 11628 
Хх — — —— ————————— 
И О 24 24 
Ин ; 
предл$лъ перваго изъ нихъ равенъ —- и второго о 
ред Р р 04 25° 9580°° 


Теор!я особенныхъ точекъ 
ОпРЕДВЛЕНТЯ 


_$ 462. Кругъ безконечно-малаго радлуса съ центромъ, расположеннымъ на плоской 
кривой, перес$каетъ, вообще говоря, эту посл$днюю въ двухъ точкахъ, которыя можно 
разсматривать, какъ дламетрально противоположныя, въ томъ смысл, что ражусы, про- 
веденные къ нимъ, составляютъ уголъ, безконечно-мало отличающийся отъ двухъ прямыхъ. 
Во вефхъ случаяхъ, когда это услове не выполнено, центръ круга разсматривается, какъ 
особенная точка. Этотъ терминъ обнимаетъ: 
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Точки возврата, когда безконечно-малый кругъ, описанный изъ такой точки, какъ 
центра, пересЪкаетъ кривую въ двухъ точкахъ, радлусы которыхъ образують безконечно- 
малый уголъ; точки возврата различаютъ перваго и второго рода, смотря по тому, будуть лв 
двЪ вЪтви кривой расположены по разныя стороны (черт. 33) общей касательной, или 
по одну (черть. 34). 





Черт. 33 Черт. 34 


Точки прекращеная, когда кругь пересЪкаетъ кривую только въ одной точк$. 

Точки фловыя, когда кругъь перес$каетъ кривую въ двухъ точкахъ, радлусы кото- 
рыхъ образуютъ конечный уголъ. 

Точки кратныя, въ которыхъ сходятея нфеколько вЪтвей кривой, касательныхъ или 
нФтъ одна къ другой; слЪдовательно, въ такихъ случаяхъ кругь пересЪкаетъь кривую 
болфе, чБмъ въ двухъ точкахъ. 

Точки уединенныя, не смежныя ни съ какою другою, когда, сл$довательно, выше- 
упомянутый безконечно-малый кругь не пересБкаеть кривой ни въ какой веществен- 
ной ТОЧ. 


АНАЛИТИЧЕСК1Й ПРИЗНАКЪ ОСОБЕННЫХЪ ТОЧЕКЪ 


$ 463. Особенныя точки безчисленнаго класса кривыхъ могутъ быть открыты при 
помощи сл$дующей теоремы: 

Если уравневе кривой’ есть Е(х, у) = 0, при чемь функщя Е непрерывна и вполиь 
опребъленна для данныхь значений х и уч, то координоля особенной точки непремънно 
удовлетворяють двумъ сльдующимь уравненямо: 


аг_  аР_ 
ж=% в =0. (1) 


Въ самомъ дфлЪ, пусть а и 6 координаты такой точки М кривой, для которой 
не удовлетворяются заразъ оба уравнешя (1); пусть а-- № 6--# будуть координаты 
точки пересЗчен1я кривой съ вругомъ рамуса В, центръ котораго находится въ 1; 
полагаемъ 
| й — Асози, & —= Азши; 


въ такомъ случа В и и можно считать за полярныя ‘координаты точки перес$четя: 
принимая за полюсъ точку М и за полярную ось прямую, параллельную оси Х-овъ, 
будемъ имЗть: 
а Е(а -- Веови, 6 -- Взни) = 0. (2) 
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ПримЪняя теорему Тэйлора и замЪчая, что Е(а, 5) = 0, приводимъ уравневе (2) къ 





=” 
аа 


Всови -- = Азши -- МЕ’, (3) 


при чемъ М иметь конечный предфлъ, когда В стремится къ нулю; сокращая на В, 
пишемъ: 


_ а а . 
1 —- ал 608и —- р и — МВ: 


значене а, удовлетворяющее этому посл$днему уравненю, при Д безконечно-маломт, 
отличается, очевидно, весьма мало отъ значеня и,, для котораго 





и сз, — о $114, = 0 
аа } а уе 
или, что одно и то же, 
Г 
а аа 
фапои, — — ар 
Сб 
а это соотвЪтетвуетъ единственному и опредфленному напразвленю, такъ какъ, по пред- 
положению а И а заразъ не нули | 
’даа 49 р ти 


Радтусы-векторы, соединяюпие точку М съ точками пересЗченя, образуютъ поэтому 
безконечно-малые углы съ одною и тою же прямой, и кривая, сл$довательно, имфетъ въ М 
единственную касательную. Но это не исключаетъ еще всЪхъ видовъ особенныхъ точекъ, 
и нужно доказать, что въ точк$ М нфть ни точки возврата, ни кратной точки, гдф 
сходятея н$еколько вфтвей кривой, имфющихъ одну и ту же касательную. Для этого 
покажемъ, что когда касательная, существоване которой было доказано, перес$каеть 
кругъь радтуса В въ`двухъ даметрально противоположныхъ точкахъ Ри О, данная кривая 
сама перес$каетъ кругь въ двухъ только точкахъ, изъ которыхъ одна безконечно-близка 
кь Р, а другая — къ 0. . 

Въ самомъ дЪлЪ, отмВчаемъ (черт. 35) на круг РО, справа и слфва отъ точки О, 


1 


Черт. 35 


дв% точки Ги Г, соотвтетвуюная радусамь ИХ МГ, наклоненнымъ кь МО подъ даннымъ 
угломъ а; заставляемъ измВняться +, непрерывнымъ образомъ, отъ значеня и — а, соотв$т- 


— 


478 


ствующаго точек Г’, до и,-|-а, соотв тствующаго точк 1, и разсматриваемъ соотвзтетвенное 
измфнеше первой части уравневя (3). Эта послфдняя для и = и, — а приметъ видъ: 


аЕ а. 
Я 60$(и, — а) -Ъ 10(и, — ®) - МЫ, 


& ДЛЯ и = в - а видъ: 


< 608(, -- «) С 8ш(и, -- «) —- М”А. 


Полагаемъ 


у :3 — — 605% 
За. = ЗИ, 5, 
что всегда возможно, такъ в = И =. не ЛИ И 
аЕ 
саанеы _@а_ — [ап 44. : 
аЕ Е 5 1? 
4 


уравнене кривой принимаетъ видъ: 
Азт(и, — и) -- МВ =0, | (4) 


гдв А безконечно-мало; заставляя измЗняться и отъь и — а до м о, или оть 
хи —о© до ти -- а, видимъ, что первая часть, очевидно, мВняетъ знакъ въ 
каждомъ изъ этихъ промежутковъ и притомъ только по одному разу, потому что про- 
изводная по и 


аМ 
== ре05(и, == и) -- Е Е 


не м$няетъ знака ни въ одномъ изъ этихъ двухъ промежутковъ и, слфдовательно, первая 
часть уравневя (4), постоянно возрастая или постояино убывая, можеть проходить черезъ 
нуль Только одинъ разъ. 


8 464. Когда оба уравнетя 
а’ 0 АР 


п а 


удовлетворяются въ какой-нибудь точкЪ, то такъ какъ члены первой степени обращаются 


въ нуль въ разложени 
Е(а -- Всови, © -- Взиш), (1) 


то, выполняя это разложене, можно опустить множитель Ё’ въ уравнени кривой и та- 
`ЕИМЪ образомъ написать: 


Е ФЕ 
(а с08°и "Та, эНиСовИ -- оз эти } -- МВ = 0, (2) 


тв Месть иножитель, опредфляемый изъ ряда Тэйлора и зависящй отъ ии. В. 
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Значен1я и, удовлетворяюция уравненю (2), очевидно, отличаются безконечно-мало 
отъ корней уравнен1я 


2 3 


2 
зшисози 2 й > > т? == 0. (3) 


1 


д 
са 608% + 2 


аадЬ 


Если эти корни-—мнимые, уравнене (2) невозможно, и разсматриваемая точка есть точка 
уединенная. Если они вещественные и неравные, то точка будетъ двойная, гд$ сходятся двЪ 
вЪтви кривой, которыя, разсматриваемыя отдфльно, не представляютъ никакой особенноети. 
Это доказывается для каждой изъ нихъ совершенно такъ же, какъ было доказано для 
единственной вЪтви, изслЗдованной въ предыдущемъ параграф$. 

| Когда уравнеше (3) имФеть два равныхъ корня, кривая имфеть, въ разсматриваемой 
точк®, только одну касательную, но мы сейчасъ покажемъ, что она иметь, Вор 
говоря, точку возврата. 

°—  Д№йствятельно, уравнене кривой можеть быть тогда представлено подъ видомъ 


(Азши - Бесози МЕ’ = 0; (4) 
такъ какъ А и-В ностоянныя данныя, то можно всегда положить 


А = 1сози., В = — Аш, 
и уравнеше приметъ видъ: 


о ан — 9 + МЕ = 0. 


Если въ этомъ уравненми (5) измнаять и отъ значення и, — м до и |+о, при чемъ с 
обозначаетъ весьма малый уголъ, то первый членъ въ первой части будетъ имЪть одинъ 
и тотъ же знакъ для обоихъ предЪфловъ, и то же самое будетъ со всею первою частью, 
лишь бы В было достаточно мало. То же самое относится и къ случаю, когда и изм?- 
няется отъ «и, —а до ж-- и о, и, слфдовательно, въ каждомъ изъ этихъ проме- 
жутковъ уравнеюе имЪетъ четное число корней. Легко усмотр$ть тотчасъ же, что это 
четное число не превышаетъ 2. Въ самомъ д$лЪ, вторая производная отъ первой части, 
взятая по и, имЪетъ конечное значене одинаково какъ при и —= 4, такъ и при и —=т—в,; 
значить, она не м$няетъ знака ни въ одномъ изъ обоихъ разсматриваемыхъ промежут- 
ковъ, каждый изъ которыхъ не можетъ поэтому содержать бол$е двухъ корней, и число 
точекъ пересБчеюмя въ ‘каждомъ промежутк$ равно 2 или нулю; ни одинъ же изъ двухъ 
членовъ, изъ которыхъ состоить уравнеше (5), не м$няетъ знака при изм$неши и отъ 
и — я до и --а или отъ ти — а, до пи о,. Если, поэтому, въ одномъ изъ 
этихъ промежутковъ они одного знака, то рёшемя н%ть; если же они противоположныхъ 
знаковъ, то В можно сд$лать достаточно малымъ, чтобы первый членъ для пред$льныхъ 
значенй и поглотилъ, по абсолютной величин%, второй; наоборотъ, второй сообщаеть 
всей первой части свой знакъ для промежуточнаго значеня и, обращающаго точно 
первый членъ въ нуль: значить, есть двЪ перем$ны знаковъ и, сл довательно, два корня. 
Но члены, сообщаюние В свой знакъ, третьей степени относительно зи и с0зи; отсюда 
слздуетъ, что при и =и, и ч=т-н, они противоположныхь знаковъ; и если оба, 
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члена уравнешя (5) однихъ и тзхь же знаковъ при измнети м отъ и/—& до и а, 
то они будутъ противоположннхъ знаковъ при измЗнеми и оть +4 а, до в, 
и обратно. Поэтому существуютъ двЪ точки пересЗчешя въ какомъ-либо одномъ изъ 0бо- 
ихъ промежутковъ и ни одной въ другомъ, что, очевидно, указываетъ на возвратъ кривой; 
и такъ какъ значене и — и, или и = -- ч,, соотвЪтетвующее касательной, придает 
первой части знакъ, противоположный тому, который она принимаетъ для значении, 
соотв5тствующихъь предфламъ малаго разсматриваемаго промежутка, то точки пересвчешя 
расположены по обЪимъ сторонамъ касательной, и возвратъь будетъ перваго рода. 

Итакъ, въ томъ случаЪ, когда уравнеше (3) имЗетъ два равныхъ корня, кривая 
представляеть вообще возвратъ перваго рода; но предыдущее разсужден1е покоится на 
предположен!и, которое въ исключительныхъ случаяхъ можетъ оказаться неточнымт. 
Д\йствительно, мы допустили, что члены, независяше отъ В, придающе свой знакъ 
функши М, имють, при и=и,, сумму, отличную отъ нуля, и, слфдовательно, мфняютъ 
знакъ, не изм$няясь по величин$, когда полагаютъ послЗдовательно и = и, и=т-и.. 
Если сумма этихь членовъ при и —= и, вышла бы равною нулю, то наши заключеня 
были бы- друпя, и кривая пересЪкала бы, вообще, два раза кругъ въ каждомъ изъ раз- 
смотр$нныхъь нами промежутковъ, составляясь, такимъ образомъ, изъ двухъ вЪтвей, 
касательныхъ одна къ другой, каждая изъ которыхъ въ отдфльности не представляеть 
никакой особенности. 


$ 465. Также можетъ случиться, что дв$ изъ точекъ перес$чен1я исчезають и что 
кривая представляетьъ возвратъ второго рода, но это требуетъ новаго условнаго уравнеря. 

Для изучетя вида кривой и доказательства этихъ положешй выгодно зам нить 
вводимый до сихъ поръ въ разсмотр$юе кругъ двумя прямыми, параллельными оси У-овъ 
и расположенными по 0б% стороны точки М на безконечно-маломъ разстоян1и, которое 
мы обозначимъ черезъ й; ясно, что пересВченя этихъ параллелей съ кривою опредфлятъ 
число и расположене вЪтвей этой посл$дней. Итакъ, полагаемъ 


д —а-й, уУ=Ь- $; 


употребляя прежная обозначенля и принимая во вниман!е введенныя нами условия, пишемъ 
уравнене кривой въ слЪдующемъ видф: 


5 (А -- 28% + №) + 2,0 =0, (1) 
ГдЪ ‹Ф.(в, В) содержитъ члены степени выше 2. Если раздЪлить уравнеше на 1? и поло- 
ЖИТЬ + =, 10 эт уравнеще приметъ видъ: 
ди? + 2Ви - © Ми) + Ри) + ВЫ) +... =0, (2) 
гдв 11), Ь(м), Ь(м), -.. пЪлыя фунеши отъ и, первая — третьей степени, вторая — 


четвертой, и т. д. 
Въ изучаемыхь нами случаяхъ три первыхъ члена образуютъ полный квадратъ и 
уравнеше приводитея къ виду: 


А(и — щи) + Ед +... =0;. (8) 
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такъ какъ р очень мало, то рЪшев]я, очевидно, весьма мало отличаются отъ и, и, 
слздовательно, существуетъ только одна касательная, составляющая съ осью Х-овъ уголъ, 
тангенсъ котораго есть и,. Если [(и.) того же знака, что А, то ршевюй будетъ два 
при й отрицательномъ и. ни одного при й положительномъ; противоположное заключеше 
иметь мЪсто, если [(и,} противоположна по знаку съ 4; кривая въ обоихъ случаяхъ 
представляеть возвратъ перваго рода. Мы не станемъ повторять этого изелЪ дования, уже 
разъ произведеннаго при помощи круга. Остается испытать тотъ особенный случай, когда, 
(и) = 0. Полагаемъ тогда, 


П(и) — (и — и) $(и) (4) 


и замЪняемъ неизв$стную и черезъ и, = Ай, гд$ Х — новая неизвЪетная. Уравнене 
(3) приметь видъ: 


АХЛ - 12 (и, - №) - РЕ(ы - №... =0; (5) 


опуская множитель /” и развертывая +(ы, | 1), Ь(и, - АА) по теорем$ Тэйлора, на- 
ХОДИМЪ: 

АХ —- 4(и,) - Ба) - РЕЗ 9 -...=0; (6) 
такъ какъ Й безконечно-мало, то значеня /^ безконечно-мало отличаются отъ значений, 
удовлетворяющихь уравнен1ю 


АХ и, + Е) = 0. | (1) 


Если это уравнене имЪетъ два вещественныхъ корня № и »,, то легко видфть, что 
уравнеше (5) дастъ, при безконечно-маломъ значени й, одно рфшене, лежащее между 
, —ви Л, - ь, и другое — между \, —еи ^, -|-з, при чемъ = сколь-угодно мало. 

Такимъ образомъ, кривая состоитъ изъ двухъ вфлвей съ общею касательною, 
каждая изъ которыхъ не представляетъ никакой особенности. Если уравнене (7) имЗетъ 
корни равные, то называя черезъ Х\, ихъ общее значеше, можно переписать соотношене 
(6) въ видЪ: 


АХ — + РА +... =0. 


Это уравнене удовлетворяется только при такомъ значени ^, при которомъ членъ 
первой степени относительно Л былъ бы противоположенъ по знаку члену съ А. Поэтому, 
если одна изъ параллелей оси У-овъ, проведенныхъ по обЪ стороны точки М, перее$- 
каетъ кривую, то другая ее не перес$каетъ, и получается возвратъ кривой. Этотъ воз- 
вратъ — второго рода, потому что два значеная ^, одно и другое, весьма мало отличаются 
отъ Л,, И Такъ какъь мы положили | 


и = в М, 


то два значеня м соотвфтетвуютъ двумъ направлевнямъ, расположеннымъ по одну и ту же 
сторону касательной, угловой коэффищентъ которой есть %. 
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$ 466. Полное изслЗдоваше вопроса представило бы гораздо большее чиело слу- 
чаевъ. Въ самомъ дЪлЪ, мы ограничились только тЪми изъ нихъ, вь которыхъ члезы 
второй степени въ разложения Тэйлора не обралнаются тождественно въ нуль. Если эти 
члены исчезаютъ одновременно съ членами первой степени, наши заключеня не 
имфли бы м%ста, но мы не станемъ заниматься изел$дован1емъ этихъ частныхъ случаево, 
когда въ разсматриваемой особенной точкЪ сходятся, вообще, три вЗтви кривой. 


$ 467. Для опредЗлев1я особенныхъ точекъ кривой, представленной уравнешемтъ 
Е(тх, у) = 0, (1) 


должно, по предыдущей теорли, отыскать сначала значеня х и у, удовлетворяюция, если 
это возможно, тремъ уравненямъ 


Е(х, у) = 0, “ = а, = (2) 
Чтобы получить ихъ, мы должны исключить одну изъ неизвЪстныхъ, напр. у, между 
двума первыми уравнен1ями; въ результат получится уравнеше съ х, между корнями 
котораго будутъ находиться искомыя значешя х. Падула (Рада) замЪтилъ, что эти 
значеня всегда представляютъ многократные корни и что, слЪдовательно, не существуетъ 
особенныхъ точекъ, если получающееся послЗ исключен1я уравнене не имЗетъ равныхъ 
корней. 

Въ самомъ дфлЪ, для исключеня у между двумя первыми уравненлями (2) можно, 
напр., рапшгить второе уравнение относительно у и полученное значене 


у — 1 (2) 
вставить въ первое, пишемъ: 
Ех, [(х)] = $(2) = 0; 


$(2) есть результатъь исключешя, и мы, очевидно, имфемъ: 


фа, +3, Г 


а аЕ | 
Если, поэтому, заразъ = О и Ри — 0, тои $(2) = 0; отсюда слЗдуетъ, что значеше 5 


есть кратный корень уравнен1я, которому оно удовлетворяетъ. 


$ 468. Слдуетъь замтить, что предыдущая теорйя, покоясь на разложени Тэйлора, 
абсолютно недостаточна для изучетя кривыхъ, уравненя которыхъ приводятъ къ безко- 
нечнымъ или неопред$леннымъ производнымъ. 

Изучать таве случаи, когда они представляются, должно, исходя изъ знакомства 
еъ тёми особенными функшями, которыя входятъ вь уравнен!е. 
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Пусть, напр., дано уравненае 


ИЕ | 
такъ какъ функщя -_ является мнимою при х отрицательномъ, то кривая имфетъ точку 
я 


прекраженя въ началЪ координатъ. 
Возьмемъ еще прим$Ъръ: 
— д . 
у м 
1+ е” 


кривая, представленная этимъ уравнешемъ, проходитъ черезъ начало; при х = 0 функщя е” 
разрывна; она безконечно-мала при х безконечно-маломъ и отрицательномъ и безконечно- 

е 4 . 
велика при л безконечно-маломъ и положительномъ. Угловой коэффищентъ =: ‚ который 
въ началЪ координатъ равенъ, какъ извЪстно, предзлу отношеня 2 ‚ имфетъ, поэтому, 


ыА 


два значеня, изъ которыхъ одно есть единица, а другое — нуль; слЗдовательно, кривая 
имфетъ угловую точку. к 


Осовекз„нъыя ТОЧКИ ПОВЕРХНОСТЕЙ 


$ 469. Предыдущая теорля распространяется на поверхности: мы ограничимся дока- 
зательствомъ слЗдующей теоремы: 

Если Е(х, у, 2) = 0 есть уравнене поверхности и если въ какой-нибудь точкь этой 
поверхности три уравненя 


АР аЕ__ ЯаЕ_ 
20; ДУ =0 дреко 


не удовлетворяются одновременно, если, кромль 77010, функия Е(х, у, 2) и всъ ея производныя 
конечны и непрерывны, то разсмолтриваемая точка не представляеть никакой особенности. 

Мы разсматриваемъ точку, какъ не представляющую никакой особенности, когда 
безконечно-малый шаръ, описанный изъ нея, какъ изъ центра, пересЪкаетъ поверхность 
по замкнутой кривой, безконечно-мало отличающейся отъ большого круга. 

Пусть а, 6, с будутъ координаты точки Л, находящейся на поверхности, уравнеше 
которой есть Ё(х, 9, 2) =0. Если ах, 6 Ти, с а -— координаты безконечно- 
близкой точки на той же поверхности, то будемъ имЪть: 


Е(а + ,, В у, е 2) = 0, (1) 


или, по теорем Тэйлора, принявъ еще во внимаюе, что точка № сама находится на 


поверхности, 


аЕ  аЕ’ Е | 
м тизь Таз, т М=0, (2) 


гдз М обозначаетъь сумму всфхъ членовъ не ниже второй степени относительно 2, у, &,. 


45% 


4.84 


Пусть В есть рамусъ шара, которымъ мы желаемъ перес®чь поверхность, а, В, у—- 
углы, составляемые съ осями радусомъ-векторомъ, соединяющимъ точку М съ одною 
изъ точекъ перес$чен1я; будемъ им$ть: 


2, = Асоза, 9, = ПсозВ, 2, = Асо8т, 
и уравнеше (2), по сокращеви на множитель А, приметь видъ: 


АР (9 АР __ о 
605 — -- 6033 т -- 6037 кр —- ВМ, = 0, (3) 





гд$ М, есть функщя отъ а, 8, ти А, имЪющая, вообще говоря, конечное значенле при 
В = 0. 
Уравнене (3) показываетъ, что сумма 


аР аЕ АЕ 
6059 —- с038 т —- с0$7 т 


безконечно-мала одновременно съ Д, и такъ какъ нормаль къ поверхности образуетъ съ 


а аЕР аГ 

осями углы, косинусы которыхъ пропоршональны -_, и, 1, 

векторъ, составляюший съ осями углы о, В, 1, составляетъь съ этою нормалью уголъ, 

безконечно-мало отличающийся отъ прямого, и что точка, въ которой онъ ветр$чаетъ шаръ, 

находится на безконечно-маломъ разстоявли отъ большого круга, по которому этотъ шаръ 
перес$ кается касательною плоскостью. | 

Остается доказать, что пересЪченле шара съ поверхностью есть замкнутая кривая. 


Для этого полагаемъ 


то, значить, радусъ- 


ь — Асо8л, 
Ча 

ео [с0$ 
ай 
с — со$у 
фе _ 


и называемъ черезъ х уголъ, образуемый однимъ изъ радлусовъ-векторовъ съ направле- 
немъ нормали. Будемъ имЪть: | 


с05Ф = 6С050608^ -- с0зВсозь -- с05ус08у, 


и уравнене (3) приметъ видъ: 
608% —- М.В = 0. | (4) 


Но ясно, что если точка движется по шару радлуса ПД, описывая дугу такой кривой, 
И 


что значеня о, соотв тетвуюция ея крайнимъ точкамъ, будутъ 5 


виз + ь, ГДВ = 


485 


сколь-угодно мало, при достаточно-маломъ значени В, то уравнеше (4) удовлетворяется 
въ точкВ этой дуги, которая, слЪдовательно, пересЪкаетъ кривую перес$ченя поверхности 
сь шаромъ радтуса Д. Такимъ образомъ, всякая кривая, пересБкающая большой кругъ, 


уравнен1е котораго © = 5, перес$каетъ также перес5чене шара съ поверхностью; для 


этого нужно, чтобы эта лин1я была замкнутою и безконечно-мало отличалась бы отъ 
большого круга; итакъ, поверхность не представляетъ никакой особенности. 


$ 470. Когда три уравненя 


ЧЕ @Е АЕ. 


удовлетворены, соотвтственная точка М поверхности можетъ представить различныя 
особенности; мы ограничимся въ этомъ случаБ, предполагая, что при этомъ никакого 
другого исключительнаго услов1я не представляется, опред$лен1емъ конуса, составляемаго 
прямыми, касательными въ точкЪ М къ кривымъ, проведеннымъ по поверхности. 
Обозначая черезь а м, 6 фу, с-- 2, координаты точки поверхности, смежной 
съ особенною точкою, координаты которой с, 6, с, и принимая во вниман1е условя (1), мы 
можемъ по теорем$ Тэйлора представить уравнен1е Ё(х, у, 2) = 0 подъ видомъ: 





(ФЕ, ФЕ, ЧЕ ФЕ ФЕ ФЕ 
(аи ати" аки +2 аи арии 2 ар и) + М=0 


гдЪ М содержитъ члены не ниже третьяго порядка относительно 2, у,, 2,. Если пересЪчь 
поверхность шаромъ безконечно-малаго радлуса А, описаннымъ изъ точки М, какъ изъ 
центра, то, обозначая черезъ а, 3, 7 углы, составляемые осями координать съ радусомъ- 
векторомъ, проведеннымъ въ одну изъ точекъ перес$чеюя, будемъ имЪть: 


2, = Веоза, у, == Вс038, 2, = Всозу. 


При подстановкЪ этихъ значенй множитель А’ войдетъ во всф члены количества М в 
уравневе, по сокращеви на В’, приметъ видъ: 


1/ФЕ ФЕ , р, 
5 (= со5’а | —- Ех со5 В -- тя 6087 - 


2 


ФЕ ФЕ ХЕ ) 
2 а 60596058 2 —— За с033е087 2 =—- ор 60346087 - МЕ =0; 


отсюда видно, что углы «, В, 1 — таке, что многочленъ въ скобкахъ безконечно-малъь 
одновременно съ ДВ, а это, очевидно, показываетъ, что вс$ кривыя, проведенныя на 
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поверхности, касательны къ производящимъ конуса, представляющаго геометрическое 


мЪсто прямыхъ, для которыхь это уелове выполнено, и им$ющаго уравневте 


ФЕ В ат ФЕ ФЕ ФЕ 
т ть . 5 ой 2 7 2 — = ь 
1 да? у у <? -- 2 Че а тей Г. тт аа ЯВ -- 29, 1 Арас г и 21 ааа о 











это—конусъ второго порядка. Если онъ-—мнимый, поверхность не имЪетъ касательныху, 
ВЪ ТОЧЕЪ 11, которая, слЗдовательно, является въ этомъ случаЪ уединенною точкою. 


$ 471. На н$которыхъ поверхностяхъ существуютъ особенныя лини, по которым 
эти поверхности касаются одной и той же плоскости, разыскате которой естественно 
примыкаетъ къ предмету этой главы. 
Пусть будетъ 
2 = $(, У) (1) 
уравнене поверхности. Полагая 
| 42 __ 2 


/ 


42 #’ ду — 1 
пишемъ уравневе касательной плоскости: 
о—а=ре— 2) -4и— У. (2) 
Координаты точки касания при безконечно-маломъ изм$нени являются х- ах, у ау, 
2- 42; необходимыми и достаточными услонями, чтобы уравнешемъ касательной пло- 
скости оставалось уравнене (2), очевидно, будутъ: 


г —= рах —- а4ч, ар = 0, . аа =0. (3) 


Первое изъ нихъ всегда имФетъ м$сто. Что же касается двухъ остальныхъ, то они 
могуть быть написаны въ сл$дующемъ видЪ: 


р а 
ее 


Г. ах -Н — 44 


| 

| 

| (4) 
4+ ау | 


чтобы эти равенства были совм$етны, необходимо имЪть: 


4. 4... 94. 
дх ау ау ат 





Полагая 
ф2 Фе _ 2 


а2—” а’ беду 
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придаемь полученному услов!ю видъ: 


7—5 =0: (5) 


это уравнене опредЪляеть на поверхности кривую, по которой она можетъ касаться 
плоскости. Сл$дуетъ особенно замЪтить, что если на поверхности и найдена кривая, для 
точекъ которой уравнене (5) удовлетворяется, то еще не изв$стно, будетъ ли касательная 
плоскость одна и та же во всЗхъ точкахъ этой кривой; въ самомъ дфлЪ, нужно при 
этомъ, чтобы оба уравневшя (4) удовлетворялись и тогда, когда 4х и 4у обозначаютъ 
безконечно-малыя перемфщеня по этой кривой. Если уравнеше 7{ — 5 —= 0 удовлетво- 
ряется для всзхъ точекъ поверхности, то въ каждой точкф можно пайти направлене, 
по которому можно перем$щать точку касан1я касательной плоскости, не изм$няя поло- 
жен1я послЪдней; каждая касательная плоскость касается тогда поверхности по нзкоторой 
лини, и самая поверхность, являясь огибающею подвижной плоскости, уравнене которой 
содержитъ, очевидно, лишь одинъ параметръ, есть поверхность развертывающаяся. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Никакая алгебраическая кривая не предетавляетъ точекъ прекращен!я; другими словамн, 
безконечно-малый . кругъ, проведенный изъ точки алгебраической кривой, какъ изъ центра, 
никогда не пересЪчетъ этой кривой только въ единственной точкъз. 


2. Никакая алгебраическая кривая не представляетъ угловыхъ точекъ; другими словами, 
безконечно-малый кругъ, проведенный изъ точки алгебраической кривой, какъ изъ центра, 
никогда не пересзчетъ этой кривой въ такихъ двухъ точкахъ, которыя были бы отд$лены одна 
отъ другой дугою, отличною въ предЪлзв отъ нуля или отъ полуокружности. 


3. Кривая, представленная уравненемъ 
= =. (х а р д — 0 
гдЪ и обозначаетъ какое-угодно цЪлое число, не имЪетъ особенныхъ точекъ, хотя обЪ произ- 


водныя отъ первой части обращаются въ нуль при у=0, х=1. 
4. Кривая, представленная уравнен1емъ 


4“ — 162 -- 144 | 4у’ — 242у — 48% Ру у 4х = 0, 


имВетъ три точки возврата, изъ которыхъ одна помфщается въ начал координатъ, другая -- 
на оси х-овъ и третья — на оси у-овъ. 


5. Поверхность, уравнен1е которой есть 
(2? ии у 2 — а? -- у? — 622", 


имфетъ особенную точку въ началЪ. Найти уравнен!е конуса, служащаго геометрическимт, 


мзстомъ касательных къ кривымъ, проходящимъ черезъ эту точку н расположеннымъ на 
поверхности. | 


6. Поверхность волнъ, представленная уравнен1емъ 


(2 -- у -- 27) (Рай + 6? -- с*2”) — а{ы + с?) ИИ (а? + с)? > (а 6*)* -- ат" — 0 
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имЗетъ четыре особенныхъ точки, координаты которыхъ 


а — — с 


У, хе а 


найти конусъ, образуемый касательными къ поверхности въ одной изъ этихъ точектъ. 
7. РазвертывающИйся геликондъ. представленный уравнен1емъ 


в (2 Уи) в Уу я) _ 
а (И) 4 у (КРТ © 


г 


имфетъ безчисленяое множество особенныхъ точекъ, которыя образуютъ его ребро возврата нп 
опред$ляются уравнещямп . 


2 п 
й 


Эк 
‚ У 960$ ——. 





д — аш 


ГЛАВА ДЕСЯТАЯ 


Теоря значенй тахита и тшита 


—_—_ 


Млх!мл п м!\м!мл^ ФУНЕЦИ ОТЪ ОДНОЙ ПЕРЕМЪННОЙ 


$ 472. Когда функшя (2) для нЪкотораго значемя а перем нной больше своего 
значеня, соотв тствующаго всякому безконечно-близкому значеню перемЪнной, большему 
или меньшему &, то говорятъ, что такое значен1е функци есть тахипит. Если, наоборотъ, 
функця для н$фкотораго значевя а перемфнной меньше, ч$мъ для всякаго значеня 
перемЗнной, безконечно-мало отличающагося оть а, то говорятъ, что такое значене 
функщи есть лилитит. Мы уже замфтили, что при непрерывномъ возрастании перем$нной 
производная отъ функши положительна, если функшя возрастаетъ, и отрицательна, если 
функц1я убываетъ, она равна нулю для значенй, соотвЗтетвующихъ значенямъ тшахипа 
и шшпа. Это — основная теорема ‘занимающей насъ теорш, но она должна быть 
‘дополнена изученемъ признаковъ, отличающихь шахипашт отъ шшипаи’а и отъ слузаевъ, 
когда при нулевомъ значени производной н$тъ, однако, ни шахпииш’а, ни шшшииога. 


$ 473. Пусть (5) есть непрерывная функшя отъ перемфнной х; называя черезъ й 
безконечно-малое приращене, приписываемое х, имЪемъ: 


ве — 0 = ма) + уе ®, () 





гдЪ 6 — число, заключающееся между нулемъ и единицею. Если ‹'’(л) не нуль и © (2) 
остается конечною для разсматриваемыхъ значенй перемфнной, то ясно, что при 
безконечно-маломъ А членъ первой степени относительно # придастъ свой знакъ второй 
_ части уравневля (1); сл$довательно, разность ©(х -- #) — ‹(5%) м$няетъ свой знакъ вм$стЪ 
съ й, и значеше х не соотвЪтствуеть ни шахптиш’у; ни шшИочш’у. Итакъ, общимъ 
условемъ для шахпиит’а и шшопиш’а служить равенство нулю производной $ (5). 
Предполагая это услове выполненнымъ для частнаго значення х — а, по теоремЪ 
Тэйлора им$емъ: 


2 3 
й й ы 


р й 9). 
ото ся ат (2) 








Ф(а -Е №) — (а) = 


Если ‹’(а) не нуль, то первый членъ, для малыхъ значешй А, придаеть свой знакъ 
второй части, и, слЪдовательно, разность ©(а -- #) — $(а), каково бы ни было #й по 
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. ь и НИ : 
знаку, одинакова по знаку съ 5”(а). Значитъ, будетъ плшипат при Ф (а) положитель- 
номъ и тахпии въ противномъ случаз. 

Когда 2”(а) равно нулю одновременно съ $'(а), то теорема Тэйлора даетъ: 


4 


1 ы / ых ь 
ве -- и — = ауте +®. (3) 


Если 2”(а) не равно нулю, то такъ какъ первый членъ придаетъ, для малыхь значенай 
й, свой знакъ второй части, то знакъ разности (а | 1) — х(а) изм$няется вмфетЪз со 
знакомъ д, и нётъ ни шахитит’а, ни шиипапг а. 

Такое же разсужден1е покажетъ, что если о"”(а) равно нулю одновременно сь 5’(а) 
и 2(а), то будеть шахппат при ©“(а) отрицательномъ и шшипиш въ противномъ 
случа$. 

Вообще, чтобы значене функщи ©(х) было тшахпииш или шипит для значеня 
2 = а перем нной, нужно, чтобы въ рядЪ производныхъ ©’(а), $ (а), 9"(а),... нервая, 
неравная нулю, была четнаго порядка; если она отрицательна, то будеть шахпиит, & 
если — положительна, то шшитам. 

Приложимъ предыдущее правило къ рёшеню н%зкоторыхъ задачъ. 


$ 474. Задача 1. — Нойии кратчайшее разстояве плоской кривой, заданной ся 
уравненземь у = (5), 00 точки, заданной въ сея плоскости координатами («, 3). 
Квадратъ разстоянля, которое требуется сдЪлать шшпииш, выразится черезъ 


(х— а) | (9 — В. 


Такъ какъ у дано въ функщи оть х, то это выражевше зависить только отъ одной 


перем$нной. Значитъ, предыдущее правило приложимо. Приравнивая его производную 
нулю, имфемъ: 


гаи =0. = (1) 


Это услове, общее для тахНиии?а и пшииии?а, выражаетъ, что данная точка, коорди- 
наты которой х и В, расположена на нормали, проведенной къ кривой черезъ точку, 
координаты которой х и у. Чтобы отличить шахпиит отъь пмшипит?’а, нужно испытать 
знакъ второй производной 


г+ (2) офи. (2) 


Будеть шахипииш, если это выражеше отрицательно, и шшппишт, если оно положительно. 
Когда оно равно нулю, то, вообще говоря, нфтъ ни шахппиш’а, ни пиппияи а. 

Если точка, представленная координатами (%, 8), движется по нормали данной 
кривой, при чемъ х иу — координаты основаня этой нормали, то выражеше (2) измВнитъ 
 знакъ только одинъ разъ, и это будетъь при значеви В, обращающемъ его въ нуль. 
_Такимъ образомъ, на каждой нормали существуеть точка, отдВляющая точки, разстоянле 


” 


491 


которыхь До кривой, отсчитанное по этой нормали, представляетъ штийтит, отъ точекъ, 
для которыхъ разетояне то той же нормали есть тахилат. Отр$зокъ нормали отъ этой 
точки до кривой не представляетъ ни тахитии?’а, ви шшитиш’а, такъ что касательный 
къ кривой кругъ, описанный изъ этой точки, какъ центра, не будетъ въ смежности съ 
точкою касатя ни вполн® внутреннимъ, потому что тогда разстояте было бы пипиоат, 
ни вполнз вынзшнимъ, потому что тогда оно вышло бы тахппит; принимая же во 
внимане, что разетоян1я его центра до точекъ кривой — одни больше, друйя меньше 
его радтуса, заключаемъ, что онъ пересЪкаетъ кривую, къ которой онъ, однако, касателенъ, 
такъ какъ его центръ находится на нормали, проведенной въ общей ихъ точкЪ. Этотъ 
зам чательный кругь, называемый соприкасающимся куломъ, играетъ большую роль въ 
теор1и кривыхъ, и намъ еще придется его разсматривать съ совс$мъ другихъ точекъ зря. 


$ 475. Предыдуние результаты легко распространяются на кривыя двоякой кривизны. 
Пусть у = 9%(42), г = <) — уравнен1я такой кривой и а, В, 1 — координаты какой- 
нибудь точки въ пространствЪ; квадратъ разстояюя этой точки до точки на кривой, 
координаты которой х, у, 2, равенъ 


ту -те-у. 


Чтобы это разстояв1е было тахипит или шшипат, нужно, чтобы производная обращалась 
_ВЪ нуль; такимъ образомъ, общее для обоихъ случаевъ услове будетъ: 


ба — “и и Неф-р я =0 (1) 


Это уравнеше выражаетъ, что точка («, 3, 1) находится въ плоскости, нормальной къ 
кривой, проведенной черезъ точку (х, у, 2 . Сл®довательно, разетояше тшахипиш или 
штшиииш есть также нормаль, какъ и въ предыдущемъ случа$. Знакъ второй производной 


1+ (4%) + (=) +о-ю-те 


покажетъ, будеть ли искомое разстоян1е тахппот или шшНиомт. Имя основаше нормали 
даннымъ, заключаемъ, что точки вормальной плоскости, разстоян1е которыхъ до этого 
основаня есть шшуишиш, отдфляются отъ точекъ, для которыхъ это разстояне есть 
тахипит, прямою, одно изъ уравневй которой представить выражение (2), приравненное 
нулю, а другое, очевидно, будетъ уравнене нормальной плоскости. Отличительное 
свойство точекъ этой прямой то, что ихъ разстоямя до точки (5, у, 2), хотя и 
нормальныя къ кривой, ни одно не будетъь ни шахпииш, ни шШИииш; она, какъ увидимъ 
ниже, служитъ осью соприкасающагося круга кривой двоякой кривизны. 








Фе 
к (2) 


$ 476. Только-что рЪшенная нами задача представляетъь въ частномъ случаЪ 
затруднен1е, которое не м5шаетъ отм$тить. Предполагаемъ, что данною кривою является 
кругъ, уравнен!е котораго есть 


ту =В, 
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и что данная точка, лежащая па оси Х-овъ, имФетъ абециссою а; квадрать разсматризае- 
маго разстоявя будетъ 


хз ту=ЕВ — м фо. 
Приравнивая его производную нулю, находимЪъ. 
— 2а =0, 


что невозможно. Сл$дуетъ ли отсюда заключить, вопреки очевидности, что разсматриваеное 
разстоян1е не можетъ представить шшипии’а? Общий методъ, очевидно, не годится въ настоя- 
щемъ слуза$. Само доказательство, приведенное намя, исключаетъ этотъ случай. Д\иетви- 
тельно, мы допускали, что когда $(а) — пшипиш, разность э(а -- й) — (а) положительна, 
каковъ бы ни былъ знакъ весьма малаго количества й. Но въ настоящемъ случа, глф 
перемФнная х обозначаетъ абецисеу точки круга, оно содержится между — Пи + А. 
Если, поэтому, приписать ему одно изъ этихъ предЪЗльныхъ значеюшй, то знакъь его 
приращеня будетъ установленъ, и разсуждеюе, основанное на произвольности этого 
знака, теряеть свой смыслъ. Эначитъ, въ этомъ случаЪ веб-же можно, хотя производная 
и не обращается въ нуль, имфть тахппаш или шшилашт разстояня, что и имфетъ 


мЪето для точекъ, въ которыхъ кривая встр$Зчаеть ось Х-овъ и абециесы которыхъ 
будуть А. 





$ 477. Задача |. — Плоскость раздълена на де части безраничною прямою ОХ; 
свътуь распространяется въ каждой изь двухь срединь по прямой лини, со скоростью, 
измоняющеюся, по извъстному закону, вмъетль съ направлевемь луча. Спрашивается, по 
какому направлению должень пойти свпть, чтобы изъ точки А первой средины доспиянуть 
почки Б второй средины въ краимейшее время. | 

Пусть а обозначаетъ разетояне точки А надъ лишею ОХ и — разстояше до той же 
лин!и точки ВБ, находящейся подъ нею. Если ЛМ есть та точка, въ которой свфтовой лучъ 
долженъ пересЗчь ОХ такъ, чтобы путь АМБ былъ бы пройденъ свфтомъ въ кратчайшее 
время, то, называя черезъ @& разстояте РО между проекщямв точекъ А и В на ОХ и 
черезъ х и + углы, составляемые МА и МВ сь нормалью къ ОХ, имфемъ: 


аптёо -- бапоф = 4; (1) 


кром$ того, обозначая черезъь ии у скорости свЪта но направлешямъь АМ и МВ, мы 
выразимъ время, потраченное имъ на прохождение изъ А въ В, черезъ 


а Ь 
и608Ф — 905 








(2) 


это и есть та сумма, для которой ищется шшиюиш. Она, очевидно, зависитъ только отъ 
одной перемЪнной, такъ какъ фи % связаны уравнешемъ (1), ам и о— данныя отъ 
нихъ функщи. Дифференцируя уравнеше (1), находимъ: 


аа? а _ (8 
- 6080 - 609% °. ор 
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принимая же во внимане, что дифференщалъ выраженя (2) обращается при пили” 
ВЪ нуль, мы должны одновременно им$ть: 


адозтто оби Бато 64% 








с08*о и'с0$5 6603” $7'с0$% 7 ( ) 
что въ силу уравпевя (3) приводится къ 
то 6050 _ 5ШФ — 608% 
Е аи" (5) 
и ‚ 4% $ ,з 4% 
и И 


Это уравнеше вмфстЪ съ соотношешемъ (1) опред$ляеть углы фи $; оно доступно 
замВчательному геометрическому истолковавю. Величина, обратная первой части, есть 





о 
— 94, — 
Чи 
АИ (6) 
40 . 
—и— &що - с08% 
Чи 


принимая 1 и х за полярныя координаты точки при полюс$ въ точкЕБ М и полярной 
оси, перпендикулярной къ ОХ, видимъ, что геометрическимъ м$стомъ точекъ, соотвЪт- 
ствующихъ различнымъ значенямъ х, служитъ кривая, которую можно разематривать, 
какъ данную, и касательная къ которой составляетъ съ радусомъ-векторомъ уголъ Г, 
опредБляемый уравневнемъ 

{по Й = 9 


Чи 


выражение (6) принимаетъ тогда видъ: 


к МЕР — НЕ. 
—4апо Узшо -- с05Ф соо) °- 


изт И . т 
Количество г) есть отрззокъ перпендикуляра къ полярной оси, заключающийся 


между иполюсомъ и касательной къ кривой, т.-е. разстояще отъ точки М до точки, гл 
прямая ХХ’ пересЪ кается касательною, нроведенною къ кривой въ точкЪ ветрфчи ея съ 
радлусомъ МА. 

Если точно такъ же и съ той же стороны разграничительной лини построить кривую, 
радуеы-векторы которой пропорцюнальны скороетямъ раепространен1я во- второй средин%, 
то вторая часть уравненля (6). представитъ разстояме отъ точки М до. точки ветрЪчи 
касательной къ этой второй кривой съ лишею ХХ’; отсюда вытекаетъ, что об касательныя_ 
должны встр$фчаться на лиши ХХ’, а это приводитъ къ сл5дующей теорем%: 

Допуская, что евЗтъ распространяется по такому закону, что время его прохожденя 
есть шшилаш, продолжають, чтобы узнать преломленный лучъ, соотвтетвующай падаю- 
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щему АМ, этотъ послфдюй до встрфчи съ кривою, радусы-векторы которой представ- 
ляютъ скорости въ первой срединЪ, затЗмъ въ точк$ пересЪченя проводятт касательную 
къ этой кривой, наконецтъ, изъ точки перес$ченя этой касательной съ разграничительною 
литей ведутъ касательную ко второй кривой, радусы-векторы которой предетавляютъ 
скорости распространенная во второй срединЪ. Точка касавя этой касательной ложить на 
преломленномъ луч$. 


$ 478. Задача Ш. — Нади объ оси съченя эллийсоида данною плоскостью, проходя- 
зцею черезь ею центуъ, принимая иль за наибольиий и наименьший радёусы-вемноро этото 
стъченая. 

Пусть 


72 у  _ 
1 (1) 


будетъ уравнеюе эллипсоида. Рад1усъ-векторъ ”, составляюпй съ осями углы о, В, 
опред$ляетея по формул $ 

















1 605*а (2) 
9-2 а? 
Онъ зависить только отъ одной перем$нной, потому что, называя черезъ 1, т, з углы, 


составляемые съ осями нормалью къ плоскости разематриваемаго че Очевидно, 
имфемъ: 

со5*а -- с05'8 -- с08*у ==1, | 

(3) 


6054605 -- с03Ве05и -- с081605% = 0. 


{ . 1 . 5 > 
Такъ какъ тах ДлЯ = наступаетъ при шиииш’В для 7х и обратно, то мы ршимъ 
: 1 
напгу задачу, приравнивая нулю дифференщалъь отъ > ий разематривая с058 и с0$у, какъ 


функши отъ соза, опредляемыя уравнемями (3); будемъ имЗть: 


605946059 созВасозВ я 03146087 р 


ре а о 


д, 


Кром того, хлифференцирован1е уравневйй (3) даетъ: 


созадеоза -- созВасозВ -|- с0$ 46057 = 0, | (5) 


с0зр асоза -|- созттасозВ -|- созиаео8у = 0. 


Изъ этихъ двухъ уравненй нужно вывести 4058 и 4037 и полученныя значеня подста- 
вить въ (4); посл днее приведется тогда къ произведен1ю 005% на коэффищенть, который 
мы должны приравнять нулю; но такое вычисленме приводитъ, очевидно, къ исключен!ю 
сова, 4038, 4087 между уравнен1ями (4) и (5). Для поелЗдней цфли простйнай премъ 
заключается въ сложенши этихь уравненй, изь которыхъ два предварительно должны 
быть умножены на неопредБленныхь множителей \,, ^,, и затВмъ въ приравневли нулю 
коэффищентовъ при всзхъ трехъ дифференщалахъ; изъ полученныхь такимъ образомъ 
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уравнен1й два служатъ для опредфлен1я множителей /, и ),, такихъ, чтобы при сложения 
исчезали два изъ дифферентшаловъ, третье же уравнеюше является тогда какъ разъ резулу- 
татомъ исключешя. Такимъ образомъ выводимъ соотношев!я 


с05а 
а —- ^, 60$ -- ^,6081 = 0, 





©. —- ^,с058 -Е ^,е08т = 0, 


6087 
6? 





В 

| (6) 
— ^,с05у = №, 608% = 0. 
| 


Исключая между ними \, и ),, находимъ соотношене, соотвЗтетвующее шахииш’у и 
шшииита’у радлусовъ-векторовъ. 

Умножаемъ уравненя (6) соотвфтственно на 05а, с0$8, с03% и складываемъ ихъ, 
принявъ при этомъ во внимаве равенства (1) и (3); получаемъ: 


Э+А=о. (т) 


: 1 
Замфняя теперь ^, въ уравнемяхъ (6) его значешемъ —-;, переписываемъ ихъ въ сл}- 


дующемъ видф: 
1 1\ 
сове(- ть ] —- Л. 20$ т 0, 


(иво 
6058 тои - №,с08т =0, | (8) 
Ее 
еозт(-; — з) —- ^.с05% = 0, | 


откуда, на основанйи второго изъ уравнений (3), выводимъ: 


с05 6057 с052я 
о 990, 
1 | 1 1 1 1 
а п м ем 


" ь 1 . 
Это уравнеше, будучи второй степени относительно —, даетъ длины обфихъ осей; 


разсматривая у, какъ извЪстное, изъ уравневй (8) опред$ляемъ соо, с058, ©0831; ВЪ 
самомъ дфлЪ, непосредственно изъ нихъ пишемъ: 


с057 6057 6059 
1 1 1 1 1 1 
а я о я 
с08а 058 60897 ` 





+ 
> 
ы*.) 





и такъ какъ сумма квадратовъ трехъ косинусовь равна единицЪ, то ве эти коеинусы 
можно считать известными. 7: 
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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ РВШЕН!Е НЪБКОТОРЫХЪ ЗАДАЧЬ 


$ 479. Когда для функши наступаеть тахитит или пиппоию, ея дифферсищалъ 
обращается въ нуль, и соотвфтственное измфнен!е для безконечно-малаго приицешя 
перемнной, отъ которой она зависить, приводится къ нулю, если отбросить безкопечно- 
малыя второго порядка. Это разсужденте можно примфнять непосредственно въ боль- 
шинствв случаевъ и часто получать весьма простой отв$тъ на вопросы о тахипа и 
шипа. | 

Вернемся, напр., къ разобранной уже задачЪ (53 474): Найти кратчайшее раз- 
споянае точки до кривой. 

Пусть О будетъ данная точка и ОМ — наименьшее разстояте. Назовемъ черезъ 
М’ точку, безконечно-близкую къ М и находящуюся также на кривой; веобходимо, чтобы 
разность 0М'—ОМ обращалась въ нуль, когда отбрасываются безконечно-малыя второго 
порядка. Замфчая же, что эта разность равна (8 21) произведемню ММ’ на косинусъь 
угла, составляемаго ОМ съ ММ’, выводимъ, что этотъ косинусъ долженъ быть нулемт, 
и, слЪдовательно, наименьшее или наибольшее разстояте есть нормаль. 

Какъ второй прим$ръ, отыщемъ на данной кривой такую точку, чтобы сумма ея 
разетоян1й до двухъ данныхъ точекъ была шшипит или тахилил. 

Пуеть М есть искомая, а А и ВБ—данныя точки; нужно, чтобы сумма АМ БМ 
равнялась, когда отбрасываются безконечно-малыя второго порядка, сумм АМ’- БМ’, 
составленной для безконечно-близкой точки. ЗамЪчая, что приращен1я для Аи ВМ 
равны ($ 21) произведен1ямъ отрфзка ММ’ на косинусы угловъ, составляемыхъ его 
направленемъ съ лиями АМ и ВМ, выводимъ, что эти косинусы должны быть равыы 
между собою, но противоположны по знаку, и, сл$довательно, сумма АМ-- БМ пред- 
ставляетъ шшипаш, когда обЪ лиши АМ и БМ образуютъ равные углы съ данною 
кривою, на которой находится точка М. 


Млщх:млд и М!М1МА ФУНКЦИЙ ОТЪ ДВУХЪ ПЕРЕМТННЫХЪ 


$ 480. Пуеть <(х, у) будетъ функщя отъ двухъ пезависимыхъ перем нныхъ хи у; 
тахипа и шшипа ея значевн!й таковы, что разность 


$(х А, у -- Х) 





(т, 1) 


сохраняетъ одинъ и тотъ же знакъ, каковы бы ни были весьма малыя значеня, поло- 
жительныя или отрицательныя, приписываемыя й и №. Теорема Тэйлора даетъ: 


— 4 т | р | 
ве Ъ УЮТ: (1) 


для безконечно-малыхъ значенй и Ё количество А пичтожно по отношеню къ двумъ 
первымъ членамъ и имъ можно пренебречь, всяый разъ какъ эти послфдн!е отличны 
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оть нуля. Первые же два члена, опредБляющие знаки второй части, измЪняются 
по знаку безъ изм$нен1я величины, когда й мЪняется на— й и Ё на— №; поэтому, при- 
ращене функши можетъ сохранять знакъ только въ томъ случаф, если. заразъ 





это—обиия условя для тахулит’а и мшопат”а. 

Можно замфтить, что функтя <(х, у), будучи тахппаш или шшипит, когда хиу 
оба — перем$нныя, должна и иодавно быть такою, если одно изъ этихъ количествъ 
допустить постояннымЪ. Тогда правило, относящееся къ функшямъ только съ одною 
перем$нною, прим$нимо и даетъ возможность написать непосредственно уравневя (2). Но 
этихъ двухъ уравненй недостаточно; когда они удовлетворены, теорема Тэйлора даетъ: 


в. ‚ @3 ф в. о 
= 2 и их 1.2 а 














ох РЯ, УИ — 5, (3) 


2(х, у) = 


при чемъ ДП, при малыхъ значен1яхъ Ли №, ничтожно по отношен1ю къ тремъ первымъ 


членамъ второй части и имъ можно пренебречь. Если, поэтому. три производныхъь 
9% 4$ 2 не обрашаются въ нуль, то зна й безконечно 
т, АВА" Е Е КЪ второй части. при безконечно- 
дх’ ахау’ ат р УТЬ, Р ор 
малыхъ значеняхъ Йй и /, одинаковъ со ‘знакомъ трехчлена 


|. < + о фо 








мы будемъ имфть тахплиш или пуппилат, если эта сумма остается постоянно отрица- 
тельною или постоянно положительною для вс$хъ весьма малыхъ значенй, прида- 
ваемыхъ й и й; представляя выражене (4) въ вид$ 


1? | 4’ & 4о р ) 45 
ыы т ых а 


зам чаемъ, что его знакъ зависитъ только отъ второго множителя, являющагося функщею 








отъ отношея — : ‚ которое можетъ измФняться отъь — < до | >>, и чтобы трехчленъ 
постоянно сохранялъ одинъ-и тотъь же знакъ, должно имЪть: | 
(< о 
ахау ах”/ Чу’ | 
| ФФ Фо 
Это уелове требуетъ, очевидно, чтобы 128 И тв имфли бы одинъ и тоть же знакъ; 
ия #9 
если они отрицательны, трехчленъ (4) отрицателенъ, и у насъ будеть шахшинм; 
Фо Фо 


наоборотъ, мы получимъ шшшиия, когда, при иестоваай р (5), 4 5 и ря, 


положительны. 
46 
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. | у 4х _ @% 
погда значенмя хи у, обращающия въ нуль = _ и 4) 


\ ахач/. 4?/ ‘4 





‚ даютъ. 





трехчленъ (4) не можеть м%нать знака, но онъ можеть обратиться въ нуль, и когда, 


^ 


: : у 2 
при надлежащемъ значенлти отношензя Я. ‚ члены второго порядка во второй части ураз- 


нен1я (3) исчезаютъ, разложеню придаетъ свой знакъ сумма членовъ третьяго порядка; 


{ й 
но эти члены м$няють знакъ, не изм$няя значения, когда, оставляя — безъ перемЪны, 


измЪняютъ й на — Ли Ё на — К; значить, нфтъ ни шахиоию’а, ни шшипит’а, если 


то К 
при разсматриваемомъ значети отношевя та ихЪ сумма отлична отъ нуля, если сумма 


членовъ третьяго порядка обращается въ нуль одновременно съ суммою членовъ второго, 


то разложен1ю, при этомъ значен1и отноше -_, придаютъ свой знакъ члены четвертаго 


порялка, и такъ какъ они, при измЪнеши 1 на—й и на — КЁ, не изм$няютея по 
знаку, то для существован1я тахииии”а или шшипит’а достаточно будетъ, чтобы этотъ 
знакъ былъ одинаковъ со знакомъ, какой сохраняетъ сумма членовъ второго порядка 


для значешй -_, не обращающихъ ея въ нуль. 


$ 481. Если три производныхъ второго порядка о обралкаютея въ 

ах’ аут’ ахач 

нуль одновременно съ производными перваго порядка, то для существованя тахпиат?а 
или шнишит’а нужно, чтобы четыре производныхъ третьяго порядка также обращались 
въ нуль для ТЪхъ же значенй перем$нныхъ и чтобы, кромЪ того, совокупность членовъ 
четвертаго порядка относительно й и К въ разложени Тэйлора не м$Бняла знака: это 


посл$днее услове будетъ выполнено, если, приравнявъ нулю сумму этихъ членовъ, мы 


получимъ такое уравнене четвертой степени относительно +) веЪ корни котораго — 


мнимые. 


Функц!и ОТЪ БОЛЬШАГО ЧИСЛА ПЕРЕМВННЫХЪ 


$ 482. Изучене значенй шахиоа и шиитпа функщи отъ большаго числа перем$н- 
ныхъ покоится на разсужденяхъ, всенфло подобныхь предыдущимъ. Пусть $(х, у, 2) 
будетъь функщя отъ трехъ независимыхъ перем$нныхъ; чтобы для нея наступилъ шахолит 
или пипиит, нужно, чтобы разность 


9(е И, УЕ, 2-0 — 9, у, 2) 


сохраняла один и тотъ же знакъ, каковы бы ни были весьма малыя значешя, припи- 
сываемыя приращенямъ й, К, Г. Но мы имЗемъ (8 395): 


бе (д — ь 8. 45% 11 4 
_ 9 -ЕА, УЕ В, #0 — 9%, у, т =, +В, 
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гл6 ДВ для весьма малыхъ значевй й, К, [| сколь-угодно мало по отношеню къ сумм 
трехъ первыхъ членовъ, которые, слЗдовательно, только одни вляютъ на знакъ второй 
части. Этотъ знакъ остается безъ изм$нен1я лишь при существовати равенствъ 


9 с 4$ 4 
де ^^ 





Ёотда эти условя выполнены, теорема Тэйлора даетъ: 


Ф(ж -Е В, Г К, Е у, 2) —= 


ей Сы ах , Гао т 
2-4 тэ 4’ ве 2 42? т оаЕ + т + и: 











ГД А для весьма малыхъ значеши 1, №, [ сколь-угодно мало по отношеню къ пред- 
шествующимъ членамъ; поэтому, для существовантя тахпиаш’а или шшипиш’а нужно, 
чтобы многочленъ 


В аФ Г 9 
2 ах 2 д‘ 34а? 





тр > $ н Е + нь (9 


сохранялъ одинъ и тотъ же знакъ, каковы бы ни были весьма малыя значевя, припи- 


сываемыя й, ви {. 
Но это услове относительно малости приращеюй можно опустить. Въ самомъ дЪлЪ, 
вынося за скобки положительное количество 1, видимъ, что знакъ многочлена зависить 


Ё [ 
только отъ отношенй — и —, которыя вполнф произвольны и могуть изм$няться 


Й й 
ОТЪ — <> ДО -- <>. ЗамЪтивъ это, находимъ искомое услове слФдующимъ образомъ. Пусть 


будетъ данъ многочленъ 
Ай -- В СРЕ2ОИ + ЗЕ -- 2ЕЩ. (1) 


Чтобы выразить, что знакъ его остается безъ изм$неня, каковы бы ни были значення, 
приписываемыя Л, К, [, соберемъ сначала вс члены, содержапие й, и дополнимъ ихъ 
до квадрата недостающими членами, которые затЁмъ, понятно, и вычтемъ; такимъ обра- 


зом, выражеше (1) преобразуется въ 
4(ь +" +=) 3 (в 5 “и +(<— в. г +2(р— пин. (2) 


Далфе, въ членахъ, слЗдующихъь за первымъ, собираемъ вмЪет$ всЪ, содержание [, и 
дополняемъ ихъ до квадрата недостающимъ членомъ, посл$ чего выражеше (2) перей- 


деть въ 








у ВЕ | ( не 
№ А ] Е р 
4(ь+ ть д) + (с—«)1+ ЕН — 2: й чу ет ; (8) 
ар а . 
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слЪдовательно, оно приметъ видъ 
Ай -- т - 4 - АЕ - А - АМ, (4) 


гдЪ А, А, А’, т, п, р — изв$етныя постоянныя. Для того, чтобы выражене (4) пе 
измЪнялось по знаку, очевидно, достаточнымъ условемъ будеть, если А, А’, А’ — однихь 
п тЪхъ же знаковъ; въ то же время это услов1е является и необходимымъ, такъ какт 
при произвольныхъ Л, К, [ можно привести кт, нулю два какихъ-угодно изъ трехъ иквадра- 
товъ, на которые умножены 4, А’, А”. не трогая третьяго, коэффищентъ котораго при- 
дастъ, слЪдовательно, свой Знакъ всей суммЪ, и если эти три коэффишента не одинаковы 
по знаку, то сумма можетъ, смотря по значенямъ й, &, [, принимать различные знаки. 


$ 483. Предыдущая теорля безъ труда распространяется на функци отъ какого-угодно 
числа перем$нныхъ. Общее услов1е для шахшиий’а и шшипаи’а заключается въ томъ, 
что вс производныя отъ функши, взатыя по каждой изъ перем$нныхъ, оть которыхъ 
она зависитъ, должны равняться нулю; кромхВ того, нужно, чтобы однородный многочленъ, 
состояший изъ членовъ второго порядка въ разложети приращев1я функши, сохранялъ бы 
свой знакъ, каковы бы ни были приращевн!я перем$нныхъ; это услов1е выразитея, какъ и 
въ случа трехъ перем нныхъ, въ томъ, что если представить вышеназванный многочлен 
подъ видомъ суммы квадратовъ, умноженныхъ на постоянные коэффищенты, то эти 
посл$ дне вс$ должны имЪть одинъ и тотъ же знакъ. Будеть тшахипиг, когда всЪ они 
отрицательны, и шиипиии, когда ве$ они положительны. Если они—различныхъ знаковъ, 
то н$тъь ни шахнраш’а, ни шит” а. 

Выражен!е, что вс производныя отъ функши обращаются въ нуль для значений 
перем$ нныхъ, соотвЪтетвующихъь тахпиат’у или пипаиигу, равносильно выражению, что 
полный дифферентщалъь отъ функши равенъ нулю. Это, очевидно, вытекаетъ изъ опре- 
дЪлен1я полнаго дифференшала, какъ суммы произведеюй производныхъ на произвольныя 
приращен1я, приписываемыя перем$ннымъ. Однако, въ н$которыхъ случаяхъ, вторая 
формулировка прилагается легче. 


Млхт:млдЩд и м!М1МА НЕЯВНЫХЪ ФУНКДТЙИ 


$8 484. Предыдущая теорля прилагается безъ изм$неюя къ неявнымъ функщямъ; 
въ самомъ дфлЪ, принимая во внимане, что алгебраическая дЪйствня преобразовываютъ 
ихъ ВЪ явныя функши, зключаемъ, что условя для тахипипга и иштпици’а выразятся 
въ такомъ случаЪ посредствомъ производныхъ, которыя всегда можно вычислить съ самаго 
начала по извЪстному методу дифференцирован1я неявныхъ функщй. Наибол$е выгодный 
при этомъ способъ составленйя общихъ усломшй для шахилапга и пипипип’а состоитъ въ 
_приравнивани нулю полнато дифференциала разсматриваемой функши. з 

Пусть дана функция $(х:, х,, %., ..., Яи.а) ОТ т -- п перемВнныхъ, между кото- 
рыми существуеть я соотношенш: Г, =0, Г, =0, ..., 1, =0. Общее уеловше для 
шахипии’а и шиишю”а есть 
4. о 


Ф 9 1 1: 1 
д 4, + д. ва, + да, +... + 


о 
} 


а 
Ч 





т.» = 0. (1) 
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Такъ какъ перем$иныя 2, х,, ..., 7. связаны ю уравненями, то ихъ дифференщалы 
удовлетворяютъ слБдующимъ и уравнешямъ первой степени: 











а. АГ, 

д да Ч... р @аны = 0, 

Ц 

ара + аа, +... аки, | 

ах ах | о 
пы" | (2) 

1... 7. ФГ аа 

ах, (2; те м а в Чт 4х тат — — 0. 


Если при помощи этихъ я уравнешй исключить изъ первой части уравневня (1) такое же 
число дифференщаловъ, напр., 4%,, 4х,,..., Ах, то вс оставипеся можно тогда разсмотрЪ$ть, 
какъ произвольные, и приравнять коэффишенты при нихъ нулю. Такимъ образомъ полу- 
чимъ 7% уравневий, которыя вмЪстЪ съ я данными уравнен1ями опред$лятъ значен1я т -— я 
неизв стныхъ, для которыхъ можетъ наступить шахипаш или шипит. 


$ 485. Для исключенмя дифференшаловъь @х,, 4х,,..., ах, можно сложить урав- 
неня (1) и (2), умноживъ предварительно послЗль1я на множителей )., ^,, .... *.. 
которые опредфлятся, когда приравняемъь нулю коэффищенты при этихъ дифференщалахъ: 
заВмъ должно, какъ сказано, приравнять нулю коэффишенты при остающихся диффе- 
ренщалахъ, такъ что вс коэффищенты, по разнымъ, правда, соображемямъ, являются 
равными нулю, и мы будемъ. имЪть 2 -- и соотношевй между я множителями и перво- 
начальными неизв$стными, при чемъ произвольный выборъ исключенныхъ дифференщаловь 
ни въ чемъ не нарушаетъь симметри формулъ. Полученныя такимъ образомъ урав- 
нен1я будутъ: 





р, 
ел А+», Е ее А — 0, 











42 А а | 14 Ел Ч 0 
ах, ея" Зет а ) 
АГ, 1 ОГ, 
) 1 р А м " Я _ —0. 
е ы Чит т 7 ах м я "а Ч лльь 
Въ нимъ нужно присоединить * данныхъ уравнешй Г, —=0, Г, =0, ..., Г, =0, и все 


число уравневй выйдетъ равнымъ числу неизв$стныхъ, къ которымъ нужно причислить 
множителей Х,, ^., ..., №. 


$ 486. Какъь приложеве теори значешй шахпоа неявныхь функщй, выд$лимъ 
изъ всзхъ многоугольниковъ, каме можно составить изъ данныхь сторонъ, многоугольникъ 
съ наибольшею площадью. 
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Пусть будуть ть, у, ..., Я неизвЪстныя координаты вершявъ мпого- 
угольника; его площадь, которую требуется едфлать наибольшею, выразитея через» 


= < (2, — а.)(у, Ру) Е > = 2), Рут... ВР с — ду, 9), (1) 


2 


1 | у. 
о [у (2: Е о [= 2:3) -- Уз(х. к < Рен у(Т,_ и — д) | (0) 


Данныя соотношеюмя между 2и перемЪнными 2, м.,..., д. 4, \,..-, 
слЪдуюпдя: 
: 4 
(41 в р. РА 2. + ( 11 ее у.) , 
— (2, = 1.) - (9. >тч у: , 


› 


н 
(3) 
=—— о ай в + = м. и 


Услове тахппит’а, 45 = 0, здесь будетъ 


Чи: (х — х.) —- ау(х, т 23) = ео = Яу(Т и > 2) Е 
т (т, г” т.) Е. Ут Ч %,) н- м: Е чаи > т) —0 ) (4) 


при чемъ входяпие сюда дифференщалы связаны между собою я уравнемями: 


(2, — х,)4х, — 2,) (у — у)4( 4, — у,) =0, 


(о — а, — в) + — ви, Фи =0, Е (5) 
| 


3 


(%„ я: Ки, — #) % ы > о г” ай = 0, 


при помощи которыхъ можно исключить изъ уравнения (4) дифференщалы 4х., 4х.,..., аж; 
такъ какъ каждый изъ нихъ входитъ только въ три изъ уравневшй (4) и (5), то ие 


трудно подобрать множителей для исключеня посредствомъ сложешя; получится 
уравнене вида 


Е.ау, - Кау, - ...-- Еду, = 0, (6) 
ГД 
В И ри 
ыы ычюйсв, 
А та 


® ® ъ 


Ш (у, + и тов 


2,— 
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ДалЪе, по общему правилу пришлось бы приравнять нулю каждый изъ коэффищевтовъ 


К, №, ..., К», но это было бы большою ошибкою. Д?Ъйствительно, я данныхъ 
уравневй между м, и, 4%, %,..., ,, \, не допускаютъ вполнф произвольныхъ 
у, У, --.; и, И дифференщалы ду, , 4у,, ..., @Ч» связаны между собою иЪкоторымъ 


пеобхолимымъ соотношешемь, такъ что уравненше (6), чтобы быть удовлетвореннымъ, 
пе требуетъ обращен1я въ нуль каждаго изъ своихъ коэффищентовъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
сели вывести изъ уравневй (3) значешя д, —^,, х, —1,, ..., 1, — 2, то ихьъ сумма 
должна быть нулемъ, и это условще даетъ соотношен1е между у9,, 9, ..., у». СоотвЪт- 
ственное соотношене между ау, 4у.,..., ду, получитея, если сложить разности 
Чл, — ах., ах, — ах.,..., ах, ах, выведенныя изъ уравнений (5). Полученное такимъ 


образомъ уравнен1е будетъ 


Н,ау, -- Ноду, | ... -- Ньау, = 0, (7) 
ГД 
Н, д 51 — 1% и У — У | 
И — 42 Фи 
НН. = т У 2. 9%, 
4 —— Ч Я — 42 


Н —_ ЖЖ _ ЖЗ 
= 
би — Я Фя—1^ Чт 


Такъ какъ уравнеше (6) должно имфть м$сто для всЪхъ значений 4иу,, @у,, ..., Ч, 
удовлетворяющихьъ уравнен1ю (7), то необходимо и достаточно, чтобы 





д к 8 
Н, Ва о 2 

Таковы необходимыя услошя, чтобы площадь многоугольника была наибольшею. Не 
трудно истолковать ихъ геометрически. ДЪйствительно, если мы скажемъ, что перцендику- 
ляры, возставленные изъ срединъ сторонъ (хи, у„)(ли, 9,), `(#, 9, )(х., ч,), (2ь, уз), чз) 
сходятся въ одной точкЪ, то получимъ отношене 


Е, _ В, 


ра 
—- о —5ы—ы——— 


Н, В,’ 


и легко видЪть, что непрерывный рядъ отношевй (8) выражаетъ, что вс перпендикуляры, 
возставленные изъ срединъ сторонъ, сходятся въ одной точкВ и что, слЗдовательно, 
многоугольникъ-—вписанный въ кругъ. 


$ 487. Какъ второе приложене, отыщемъ многоугольникъ съ наибольшею площадью 
среди всЪхъ многоугольниковъ одинаковаго периметра и съ даннымъ числомъ сторонъ. 
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Обозначая, какъ въ предыдущей задачЪ, координаты вершанъ терезь д, 9, 


1, 1. ..., Я», У», составляемхь для площади, которую ‘требуется сдЪлать панбольнею, 
выражеше 
‹ | | . 
8 = э [у: (2, =— м.) те уз(2 "+ 23) ты Уи. — 11) ) (1) 


и если еше положить 
Ч,“ —= (5 = 1, - (9 о 4} ) 
ое (9, — >, 


о 
м 


(2) 


> 


Я, — ( а и а (ув — у.) , 


Орк пира к, р пе о 


то даннымъ условнымъ уравнемемьъ между 2п координатами является только слБдующее: 
а а. +... + =Г, (3) 
Ча — аа, —-... - аа =0, (4) 


откуда выводимъ: 


т.-е., замВняя аа, аа, ..., аа» ихъ значещями, 


а 4. 


т (*„ м ди сы 2.) -- (Чл —. у, )а(у» дж Ч) 


я 


о— @ — 20), — 2) Е бу, — %) | аа) Е Уи) |, 


(5) 


Уравнене 45 — 0, выражающее услове для тахитат’а, будеть, какъ и въ преды- 
дущей задачЪ, 


0 — ау: (ти < 2) Е ду. (т; о 23) НЕ о: - духи 1 "= я.) — 
м _ ах, (Ул а у.) > ах.(ч, Иде Ч) к -- Ях(У» — 1 "Е и) г (6) 


Если уравнеше (5) написать подъ видомъ 
А. ах, -- А.ах. --...-- А„аж, - Вау, -- Бьау, ...- Б,ау», = 0, (7) 


то для того, чтобы уравненше (6) являлось слфдетвнемъ изъ него, очевидно нужно, чтобы 
коэффишенты при 2 дифференталахъь въ обоихь уравненяхъ были соотвЪтственно 
пропорщональны; такимъ образомъ, уравненями для шахипи”а служатъ: 


Е о а ами о 

Зо У У У У2-— У Ут У: 

Ве лрь В е ам оВы 

„—т та щщ вы (8) 
А. 5, — =, 


5 

> 
| 

я 
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Если о, есть уголь, составляемый съ осью Х стороною х,, и В, — уголъ между тою же 
осью и Дагональю, соединяющею точки (7,_,, У,_:), (2,а, У»..), То уравнене 


А; ЖИ. 


т 9 
Б, Ук — Уз 


по зам$н$ въ немъ 4, и В, ихъ значенями приметъ видъ 





па — па, ах с058, (10) 
с05а, — с08а„ эВ, › 
т.-е. 
бои ти 
2 + 2038, 
да 0. Е а, ЭВ,’ 
2 
или, наконель, 
& “ 
и В, ям. (11) 


ЕЕ 


Сл$довательно, направлене, опредфляемое угломъ В,, образуетъ равные углы со еторо- 
нами „И а; такъ какъ оно же представляеть направлеше основаюмя треугольника, 
стороны котораго @а„ и а,, то, значитъ, этотъ послфдей—равнобедренный, и мы им$емъ: 


@, — би, 


точно также выводимъ, что всЪ стороны равны. Разсматривая ихъ, какь данныя, видимъ, 
что наша задача входитъ въ предыдущую; отсюда заключаемъ, что многоугольникъ дол- 
женъ быть вписаннымъ въ кругъ и, сл$довательно, правильнымъ. Оставленныя нами въ 
сторонз уравненя, какъ легко показать, выражаютъ, что при равенств$ сторонъ углы 
также должны быть равны; но безполезно останавливаться на этихъ элементарныхъ 
выводахъ, не представляющихъ никакой трудности. 


РАЗЫСКАН1Е ВЫРАЖЕНТЯ, ДАННАГО ВИДА, КОТОРОЕ, ВЪ ИЗВВСТННХЪ ПРЕДЗ- 
ЛАХЪ, НАИМЕНВЕ УКЛОНЯЕТСЯ ОТЪ ДАННОЙ ФУНКЦГИ 


$ 488. Чебышевъ приложилъ теоршю значенй шахппа и шшипа къ рёшеню задачи, 
которая и сама по себЪ весьма интересна, и служитъ для зам$чательныхъ аналитическихъ 
преобразовавий. 

Дана функщя $(2); требуется представить ее приближенно посредствомъ выражен1я Р 
даннаго вида съ нЪкоторымъ числомъ параметровъ, которые нужно опред$лить' изъ условя, 
что наибольшее значене разности ‹(1) — Р въ данныхъ предфлахъ наименЪе уклоняется 
отъ НУЛЯ. 

Пусть —Ви --й будуть данные предЪлы, въ которыхъ берется перем нная х. 
Называемъ черезъ Г наибольшее значене, принимаемое, въ этихъ предЪлахъ, разностью 
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<(т) — Р, п предполагаемъ, что оно соотвЪтетвуеть х = д: очевидно чужно, чтобы 
х —= ©, обращало эту разность въ мшипиат, если только 2. не совиалаеть точно съ однимъ 
изъ двухъ пред$ловь —Ли 1. Если, поэтому, положить 


Ф(#) -— Р=.Е(1), (1) 
то д, должно удовлетворить уравнен1ю 
(я —№)Е (2) = 0, (2) 


также какъ и всЪ значеня х, при которыхъ ЕР(х) достигаетъ своего наибольшаго значении; 
—= Г. Эти значеюя, которыя мы назовемъ черезъь х,, х,,..., й,, являются общими 
р$5шен1ями двухъ уравнеюй 


Ех) = ПД %#— ВЕ =0. 
Обозначаемъ произвольные параметры, входяше въ Р, черезъ р., 2.,..., 2»; ихъ нужно 


опред$лить такимъ образомъ, чтобы Г было штипишт; мы сейчасъ докажемъ, что значенля 
этихъ параметровъ должны быть таковы, чтобы уравненая первой степени 


4Е(х,) аЕ(х,) аЕ (т) 
а жк ар, нА 3 — ар -. ЕВ А р а — Е (х,), 
аЕ(т,) аЕ(т,) АЕ(т.) 
А А - = Е (9), 
1 бр = В ар, -- ее ар» ( $) | (8) 
АЕ(х аЕ(х,) аЕ(х,) | . АЕ(х,) 
1 “ Л, + ==3 = 1... 
_ ар. ы _ Ч. № ар, 
были нееовмЪетны и не могли бы удовлетворяться никакою системою значений ),, Х,, ..., Л». 
ДЪйствительно, предположимъ, что задача рЗшена, что найдены тамя 1,, 1., ..., 0», 


при которыхъ функцая Е(х), равная —= Г для д =, =4,, .... д=х,, меньше Г 
для всякаго другого значеня х, взятаго между данными пред$лами, и что при всякомъ 
другомъ значен1и параметровъ она, напротивъ, можеть превосходить Г. Если возможно 
удовлетворить уравненлямъ (3), то не удовлетворяются предыдупая условя. Въ самомъ 
дЪлф, допустимъ, что Е(5) равна —- Г для х =, х=1.,.... =, И меньше Г, для 
всякаго другого значенля перемфнной. Мы утверждаемъ, что прежние параметры можно 
зам$нить такими, при которыхъ шахипит функши ЁЕ(х) будетъ меньше Г: для этого 
достаточно на место р,, р,,..., р, подставить соотвфтетвенно 1,—А1®, 12, — 5, ..., Юн Ли, 


ГД ® безконечно-мало и положительно. ДЪйствительно, безконечно-малое измЪнене Ё(х) 
есть 








__ @Е(@2) аЕ(х) __ @Е() 
аа оааыйх (Зав ТУ, 
ты» ар. ^^ 
и для =, Д=,,..., =, ОНО Приводится, въ силу уравнений (3) къ 


— Ехо; 
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такимь образомъ, его знакъ иротивоположенъ знаку функции и, сл$довательно, абсолютное 
значен1е послЗдней уменьшается. Функшя Ё(х), уменьшаясь, по абсолютной величин, 
ДлЯ х — хх. и для значенй, съ нимъ смежныхъ, является меньше Г,; кромЪ того, ясно, 
что такъ какъ измВнен1е ея безконечно-мало, то она остается также меньше Г, и для 


значенй л, разность которыхъ съ х,, х,,..., м, конечна; значитъ, для всякаго значевля х, 
взятаго въ пред$лахъ —йи 7, 2Е(х), поел измЪненя параметровь, меньше Г, и, 
слЪдовательно, приписанныя имъ первоначально значеня р,, р., ..., р» не тЪ, при кото- 


рыхъ наступаеть для функши наивозможно менышй тахипим. 
Итакъ доказано, что уравнен1я (3) должны быть несовмЪетны, если требуется 
удовлетворить предложеннымъ услов1ямъ. 


$ 489. Приложимъ предыдуция разсужден1я къ рьшевшю слздующей задачи: найти 
многочленъ я-ой степени вида, 


Ф(д) — 2-Е ря" рН... Ра Е Рь, 


который, въ данныхъ пред$лахь —йи Л, наименфе уклонялся бы отъ нуля, т.-е. 
такой, наибольшая разность котораго съ нулемъ имфла бы наивозможно меньшее значеве. 

Называемъ черезъ Г, наибольшее абсолютное значене этой функши при изм$нени х 
отъ —й до --й; значешя 2:, 1.,..., х, перем$нной х, которымъ соотвфтствуетъ К, 
удовлетворяютъ двумъ уравнетямъ 


Ф(1) — [Г = О, 
(х —№)Е'(т) =0. 


Число „ такихъ общихъ рфшевюй равно, по крайней мЪрЪ, д -- 1. Въ самомъ дфлЪ, мы 
вилфли, что уравнен1я 


АЕ(т,) | м АР) | 
ыы чан = в = (1), 
а) › вый ен 

а. Ре тм № +... № = Е), 
аЕ(т,) , ме } 4Е(х,) 

р, —— А —. . _ др, \„, = = Е (5 в) 


должны быть несовмстны. Шри зам$н® функши Е ея значешемъ эти уравнен1я примутъ 
ВИДЪ 


5” =: А "| (ее -Н- Аная, + № = Е(х,), 
АН же -Н... + №, + № = Е), 


№2, - №,“ *-|- ные Аи, - А„ —= Е(х,). 


(4) 


* пивраиньяе ЧЕРТЕ —`, — еЕЕВрчинииа а 
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Но многочленъ (2 — 1)-ой степени можетъ, при надлежащемъ выбор№ коэффищентовь, 
принять данныхъ значев, для данныхъ значений перемфнной, въ количеств, равномъ 
или меньшемъ 7; поэтому уравненя (4) совмЪстны, всямй разъ какъ и меньше м -- 1, 
и, слздовательно, для р$ёшен1я задачи нужно, чтобы и равнялось или превышало # -- 1. 


Общая рзшен1я для уравневцй 
Ех — 1—0, (2*— 1Р)Е'(2) =0 (5) 


необходимо являются двойными корнями уравнен1я 
(я — МЕ — М] =0; (6) 


дЪйствительно, обозначая черезъ х, одно изъ нихъ, видимъ, что х = х, обращаетъ въ 
нуль какъ первую часть уравнен1я (6), такъ и производную отъ нея 


2(2° — №) Е(х)Е’() + 2Е( — Г 


потому что въ силу уравневй (5) 
(г * _ р) Е“ (х,) = 0, 
Ех) — Г =0. 


Тавкъ какъ число корней, къ которымъ прилагается предыдущее замфчаше, равно, но 
крайней м$рЪ, л-- 1, то произведене 


(&— Е) — Г 


длится на п —- 1 множителей вида 
(% те в (5 “ео т. ...) (х Бы 2), (% Ре лат) ) 


имя же въ виду, что это прозведенйе равно (2и -- 2)-ой степени, заключаемъ, что оно 


равно н$которой постоянной, умноженной на произведене этихъ множителей, и мы 
имфемъ: 


(7—1) Е(2) — Г] = Ох — за — а)... — в. (7) 


Это уравнеше, очевидно, требуетъ, чтобы х = —йихл = -- й были оба въ числ корней 
2, 1., -.., би... Цо сокращени на соотв$тетвенныхъ множителей уравнеше (7) приметъ 
ВИДЪ 

Ех} — Г? = (г — № )о(х, (8) 
гдЪ 


(7х) = УС (х — 1.) — м)... .). 
Уравнеше (8) даетъ: 


[Е(х) — $) #— [Е а) «Фу # — №] = ТА, (9) 
откуда 


кв ет. 
(т) — < о о 
те Е(2) + ду#— № 
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ИЛИ 


узи Е 


У—щ———————————————м——_—_— 





до У" УЕ 


о 


Е(х) Е: | 
Такимъ образомъ, разность оу — Ия — й’ при возрастави х стремится къ нулю и 


1 1 
для весьма большихъ значешй х она будеть порядка оянт: кромЪ того, зная, что оба 





Ё(х) з ‚ Е 
члена дроби Е пфлые многочлены, одинъ 7-ой и другой (п — Т)-ой степени, за- 
о 
ключаемъ, что этого условя достаточно для опредфлешя ихъ обоихъ; въ самомъ дЪлФ, 
невозможно, чтобы дв$ различныя дроби 


Ех) Е) 
Ф(х) ° 02)’ 








знаменатели которыхъ— многочлены степеней фи й’,, им$ли бы, при безконечно-большомъ х, 


1 
безконечно-малую разность порядка выше порядка —. Если бы, поэтому, Ф(%) и (1) 
д, 


а 1 
были оба степени л» — 1, то разность двухъ дробей была бы, самое большее, порядка т; 
и, слфдовательно, являлось бы невозможнымъ, чтобы 0бЪ он имфли съ У — й раз- 


] 
ность того же порядка, какъ пет. 


Итакъ, задача сведена на нахождене дроби числитель которой былъ бы 


х 
(2) ° ВИ 
степени и, а знаменатель — степени я — 1, и разность которой съ/27—? была бы, при 


рва 1 
безконечно-большомъ значени х, безконечно-малою того же порядка, КаЕЪ зи. 
& 

Для рЬшеюя этой задачи нужно И — й` развернуть въ непрерывную дробь, и 
тогда та изъ подходящихъ, числитель которой — степени я, есть искомая дробь, един- 
ственная по только-что доказанному. 


Им$емъ: 
$ 
р —= ж — С : 
х И; 12 
слЪдовательно, 
Ут А] — т — — г, Фи @ | — В мо №. 
| х Их = 2% (И — № — 2). 
откуда 
лу |. й 
о ЩЕ ты У = 
Уз й т т т 
2х— == 2х — у 
2 + (У =) р 
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и, очевидно, повторяя то же самое преобразованае сколь-угодно большое число разъ, 
имвемъ: 











Ск 72 
Иг—#—х=— т 
2х ел аа 
. о 1’ 
р — 
2%—... р? 
2% -- ( И?—й— 2). 
Называемъ подходяпия непрерывной дроби 
же 7 
| 
Еее т 
2% — с 
о Й, 
2х — 
Е Ш В 
черезъ_ <, : в. в: д. : Такъ какъ каждая подходящая выводится, какъ известно, 
#1 2 п 


изъ. двухъь предыдущихъ, то, вообше, имфемъ: 


Ри _ 2-Й Ра 
ла 2х9 Он, 





+1 


Чи: ' 


д Ух —*, то подходяшая обратится въ оконченную дробъ, представляющую 
Уг —№, и мы будемъ имфть: 
| уз—в-В@е+У7 № ИР, 

09,(2 +Уг— №) —#№%,_, 


и сели, при вычиелени 





зам$нимъ 2х черезъ 2х -- (ИУ— № — 2), т.-е. черезъ 


Освобождаясь оть знаменателей и перенося одни члены въ одну чаеть, друге — въ 
другую, можемъ налисать: 


р, —9.У?—#=@—У#—№, .—%_.У2—®; 
отсюда, замЪняя посл$довательно я черезъ 2, 3, 4,... ‚ выводимъ: 

Р—9У—в=@в-Уг-№Р-9у7—№, 

Р— бу —#=(@— У? ЮФ %у2—Ъ, 


. + ® 


*- 


Е Ри — 9„У#—# = (х бе уг = ЮР, 1 <= Ч,—1 7 ">" й) ь 
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Перемножая по-членно эти уравнен!я, получаемъ: 


— у — — й =(#—уУй—№ —й)”"`'(Р— 9х ее — №). 


х 
А такъ какъ первая подходящая — равна —-, то окончательно имъемъ: 
1 


6, 
—0ух д? — —=(#—УР— —й). 


Измняя знакъ при/ 2? — ?, что очевидно возможно, потому что такое уравнене, какъ 
предыдущее, требуеть отдЪльнаго равенства какъ радональныхъ, такъ и иррацюналь- 
ныхъ членовъ обфихъ своихъ частей, будемъ имЪЗть: 


Р, + оу в=а-уг-— 1), 


и, слфдовательно, 


ыы _@-+у?— же, Е Ия — = 


ТРь Е(5) 
Дробь О, есть искомая дробь > 


Ух’ — 1? — порядка —„ при х безконечно-большомъ. Въ самомъ дфл%, мы нашли: 
5; 


числитель которой — степени и, а разноеть съ 





у Р/( + уя—№) —№Р,_.. 
9,(х - У? — №) — №0, 


слЪдовательно, 
Ё в Р.О» —1 о а —1 0) 


‘7 — Е о Шов 
ры Ч» 0 0„(х - Уг — №) — №О,_,| 


Знаменатель второй части, очевидно, сравнимъ съ 2”", чиеслитель же — постоянный, 


потому что уравненя 
Е — 22Р т Ре 


Ол. = 250, а О, —, 
Рь+1 ©, = Ра == (О, _,Рь т Вы ; 


даютъ: 


и такъ какь Р©, — Р.О, не зависить оть х, то это соотношен1е показываетъ, что анало- 
гичныя разности, КовИИ КЪ ен значенямъ я, также не зависятъ 





% 


для Р,„ значеюте представляетъ числитель Ё(х)\, т.-е. такой многочленъ, который, въ пре- 
дзлахъ —йи --й, наименЪе уклоняется отъ нуля, и рёшене предложенной задачи будетъ 


Е(х) = ое Уи у— №]. 
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Не трудно видЪть, что члены съ Их — й` взаимно уничтожаются въ общей сумм двухъ 
разложеши, и ЁР(х), какъ и требуетъ того задача, есть цЪзлый и рашональвый мвого- 
членъ степени з. Чтобы коэффишентъ члена съ х” равнялся единиц, нужно придать С 


` р ] 
значене—»-, посл чего окончательно имФемъ: 
и . 


‚ _@ У и-+ер-уи- №) 
Е (5) = иные >. асс 


Наибольшаго значеня въ пред$лахь —/ ин 1 для перем$нной функшя Ё(х) доети- 
94 
1 
гаетъ, какъ сказано выше, при х = —7й; отсюда выводимъ, что это значен!е равно 9—1, 
и, слЪдовательно, всяюмй другой многочленъ степени яз, первый членъ котораго есть =”, 


|9 2} 


} 
долженъ выходить изъ предфловЪ — и и -- оя=т› ВЪ которыхъ остается Ех). 


$ 490. Функщя 


Е(х) = УЕ е— УИ 


можеть быть выражена весьма просто: полагая 


д — йс05$ , 
приводимъ ее къ виду 





__ 1 (е08о У —1 515)" -- 7” (6055 У — 1 515)" _ 1"созио. 


Г ОН ВИИИВНЫЕ. м, 
(1) о” м 3 





х 
замфняя же теперь ‹ его значешемъ, а1'сс0$ —, имемъ: 
у 


д 
Рсоз( патгссо$ =) 


Такова цфлая и рацюональная функщя отъ 4, степени я, которая при измфненши х отъ — 
до --Й наименфе уклоняется отъ нуля. 


5 491. Чебышевъ приложилъ предыдупий результатъь къ теори интерполировавия. 
Пусть Ё(2) есть функщя, которую требуется. предетавить, для значенй нерем%нной, содер-. 
жащихся мекду —Йй и --й, посредствомъ многочлена вида 


А+ В+ ОР... На". (1) 


коэффишенты 4, В, С,..., Н опредЪляются, какъ изв%стно, изъ условя, что для я зна- 
ченй х,, х,,..., х, перемфнной 1, взятыхъ между —Ви --й, функшя равна много- 
члену. Выборъ значенй х,, х,,..., ж„ безразличенъ, и для большей простоты ихъ берутъ 
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обыкновенно на равномъ разстояни другъь отъ друга; но слфдующее разсуждене по- 
Кказываетъ, что выгоднЪе выбирать ихъ иналме. | 

Такъ какъ функщя /’(х) равва многочлену (1) для значений х,, х.,..., х» пере- 
МЪННОЙ 5, ТО, если положить | 


7) — А — В — 0"... — Нил = ре)... ив) (2) 


множитель Г будетъ, для всякаго значен1я х, равенъ одному изъ значешй, принимае- 
мыхъ я-ою производною отъ Ё(х) при измфнеши х отъ —й до ——й; въ самомъ дЪлЪ, 
допускаемъ, приписывая Р такое значене, при которомъ уравнене (2?) было бы точно 
для значешя х„-: перемБнной х, взятаго между —В и 1, уравнеше 


[() — А — Вх — Ола На—! = речах)... @—х») 0. 


1. 2.а...т 


Такъ какъ въ предфлахъ оть — й до | й предполагается п -— 1 корней, п ола В 
то первая производная отъ первой части обращается въ нуль п разъ въ тЪхъ же пре- 
ДБлахъ; вторая производная обращается въ нуль п —1 разъ, ..., и п-ая производная, 
по крайней м$рЪ, одинъ разъ. Сл$довательно, для нФкотораго значен1я х, взятаго 
между —й и —-й, имЪемъ: 


Г") — РЕ. 


Такимъ образомъ, Р, какъ мы сказали, есть одно изъ значенй, принимаемыхъ Ё”(т) 
при изм$неши х отъ —й до -- 1. 

_ Ошибку, допускаемую при замфнф функщи Е(х) многочленомъ (1), можно, по 
предыдущему, выразить черезъ 


Е"(а) 
Е (1—2,)(х—х.)... &—*,), 


ГгДВ « обозначаеть н$которую неизвфстную величину, изм6няющуюся вмЪетЪ съ х, 
но всегда содержащуюся между —№ и -- #4. 
Если, при весьма маломъ й, производная Г") имфетъ для х=0 конечное и 
“(а) 
аа 9% 
крайнихъ значен!й мало отличается отъ единицы; значить, должно, для получен1я наи- 
возможно лучшаго выраженя, выбирать значетя х,, х., ..., х» такъ, чтобы произведете 


опред$ленное значеше, то множитель измфняется мало, и отношеше его 


, (х—1)(х— 1.) ... &— 2) 
наименЪе уклонялось отъ нуля; поэтому беруть для х,, х.,..., х» корни уравнен1я 
(НУ =* — №)" (2 Ум — = 0. (3) 
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014 

Притомъ эти корни легко получать; если положить х =1с0$%, то уравнеше (3) при- 
метъ видъЪ 

СОЗ О, 

откуда 

(26 -- №. =. 


— 0$ —— 
е $21 р 


= 


сл5довательцо, значен!я 7,, х,,..., хь будуть 


2—1 _ 
97 1, 





е Зп 
йс0$->, 105-65 › ...) 150$ 


Они поддаются весьма изящному геометрическому истолкованио. ДЪйствительно, вы- 
дЪлимъ на оси 1-овъ отрфзокъ, которому отв$чаютъ разсматриваемыя значешя и 
концы котораго имфютъ абециссами —й и ——й; далБе, опишемъ на этомъ отрЪзкф, 
какъ на д1аметр$, полуокружность и раздфлимъ ее на 2п равныхъ частей; тогда 
проекши точекъ д®леня, взятыя черезъ одну, будуть имЪть абсциссами значення т, 
для которыхъ функшя равна такому многочлену степени п, который выражаеть ее 
наилучшимъ образомъ. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Изъ всфхъ многоугольниковъ, описанныхъ около выпуклой кривой, имфющ наименьшую 
пзощаль касается кривой срелинами вс$хъ своихь сторопъ. 

2. Опредфлить плоскости, проходяцая черезъ центръ эллипсонда и перес$калоция сего поверх- 
ность по кругу, подъ условнемъ, чтобы наибольшее разстояне центра до точки сЪчен1я было не- 
опред$леннымъ. 

3. Приложить тотЪ же методъ къ опредфлен!ю круговыхь сЗчешй поверхности 


(НУ? - 22) — а? а у? -{ с2=?. 


4. Изъ всЪхъ сферическихъ треугольниковъ съ одинаковою плогадью равностороннйй нифетъ 
наименьший периметръ. 
5. Испытать, будеть ли, для х =0, у=0, выражене 


а?) — Залзу -- 2%) — Зал?у? -- Эллу? -- луз 


имфть шахииатш или шото. 

6. Нормаль въ точк$ поверхности есть наименьшее или наибольшее разстоян!е одной изъ то- 
чекъ нормали до поверхности. Показать, что на каждой нормали существуютъ двЪ такихъ точки, 
что разстояне промежуточныхъ точекъ не будетъь ни шахппат, ни пайпат. 

7. Чтобы многочленъ 


Ад? -- Ву? + СР -- 2Руё -- 2652 - 2Нзху 


сохранялъь одинъ и тотъ же знакъ, каковы бы ни были значен!я, приписываемыя 5, у, 2, нужно, 
чтобы 


ВО Е*<0, СА 6?<0, АВ-Н*<0 


и чтобы, кромЪ того, выражетше 
АВС — АЕ? — БС? — СНЫ-- ЕСН 


было того же знака, что А, Ви 0. 
8. Предыдушия условя выпохлнятотся, когда выражешя 


ВС-- САРАВ- Е — ФН?» 
(А В+ О (АВС— АР? — В — СИ--ЗЕ6Н) 


06а положитсльны. 
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ТРЕТЬЯ КНИГА 


Геометрическ!я приложения 


ГЛАВА ПЕРВАЯ 


Кривизна плоскихъ линий 


ть 


Что ТАКОЕ КРИВИЗНА 


$ 492. Слово кривизна указываетъ на отклонен!е отъ прямолинейнаго вида. 
Когда лин1я не прямая и не составлена изъ прямыхъ, то она—кривая и въ каждой 
точЕ$ имбетъ кривизну, направленную къ одной изъ двухъ частей плоскости, раз- 
дъленныхъ касательною. Говорятъ, что кривая обращена къ этой части плоскости 
своею вогнутостью, къ другой же части — выпуклостью: опредлене рода кривизны 
будетъ первою нашею задачею. 

Относя точки плоскости къ двумъ прямоугольнымъ осямъ, замфчаемъ, что 
кривая будетъ обращена своею вогнутостью въ сторону положительныхъ У-овъ, если 
Въ смежности съ точкою касан1я ея ордината больше ординаты касательной; въ про- 
тивномъ случа кривая своею вогнутостью обращена въ сторону отрицательныхъ 
У-овъ. 

Пусть у=0(х) есть уравнене разсматриваемой кривой: такъ какъ х и у пред- 


ставляютъ координаты одной изъ ея точекъ, то координаты смежной точки будутъ 
хри 2(%х-- 1); имЪя же 


ое-Н®) = эф -ы®-- оха-), 


ГД $(12)-— йо (х) представляетъь ординату точки на касательной, а й? всегда поло- 
жительно, видимъ, что характеръ кривизны зависитъ отъ знака ©’(х-- 6#) или, проще, 
отъ знака х’(х), такъ какъ й очень мало. Когда ‹"(х) положительно, ордината кривой, 
въ смежности съ точкою касанля, больше ординаты касательной, и кривая своею 
 вогнутоетью обрашена въ сторону положительныхъ У-овъ. Когда х"(х) отрицательно, 
вогнутость обращена въ сторону отрицательныхъ У-овъ; въ частномъ случаЪ, когда 
"(2) равно нулю, разность <(х--й) —5(х) —15'(2), между ординатою кривой и орди- 
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натою касательной, изм$няетъ, вообще говоря, знакъ вмфстЪ съ й, касательная пере- 


сфкаетъ кривую, и кривизна м$няетъ характеръ въ разсматриваемой точкЪ$, являю- 
щейся точкою перегиба. 


ОПРЕДВЛЕН!Е КРИВИЗНЫ И РАДТУСА КРИВИЗНЫ 


$ 493. ЦПолною кривизною плоской дуги безъ перегиба называется уголъ между 
ея крайними касательными. Подъ этимъ нужно понимать сумму безконечно-малыхъ 
угловъ, на которые вращается послБдовательно касательная, когда ея точка касаня 
движется отъ одного конца къ другому, пробЪфгая всю дугу сполна. Если, напр., 
концы совпадаютъ и разсматриваемая дуга образуетъ замкнутую выпуклую кривую, 
то крайтя касательныя совпадаютъ, но полная кривизна равна четыремъ прямымъ, 
но не нулю. 

Средняя кривизна дуги есть отношен!е полной кривизны къ длинЪ дуги. Кри- 
визною кривой въ данной точкЪ является средняя кривизна безконечно-малой дуги 
этой кривой, отсчитанной отъ разсматриваемой точки. Она, сл$довательно, равна, углу 
между касательными въ концахъ безконечно-малой дуги, который мы называемъ 
узлом смежности, раздБленному на длину дуги. 

По этимъ опред$лемямъ кривизна дуги круга равна отношеню этой дуги къ 
радтусу, и средняя кривизна, не зависящая отъ длины дуги, равна обратной вели- 
чин радйуса; ел5довательно, тому же равна кривизна круга въ любой изъ его точектъ. 

Когда рамусъ круга измфняется отъ нуля до безконечности, кривизна измф- 
нлетея отъ безконечности до нуля; такимъ образомъ, она можетъ принимать всевоз- 
зожныя значен1я, и всегда существуетъ, для каждой точки кривой, такой круть, 
готорый имфетъ одинаковую съ нею кривизну въ разсматриваемой точкЪ. Радусъ 
этого круга называется радеусоме кривизны, а самый кругъ, помБщаемый такъ, чтобы 
онъ касался кривой въ данной точк$ и вогнутостью былъ бы обращенъ въ одну съ 
нею сторону, называется круюмз кривизны. 

$ 494. Центръ кривизны есть центръ круга кривизны. Онъ является точкою 
перес$чен1я двухъ безконечно-близкихъ нормалей. Для доказательства этого разсмо- 





0 
Черт. 36 


тримъ (черт. 36) безконечно-малую дугу ММ’ и пусть МО, ГО будуть нормали въ 
ея концахъ. Утолъ О равенъ, очевидно, углу смежности дуги МГ, и, слБдовательно, 


915 


, у 


ЛГ. 
раду съ ея кривизны есть предёлъ отношеня —— ть . Съ другой стороны, если изъ точки 


О, какъ изъ центра, описать радлусомъ ОМ дугу круга ИР, то 


М. 
ОМ ==. 
МР а ММ —безконечно-малыя перваго порядка: каждая пзъ этихъ дугь отличается 
отъ своей хорды на безконечно-малую третьяго порядка, разность же хордт, меньшая 
ИГР, будетъ, самое большее, второго порядка; значить, ЛР и МЛ могутъ замЪнять 
другъ друга и, слЪдовательно, предфлъь 041 равенъ радусу кривизны. 


ВЫРАЖЕНТЕ ДЛЯ РАДТУСА КРИВИЗНЫ 


8 495. Пусть у= 2(х) будетъ уравнеше кривой, отнесенное къ прямоугольнымъ 
координатамъ. Называя черезъ х уголъ между касательною и осью Х-овъ, имЪемъ: 


ау 


тапоа = Е , 


и, слБдовательно, 


© — агапс (=). 


Уголъ между двумя безконечно-близкими касательными, называемый угломъ смеж- 


ности, представляетъ разность угловъ, образуемыхъ ими съ осью Х-овъ; поэтому онъЪ 
выразится черезъ 


2 а 
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иг 113 вр: 


‚аз = дагоатв (1% ЕО НС. 


ах 
/ 


Кривизна кривой въ разсматриваемой точкЪ есть, по опредфленцо, отношеве угла 4 
къ соотвфтетвенной дугЪ 4$ а такъ какъ 


Г 
в=4 У 1--(), 
то, значить, кривизна равна 


Ру 
о 4 


39 
2 
|1 ( 47 й 
ражусъ же кривизны р, какъ величина, обратная кривизн%, равенъ 
— 
ау \21* 
ИЕ 


Фу 
4 


ЁрРУГЪ КРИВИЗНЫ ПЕРЕСЪКАЕТЪ КРИВУЮ 


$ 496. Въ $8 474-омъ мы доказали, что наибольшее и наименьшее разетояне точки 
до кривой оба нормальны къ кривой и затфмъ нашли, на данной нормали, точку, 
разстоян1е которой до кривой, отсчитанное по этой нормали, не представляетъ ни 
тахитит’а, ни тшитит’а, и, сл5довательно, такую, что касательный къ кривой 
крутъ, проведенный изъ нея, какъ изъ центра, съ одной стороны будетъь внфшнимъ, 
съ другой внутреннимъ, перес$кая кривую одновременно съ прикосновен1емъ. Раз- 
стояве такой точки до кривой представляетъ точно (8 474) радусъ кривизны, для 
котораго мы только-что отыскивали выражете, и, слдовательно, руз5 кривизны 
переськасть кривую. 

Не трудно объяснить а рот, почему кривая пересЁкается своимъ кругомъ 
кривизны. ДЪйствительно, кругь и кривая имфютъ одну и ту же кривизну въ ихъ 
общей точкЪ, но, начиная съ этой точки, кривизна круга постоянна, а для кривой 
измфняется. Поэтому отсюда обф ливи расходятся, и если кривизна кривой возра- 
стаетъ, то кривая удаляется отъ касательной быстр$е круга, для котораго, такимъ 
образомъ, она является внутреннею. Если же, наоборотъ, кривизна убываетъ, то 
кривая является внфшнею для круга. Но ясно, что отъ любой точки въ одну сто- 
рону кривизна возрастаетъ, а въ противоположную убываетъ. Значитъ, кривая будетъ 
для своего круга кривизны съ одной стороны внутреннею, а съ другой внфшнею. 
Исключеше представляютъ только т$ точки, гд$ для кривизны наступаетъ тахитиат 
или шипит; въ самомъ дЪлЪ, въ какую бы сторону въ такихъ случаяхъ ни прои- 
Зошло перемфщете, кривизна измфнитея въ одномъ и томъ же смыслЪ, и, слЪдо- 
пательно, кругъ кривизны явится для кривой внутреннимъ или внЪфшнимъ. Это, 
напр. имфетъ м$ето въ вершинахъ эллипса: въ концф малой оси кривизна — наи- 
меньшая и кругь кривизны—внфшейй къ кривой; въ концЪ большой оси, наоборотъ, 
кривизна — начбольшая и кругь кривизны — внутреный. Во всякой другой точк® 
кругъ кривизны перес$каетъ кривую. 


’РАЗЛИЧНЫЯ ВЫРАЖЕН1Я ДЛЯ РАДТУСА КРИВИЗНЫ 
$ 497. Въ найденной выше формулЪ для радуса кривизны абецисса х разсматри- 
валась, какъ независимая перем$нная. Чтобы быть свободнымъ отъ такого предполо- 
КТ 
жен1я, достаточно ($ 169) замфнить 112? Выраженемъ 


ау — ауа? т. 
4.53 


тогда, какова бы ни была независимая перем$нная, 


3 
__ (а - 4») . 
_ @х4?у — ауа*х` 


Эта формула удобна въ тфхъ случаяхъ, когда координаты хи у даны въ функши 
отъ третьей перемЗнной. | 
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$ 498. Когда независимая перемфнная есть сама дуга разсматриваемой кривой, 
то выражене для радуса кривизны можетъ быть преобразовано при помощи формуль 


42? —|- у? — 453, 
ат х —-- ауа?у = 0, 


изъ которыхъ вторая выводится изъ первой посредствомъ дифференцирован!я; въ 
$ 174-мъ мы подробно разесмотр$ли это преобразоване, приводящее къ замфчательной 


формул$ 
1 __ / 41% \?2 Фу ? 
20" = (т) ие | 


Эта формула поддается изящному геометрическому истолкованю и часто бываетъ 
полезна. Отъ данной точки М (черт. 37) откладываемъ на кривой и на касательной 








М 
М ’ 
Черт. 37 


дв$ безконечно-малыя длины ММ’, МТ, и пусть с обозначаеть ихъ общую длину. 
Координаты точки Л, если пренебречь безконечно-малыми третьяго порядка, будуть 


‚ ах 1 226 о 
Е 5 9 
4 2 5 

‚ ау 1 Фу 2. 


и — С — ——6 
т а э 45° 


координаты же точки ТГ строго равны 





(5 
К° 
ау 
ИЕ а 
сл5довательно, 
ДЖ!” 1 4 47 2 Гу 2 
ПО | (=) + (а) | 
и, значитъ, 
т (= (22) АСТ, 
(2? \а87? Г. 45? } 5 


откуда 
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$ 499. Первое найденное нами выражеше для рамуса кривизны приводитъ къ 
теорем, равносильной предыдущей но боле удобнаго вида въ н$5которыхъ случаяхъ. 
Если принять за ось х-овъ касательную въ точк$ и за ось у-овъ нормаль, то 
уравнене 





перейдетъ въ 





чи 


(9 
Такъ какъ у и - при х —=0 равны также нулю, то, называя черезъ А ординату, 
соотв5тствующую безконечно-малой абсцисс #1, и отбрасывая безконечно-малыя 
третьяго порядка, по теорем Маклорена находимъ: 


Фу. 


) 





р 


ПОЗ 





ы 


значить, 
1 12 
а * | и) 


ны 


Эта формула отличается отъ предыдущей тЪмъ, что разстояе Г.Т замфнено здЪеь 
ординатою Л. Но эти дв$ лини, направлен1я которыхъ образуютъ между собою без- 
конечно-малый уголъ, имфютъ въ предЪл отношене, равное единиц, и замЪна одной 
изъ нихъ другою не изм$нитъ предЪфла отношеня, въ которое онЪ входятъ. 
Уравнене (1) равносильно сл$дующей теоремЪ: 
Радлусъ кривизны, въ точкЪ 11 кривой (черт. 38), равенъ квадрату безконечно- 
малой длины Г, отечитанной по касательной отъ этой точки, раздфленному на 


М 


Черт. 38 


удвоенную длину РО, перпендикулярную къ /1/Р и заключенную между точкою Р 
и кривою. 

$ 500. Предыдущая теорема приводитъ къ аналитическому выраженю радуса 
кривизны, которое равносильно полученному нами раньше, но это новое выра- 
жене иногда удобнфе, такъ какъ не предполагаетъ уравнен1я кривой рфшеннымъ 
относительно одной изъ координатъ. Пусть $(х, у) =0 будеть уравнене кривой. 
Беремъ за оси координатъ касательную и нормаль въ точкф М, заданной координа- 
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022 


тами х и у, и пусть ни, будутъ безконечно-малыя координаты точки, смежной съ И; 
радусъ кривизны по предыдущему выразится черезъ 55} ДЛЯ опредБлешя его за- 
м$чаемъ, что если обозначить черезъ 0 уголъ касательной съ прежнею осью 2-овъ, 


Т.-е. уголъ, составляемый новыми осями съ прежними, то координаты точки, смежной 
СЪ 5,и, въ первой систем$ будуть 


т--нс0$0 — #5110, 
у изт0 -- 0с0$6, 
и, сл$довательно, 


о(2-- ис0$8 — г5тп0, у-- и5т0 -|- 0с0$8) = 0. (1) 


Такъ какъ новая ось х-овъ касательна къ кривой, то если разсматривать и, какъ 
безконечно-малую перваго порядка, то у будетъ безконечно-малая второго порядка; 
поэтому мы должны, развертывая первую часть уравнетя (1) по теоремЪ Тэйлора, 
сохранить члены второго порядка, такъ какъ и”, входящее множителемъ въ нЪкоторые 
изъ нихъ, сравнимо съ множителемъ $, входящимъ въ члены перваго порядка. Итакъ, 
уравнене (1) можетъ быть замфнено сл5дующимъ: 


0 = 22 (6056 — Уи Ее (ито 0030) 











+5 Е - > (#050 — 05116)? о 2 т а (ис038 — 05110) (1510 -—- 9с0$0) —- 
: о 
+9 т ) | (2) 
Коэффищенть при и равенъ нулю, потому что 
4$ 
ах 
рим р 
{ап> 0 — 4 
(у 


кромЪ того, члены съ 9? и съ и могутъ быть отброшены, какъ безконечно-малыя 
четвертаго и третьяго порядка, послЪ чего остается 


4х 4$ 1 (0 | 
—- (3 > 050 — =. Эт о) -- у Е 059 -|-2- тя д.10 с030 9 150) , (3) 
и, слфдовательно, 
4% ци _ 9 
ео в —— 6059 За; 3% | 
99 — (2 < о = 
оз 0529 2 —— `а2ау $11 06058 -|- ЗИ 70 


$ 4 
ах 


и} +# УЕ 





пишемъ окончательно: 


=> 


[8 ()[ 
№ \ 4%) Т \ау 
р Фо [| @® \? 4% @х @5 _; 4 [ @® $ ) (4) 





Чай цу) — Е т ау | а? \ ах. 
Эта формула представляетъ простое преобразован1е формулы, данной въ 8 495-мъ. 
Мы, однако, предпочли доказать ее непосредственно, чтобы обратить внимате на 
весьма полезную теорему. Помимо того, предылуций методъ выгоденъ въ случаяхъ 


[ 9 2 
особенныхъ точекъ, когда производныя а с обращаются въ нуль (8 463) и фор- 


мула (4) теряетъ всяклй емыслъ. 


Въ такихъ а снова обращаемся къ уравнению (1), зам5чая при этомъ, 


что ©(х, у) =0, 2 = = Че =0. Въ разложении первой части по теорем Тэйлора 


члены перваго порядка а ВЪ НУЛЬ, Такъ же какъ и члены съ 17, коэффи- 
щентъ при которомъ представляетъ точно то выражен!е, которое нужно приравнять 
нулю, чтобы получить (8 464) направлен1е касательной. Такимъ образомъ, членами 
наинизигаго порядка, по отношению къ которымъ остальные ее быть отброшены, 
будутъ здЖсь члены съ множителемъ их и съ множителемъ #3 ‚ Уравнене (1) можетъ 
быть тогда приведено къ виду 


Рио -- № =0. (5) 

Значитъ, выводимъ: 
ие ЗР : р 
==—‘0: (6) 


тд Ри © содержатъ извЪетный уголъ 9 и производныя второго и третьяго порядка 
первой части уравнения. 

$ 501. Разсмотр$5е явнаго выражен1я для Р приводитъ къ замЪчательному сл$д- 
ств!ю. Такъ какъ этотъ коэффищентъ служитъ множителемъ при 1х въ уравнении (5), то 
имЪемъ: 


Р=— 2? Е $0 то т (С03*8 — $1120) 2 ее 3116056; (7) 


отсюда легко заключить, что когда разсматриваемая особенная точка представляетъ 
точку возврата, то Р=0, и, слБдовательно, радусъ кривизны обращается въ нуль, 
а самая кривизна въ безконечность. Въ самомъ дфлЪ, уголъ 0 дается (8 464) урав- 


нен1емъ 
@ф 
(27? 











= 0: 


2 


Въ интересующемъ насъ случаЪ это уравнеше имфетъ два равныхъ корня, а это 
показываетъ, что производная отъ и его части по 60 равна нулю: 


2$ 


т 5166050 1 д 


0 — — 251106050; я я 1.7 (0520 — эп" 2 5110с036, 


т.-е. Р=0. 
43 * 
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Итакъ, кривизна кривой въ точкЪ возврата безконечно-велика. Исключене мо- 
жетъ представиться тогда, когда одновременно съ Р==0 также и ©@ =0; это бываетъ 
въ елучаЪ возврата второго рода. Провфрить это предоставляемъ читателю: трудностей 
никакихъ не представится, если обратиться къ формуламъ 8 465-го. 

$ 502. Припоминая, что сказано ($ 464) о разлиши особенныхъ точекъ, можно 
доказать болфе непосредственно, что въ точк$ возврата перваго рода ращмусъ крн- 
визны фравенъ нулю. ДЪйствительно, называя черезъ и уголь, составленный ка- 
сательною къ кривой съ осью х-овъ, и черезъ и, уголъ, составленный съ ‘того же 
осью ралусомъ-векторомъ, соединяющимъ разсматриваемую точку съ точкото пере- 
сЪчен1я кривой и круга, проведеннаго изъ этой точки, какъ изъ центра, ращусомъ Л, 
мы нашли, въ случаЪ возврата перваго рода, 


Асо5*и(апяи — {ап )? -- ЛГ В = 0, 


гдф Л, имфетъ конечное значене. Изъ этого уравненйя видно, что {апви — Фапои,, 
а сл5довательно, и и — и, того же порядка, какъ УВ, и уголъ между хордою и каса- 
тельною того же порядка, какъ корень квадратный изъ хорды. Разстояне касательной 


: 3 
до конца хорды равно произведеню А на зт(и —,) и, слБдовательно, порядка -5-; 


значить, оно безконечно-велико по отношеню къ аналогичному разстоянио въ кругЪ 
какого-угодно радтуса, которое будетъ второго порядка. Отешода вытекаетъ, что кривая, 
удаляясь отъ своей касательной безконечно быстрЪе круга, иметь безконечно-боль- 
шут кривизну. 


$ 503. Выражене радлуса кривизны кривой, отнесенной къ полярнымъ коорди- 


натамъ, выводится легко изъ формулы 
3 
_ _ (а - 9)? 


? — ‘ахау — дуба ' 





Вычиеляя Ах, ау, 4х, 4?у при помощи формулъ 


Хх —=1с0$0, 
9) —= "5110, 
имЪемъ: 
3 
3 ‘1? 
(47? 72492)? [( т "| 


Р — Заз — хата та" Пт} а 
2 (3% ати 
ПрРИлоОЖЕНИ!Е КЪ НЬКОТОРЫМЪ ПРИМЪРАМЪ 
$ 504. Радйусъ кривизны эллипса. — Пусть 
а? у? —- 6025? — 26? — 0 


будетъ уравнене эллипса; обозначая первую часть черезъ $(х, у), имФемъ: 








@® а 

фт — 2х, и ея 2а2у, 
4% от 4$ __ 4% оо 
д Зе 22 


925 


и найденная ($ 500) формула даетъ: 











3 3 3 
— (46? 40)” _ Фра) Фа 
( = 36244? -- 8425“? г а26? (ау? -- 625?) Ее ар . 


Называя черезь № отр$зокъ нормали, заключенный между кривою и осью 2-овъ, 
имЪемъ: 
22. — а)? -- 6*5° 
м — р ) 
и, слЪдовательно, 
М№3а? 
= 


2 


р : 
Называя черезъ р параметръ а) имЪемъ: 


№: 
=. р? ь 





Эта формула приложима къ гиперболЪ и вычисляется тЁмъ же путемъ, стоитъ только 
измВнить р? на —0*. Она приложима также и къ параболЪ. Въ самомъ дЪлВ, пусть 


пл 920=0 


будетъь уравнеше параболы. ИмЪемъ: 





(2 4х 

2 == ор, "ау 9, 
Фф д. ФФ __ Фо ыы 
О 2 о 


и, слфдовательно, 


3 
2 


Е (Чр’-- 4) Фр. 
8 р ФРь ль 


А такъ какъ поднормаль равна р, то ур’ равно квадрату нормали, и мы имфемъ: 


а №3 


Ре. 


Радлусъ кривизны циклоиды. — Уравнен1я циклоиды будутъ: 


х —= а(и — $тч), 
у = а(1— со$и). 


Наибол$е удобная формула для вычислен1я есть 


3 


(ах? -|- ду")? | 
Фу4х — ау’ 





о — 
Е 
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поел очевндныхъ упрощевй она даетъ: 


т 
о — — 4азт — 


1 


#4. 


г 


Нормаль, взятая между кривою и точкою касаюшя производящато круга съ основа- 
- * 1 ® е. 
немъ, равна Зазт-—-и; значить, радусъ кривизны циклоиды равенъ удвоенной 


нормали. 


Рад!усъ кривизны логариемической спирали. — Уравнен1е логариомической спирали 
есть 


Г 1) х 
№50” 


слЪдовательно, имЪемъ: 
у 7 


ее О к: 7777, | [3 
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=— 2222. 
1. ”, 


и выражен!е радуса кривизны будетъ ($8 503) 
ый 
о в ЕГРИП . 
: 2 — тт у ве 


сл$довательно, рамусъ кривизны пропорцоналенъ радлусу-вектору. 


ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ ОПРЕЯБЛЕНТЕ НБКОТОРЫХЪ РАДПУСОВЪ КРИВИЗНЫ 


$ 505. Геометр1я даетъ возможность во многихъ случаяхъ опред$лять радусъ 
кривизны кривой безъ помощи предыдущихъ формулъ. Для этого часто бываетъь 
выгодно обращаться къ теоремЪ, доказанной въ 8 494-омъ, и разсматривать центръ 
кривизны, какъ иерес$чене двухъ безконечно-близкихъ нормалей. Приведемъ нфсколько 
примфровъ на этоть методъ. 

Радлусъ кривизны эллипса.—Пусть Ли И’ будутъ два фокуса эллипса (черт. 39) 
и 4{—та точка кривой, для которой требуется опредФлить ращусъ кривизны. Нор- 


м, М 









О 
Черт. 39 


маль въ М есть ‘биссектриса угла ИМЕ’. Пусть М’ будетъ точка, безконечно-близкая 
къ М; нормаль въ М’ есть биссектриса угла ЁМ'Г; точка О, пересчене двухъ 
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нормалей, представляеть центръ кривизны, и мы им$емъ, называя черезъ р ражусъ 
кривизны и черезъ О уголъ между обЪфими нормалями, 


ИМ’ 
= ММ. (1 





Обозначая, для сокрашеня, черезь Ги Г’ углы чертежа, вершины которыхъ обо- 
значены этими буквами, вполнъ строю имЪемъ: 


Е- Е! 
о, (2) 
и, слЪдовательно, 
2ИМ' 
а УС (3) 
или, что одно и то же, 
1 Е г | 
6 ММ! у ИЛ! (3) 


Называя черезъ х уголь, составляемый нормалью МО съ радусами-векторами 
ГМ, ГМ и отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, очевидно имЪемъ: 


К 1 2 1 


== 
о 


ИМ'созо ЕМ’ ММ'зо о РЕМ? 





и, слБдовательно, 


ое РМТ Р/: 


—- [——ы— 





т 60/1 1 \ (5) 


или, обозначая оба радтуса-вектора черезъ 6 и 6’, имЪемъ: 


1 с0зо / 


—_ $ 


ие [ 
р а 


Такъ какъ сумма б и 6 равна большой оси За, то эта формула обращается въ 





+ >) ыы о) С05Ф. | (6) 
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>? и 


о 0003$ 
О 60’ 


(2) 


Выведенную формулу легко преобразовать въ другую, боле изящную. Называя черезъ 
2с разстояне между фокусами, имЪемъ: 


де" — 289 0590 = (8-8 — 288 (1 -- 0525), 


ИЛИ 
46° — 44а? — 460' 05%, 
откуда 
56, з—* ай — с? ©. 6? 
6089 —  с05ф ? 


гдЪ 6 обозначаетъ малую полуось; такимъ образомъ формула (7) принимаеть видъ 


1 2608$ 
ре > (8) 


р? 
наконець, называя черезъ р параметръ —-, имБемъ: 


р 
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Радлусъ кривизны циклоиды.— Пусть 4.45 (черт. 40) будеть циклонда; ЛГЛ) Л!’ |" 
два безконечно-близкихъ положеная производящаго круга для точекъ ЛЁГ и 4. Нор- 
5 


М 


О 
Черт. 40 
мали въ этихъ точкахъ будутъ (8 14) 1/1, МТ, и центръ кривизны есть точка () 


ихъ встр$чи. Называя черезъ р рамусъ кривизны и черезъ 0 уголъ между норма- 
лями, имфемъ, какъ и въ предыдущемъ случаз, 


‚ — 221 

} 0 : 
Но дуга ММ’ равна ($ 20) удвоенной дуг круга радуса 11, соотвфтетвенный цен- 
тральный уголъ для которой есть какъ разъ уголъ между крайними нормалями 
дуги АЛ. А такъ какъ отношене дуги круга къ ея углу равно радусу круга, то 
дуга ДГ, будучи двойною для дуги круга, раздфленная на тотъ же уголъ, дастъ 
удвоенное частное, и, слБдовательно, радусъ кривизны циклоиды равенъ удвоенной 

нормали /1/(. 

| $ 506. Радйусъ кривизны какой-угодно рулеты.—Раземотримъ кривую, описываемуто 
точкою, неподвижно связанною съ подвижною кривою, катящеюся безъ скольжен1я 
по данной неподвижной кривой. 


} 


М | 


М 

М \^. 

“\ 
В 

Г \ 
ее 0 \/ 0% 
1 
Черт. 41 


Нуеть АО’ (черт. 41) будетъ неподвижная кривая и ВОВ'—положене пох- 


’ 


С 
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вижной кривой въ то время, когла неподвижно связанная съ нею точка находится 
въ М. 

Для получемя на рулетф точки М’, безконечно-близкой къ М, мы должны 
двигать кривую ВОБ’, до тЪхъ поръ пока точка О,, безконечно-близкая къ 0, не 
перем$етится въ точку 0,, въ которой 00, =00,, и притомъ такъ, чтобы въ 
этой общей точкф об кривыя касались одна другой. Но движеше, которое для 
этого должна совершить подвижная кривая и въ которомъ участвуетъ точка Л, 
можно замфнить двумя другими, выполненными въ послФдовательномъ порядкЪ, а 
именно: перенесенемъ, при которомъ вс точки описываютъ прямыя, равныя и 
параллельныя О0,0., и вращетемъ вокругь точки 0,, при которомъ нормаль О.М, 
дфлается продолжен1емъ нормали О,№ и, слБдовательно, вращается на уголъ, 
равный углу между об5ими нормалями, т.-е. равный сумм ихъ наклонешй къ ОМ, 
аа =00, (==). Нусть МГ изображаеть прямую, равную и парал- 
лельную 0,0,, проведенную черезъ точку М, а [Л —дугу, описываемую изъ 0., 
какъ изъ центра, и соотв$тетвующую углу указаннаго вращен!я; М’ будетъ точкою 
на рулетЪ, смежною съ М. Касательная къ этой кривой есть предЪлъ напра- 
вленя 4, и какъ МГ представляетъь безконечно-малую второго порядка, те 
можно (8 13), подставляя вмЪето точки 1 точку [Г зам$нить МЛ черезъ 1М', 
безконечно-малую дугу круга, описаннаго изъ О,, какъ изъ центра, предфломъ для 
которой будеть касательная къ кругу, проведенному изъ центра О рамусомъ ОМ. 
Такимъ образомъ нормалью къ рулет является. МО. Такъ какъ это доказательство 
приложимо ко вс$мъ положевямъ точки Л/, то смежною нормалью будетъ ЛГО., а 
точка встрЗчи С этихъ двухъ прямыхъ явится центромъ кривизны; называя черезъ о 
радлусъ кривизны и черезъ С уголъ между двумя нормалями, пишемъ: 


мм! 
Ёв——^“_ 


С 


Вычисляемъ оба члена этой дроби, отбрасывая, на что имфемъ право, безконечно- 
малыя второго порядка. 
| 1 1 
ММ’ есть дуга, описанная изъ точки О,, съ угломъ, равнымъ 00, (+), 
т З 
и, слфдовательно, зам$няя ея радусъ радусомъ ОМ, отличающимся отъ перваго на 
безконечно-малую величину, имБемъ: 





МЫ = ОМ. (00, } (35 +). 
Изъ треугольника МСО. выводимъ: 
С = МО.М' — 0,МО. 
Но | 
МО, М =00, (3-1); 


1 
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называя же при этомъ черезъ ‹ уголъ, составляемый МО съ нормалью ОМ, и зам%- 
чая, что уголъ 0.0, подъ которымъ видно ОО, изъ точки Л[, равенъ 


00. С0$ Ф 
ОМ 
имБемъ окончательно: 


1 о 0 
СлЪдовательно, 
1 1 
_ мм _ ОМ(в +) 
ит 20 рН 
А А ОМ 


Въ случа, когда кривая производится точкою круга ращуса А, катящагося по 
кругу радуса Р,, имемъ: 


ОМ = 28, со$о, 


и формула даетъ: 


ОМ | — 
а, о о 
ки 1 т. 
7: т 


= 


Отсюда сл$дуетъ, что радлусъ кривизны пропорц1оналенъ нормали ОМ. 

Если радусъ неподвижнаго круга обращается въ безконечность, то самый кругь 
приводится къ прямой линш, а эпициклоида къ циклоидЪ; формула обращается 
тогда, въ 


р = 2ОМ.. 


что вполн$ согласуется съ полученнымъ выше (8 505) результатомъ. 


КрРиИВИЗНА ОРТОГОНАЛЬНЫХЪ ЛИНИЙ 


8 507. Когда общее уравнене ряда кривыхъ содержитъ перемфнный параметръ, 
то число кривыхъ, которыя онъ можетъ представить, безконечно-велико, какъ и число 
значенй, какя можно приписать параметру, и возможно, вообще говоря, опред®- 
лить этотъ послфдейЙ такъ, чтобы соотвЪтетвенная кривая проходила черезъ данную 
точку плоскости, которую ихъ совокупность покроетъ цфликомъ. Этому первому ряду, 
каковы бы ни были составляюппя его кривыя, всегда отв5чаетъ второй, состояший 
изъ линй, перееБкающихъ лин!и перваго ряда подъ прямымъ угломъ; эти вторыя 
лиши называютъ ортогональными траектор1ями первыхъ; так1я траектории всегда 
существуютъ, такъ какъ при прелположети, что кривыя первой системы проведены 
по плоскости и ее покрываютъ, всякая ортогональная траекторля представляетъ лин!ю, 
какъ елБдъ такого движетя перем$нной точки, при которомъ она въ каждый моментъ 
направлена нормально къ той изъ кривыхъ первой системы, на которой находится 
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Въ этотъ моментъ. Такъ какъ каждая изъ этихъ траекторй /опредфляется одною 
изъ своихъ точекъ, то ихъ общее уравнене содержитъ произвольный параметръ. 
Пусть 
2, (2, У) =, 
9 (т, у) = 9, 


будутъ уравненя двухъ системъ ортогональныхъ кривыхъ, при чемъ о, и а, будуть 
перемённые параметры, относительно которыхъ мы, ` предполагаемъ эти уравнен1я 
рфшенными: каждая точка плоскости можеть быть опредфлена значенями пара- 
метровъ а и &,, Которымъ соотвфтетвуютъ взаимно перес$каюпияся въ ней кривыя, 
и эти два параметра могутъ замфнять прямоугольныя координаты х и у. ПримЪняя 
эту систему и задавая двЪ безконечно-близюя точки параметрами %,, %,, 9 4%, 
а, -- @@,, замБчаемъ, что квадратъ ихъ разетоян1я есть вида 


45? — А да? А, 44.2, 
г ($ 126) { 


ты 
(а ' \ ау 
Ааа аа 
(8) + (%) 


Кривыя (черт. 42) АА, СС’, перес$каюпаяся въ первой изъ разематриваемыхъ 
точекъ, и кривыя ВБ’, ОГ’, пересБкаюцйяся во второй изъ нихъ, образуютъ прямо- 





Черт. 49 


угольникъ РФР. 0, для котораго 4 является дагональю. Стороны РР,, РФ пред- 
ставляютъ разстояня, соотвфтствующия изм5неню только одного изъ параметровъ; 


он выразятся: первая— черезъ 4« У А, и вторая—черезъ 4х. у А, . 
Для ‹избфжан!я радикаловъ положимъ 


= ] 
ИА, =-_, | 


ИА, = 


Г 





1 
НЫ" 
49* 


5532 


1 А ь 
разсматривая — и -_, какъ количества существенно положительныя. Такимъ обра- 
| 3 ы 


аа - 
зомъ, —* выражаетъ длину РР,, представляющуто разстояюе между двумя безконечно- 
11 


близкими кривыми, соотвфтствующими параметрамъ а, и а, | 4а,; мы ее обозначимъ 
черезъ 45,, потому что она отечитана по кривой, соотв$тетвующей параметру «,. 


о. ь 
Точно такъ же _ выражаетъ длину РР, представляющую. разстояве между двумя 


кривыми, соотв$тетвующими параметрамъ а, и а,  а“.; обозначимъ ее черезъ (5,. 

Функщи Л, и й, опредфляютъ законъ, по которому изм$няется разстояе между 
двумя безконечно-близкими кривыми; въ самомъ дфлЪ, если эти кривыя соотвЪ5тетвуютъ 
параметрамъ а, и а, -- 42,, то, въ какой бы точкЪ мы ни переходили отъ одной изъ 
нихъ къ другой, приращен1е 4, будетъ постояннымъ, и, слФдовательно, путь по 


. м 1 
нормальному направлению пропорцюналенъ —. 


1 


$ 508. Радусы кривизны двухъ кривыхъ въ точкЪ ихъ пересЖчен1я выра- 
жаются изящно при помощи функшй 1, й., и ихъ производныхъ. 

Въ самомъ дёлЪ, пусть (черт. 43) АА’, ВБ’ будуть дв безконечно-близкя 
лини, соотвЗтствующйя параметрамъ ая, а, - аа, и СС’ — лия второй системы, 





ге: 
Черт. 43 


соотв$тствующая параметру «,; требуется вычислить кривизну послЗдней въ точкЪ Р 
ея перес$чен1я съ кривою АА. Эта кривизна равна углу смежности, составляемому 
касательными въ точкахъ Ри ©, дфленному на длину 4$, дуги РО. По предыдущему 
имЪемъ: : 
| 4 

, о. == в. 
Если, поэтому, назовемъ черезъ = утолъ смежности, то рад1усъ кривизны р. выра- 
зитея формулою 

тж 

(2 Ча, ° 





Остается вычислить г.’ Но этотъ уголъ составленъ нормалями, соотвфтетвенно прове- 
денными въ Ри О къ кривымъ АЛ’и ВВ’, которыя обЪ пересфкаетъ РО поль 
прямымъ угломъ; пусть РГ будетъ первая изъ этихъ нормалей и [— точка, въ ко- 
торой она перес$каетъ кривую БВ’; разстояве @Г есть безконечно-малая второго по- 
рядка и потому, при вычислен!и угла =, можно замфнить нормаль въ © кривой В' 
° нормалью въ [, составляющей съ нею безконечно-малый утголъ второго порядка. Зна- 
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ЧИТъЪ, есть дополнен1е угла, подъ которымъ прямая РГ пересЖкаетъ кривую ВВ’, 
но мы знаемъ ($ 85), что если въ каждой точкЪ кривой возетавить нормаль и на 
этихъ нормаляхъ отложить постоянную длину [, то геометрическимъ мЪетомъ кон- 
цовъ будетъ кривая, параллельная данной, и пересБкающая всЪф нормали подъ пря- 
мымъ угломъ. Отсюда легко заключить, что если длина [, отложенная на каждой 
нормали, изм$няется при переход$ отъ одной точки къ другой, то элементъ 4 полу- 
ченной кривой, концы которой соотв$тетвуютъ длинамъ Ги [-—- 41, отложеннымъ на 
двухъ смежныхъ нормаляхъ, составитъ съ этими нормалями уголъ, косинусъ кото- 


(П е 
раго равенъ -_. Въ интересующемъ насъ случа$ двухъ безконечно-близкихъ кри- 


выхъ элементъ 4 можно замЪнить соотв$тственнымъ элементомъ 4, кривой АЛ’, 
‘отличающимся отъ перваго на безконечно-малую второго порядка, и, слБдовательно, 
безконечно-малый Уголъ =, который можно замфнить косинусомъ его дополненля, 


‚ : 
выразится черезъ =; [ представляетъ зд$сь разстоян!е Р]1, равное, какъ мы ска- 
21 


Ча ; : 
зали, Е а 4 есть приращене, соотв тствующее безконечно-малому изм$неню а,; 


поэтому имЪемъ: 
й. 


(%. — 4%, 9. Ра 





ха 


% + в 
Знаменатель 4$, частнаго 1<_ Соотвфтетвуетъ разетояню между двумя кривыми, нор- 
ме . : а 
мальными къ АА’, и параметрамъ а, и а, - 4а,; значить (8 126), 
8 __ 44, 
1 й. 
и, слфдовательно, | 


а цы (В) 





| о Е фах. } 
откуда заключаемъ: ь 
| а(1) 
а о Ы А, 
65 ыы до. о ый 2 Ча ь й да. 
такъ же находимъ: 
.. ча к): Ка 
ВИ о. 


$.509. Эти формулы придаютъ радёусу кривизны знакъ, который, какъ мы 
сейчаеъ увидимъ, связанъ съ родомъ кривизны. Разсмотримъ, напр., формулу 


1 
а (9. 
Пе 47. 
я р й. На 








й, ий,, опредбленныя своими квадратами (8 507), являются существенно положн- 
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/1 
1 о 1 
тельными; сл5довательно, знакъ — совпадаетъ со знакомъ ——-; такъ какъ —— про- 


62 Чо ' [1 
порщонально разстоянио между кривыми, соотв$тствующими значетямъ о, и а, -|- 4, 


го отсюда видно, что р. Положительно, когда, проб$гая по одной изъ нихъ въ напра- 
влеши увеличен1я а«,, мы удаляемся отъ другой, безконечно-близкой, кривой. Но двъ 
кривыя, нормальныя къ одной и той же третьей кривой, удаляются одна отъ другой, 
когда ихъ первые элементы расположены въ той части, къ которой третья кривая 
обращена своею выпуклостью. Такимъ образомъ, мы можемъ высказать слфдующее 
правило: 

Если разсматривать кривую, соотв$тствующую данному значен1ю «., какъ отдЪ- 
ляющую точки плоскости, для которыхъ а, меньше этого даннаго значетя, отъ 
точекъ, для которыхъ оно больше того же значен1я, то радусъ кривизны р., вычис- 
ляемый по выше найденной формул$, положителенъ, когда кривизна лини обращена, 
въ сторону первой части плоскости, и отрицателенъ въ противномъ случаф. 

$ 510. Формула 

а(.) 
й. 


— 1, я 


1 
05 


можетъ быть представлена подъ видомъ, который имфетъ изящное геометрическое 
истолковане. 


Пусть АА’, ВБ’ будуть (черт. 44) дв безконечно-близмя кривыя первой 





Черт. 44 


системы, соотв5тствуюция параметрамъ х,, «а, | 4х, и СС’, ДО'—дв% ортогональныя 
кривыя, соотвфтствующйя параметрамъ &,, а, |- 4а,. Ращусъ кривизны р, дуги РР, 
въ случаЪ, представленномъ на чертеж, и въ предположени, что 4х, положительно, 
имфетъ, по только-что сказанному, положительное значене. Имя же 


ТЕ да. \ . 
9 М ка в. (т) 2 


заключаемъ, что 
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При дифференцирован!и по а, величина аа принимается за постоянную; слФдова- 
тельно, предыдущее уравнене даетъ: 


4.) _ О.Р 








) 


4, ал, 
и, значить, 
1 в 00, — = 
в — РЙ 42. ‘ 
А такъ какъ 
__ Ч = 9% 
то окончательно 
1 _ 90, —РР. 
6 Ро.РР, 


Кривизна дуги РР, равна разности противоположныхъ сторонъ, раздфленной на пло- 
щадь прямоугольника. 


. 1 
Когда ливи второй системы—прямыя, — равно нулю, и мы, слфдовательно, 
02 


имфемъ 04, =РР,; въ самомъ дфлЪ, изв$стно, что кривыя, нормальныя къ однЪмъ 
и тёмъ же прямымъ ($ 85), отсфкаютъ на двухъ какихъ-угодно изъ нихъ, равныя 
ДЛИНЫ. йе 

$ 51. Выражен1я, найденныя для радусовъ кривизны, приводять къ замЪфча- 
тельной теоремЪ, касающейся закона изм$нен1я кривизнъ въ какой-угодно системЪ 
ортогональныхъ кривыхъ. 

Пусть, какъ въ предыдущемъ параграф, АА’, ВВ’, СС’, ОО’ будутъ (черт. 45) 
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четыре безконечно-близюя кривыя, образуюция безконечно-малый  прямоуголь- 
никъь РОР.@, и соотвфтетвующия значетямъ &а,, а, —- 4а,, а., а, | 4, двухъ пара- 
метровъ. —_ 

Пусть, кромЪ того, р, обозначаеть ражмусъ кривизны АА’ и р.— ражусъ кри- 
визны СС’ въ точкЪ Р; предполагая 4а, и 4х, положительными, видимъ, что на 
данномъ чертеж р, и р., по нашимъ соглашенлямъ, являются оба положительными. 
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Пусть РТ будетъ касательная къ АА’ въ точкЪ Р, а 0-— уголь, составлявмый 
ею съ осью положительныхъ Х-овъ; по нашимъ соглашешямъ имфемъ: 











1 РФ 2 аз, ° 
точно такъ же 
(А 
:- =! ть 
А такъ какъ 
42.4. — аз. аз, 
то 
5-71 
Ч (® -) а (==) Ей 
В а 
ИЛИ 


Я Е 4(;-) 1 а(;) 
ь “ы +, ы и _ 


| а. 
Умножая это уравнеше на 1.1. и принимая во внимане значення Е И р получаемъь: 
1 2 
4) 4(,) | 
с Я 
р я 


—-^ 2 = Е. +: +: 
ЗамЪчая, что т представляетъ безконечно-малую дугу РР,, а 1 — дугу РО, и обо- 


значая ихъ соотв$тетвенно черезъ 45, и 4, имфемъ окончательно: 
кт 
Р1 2/1, | 
43. 


ат О. 
Это уравнете открыто Ламэ (атб). 
Хотя предыдущее доказательство не оставляеть сомнфЙ относительно смысла 


5). 9 


частныхь —.^, —д.—^, всё-же не безполезно будетъ указать его явно. 
- Е 








Дьйствительно, эти частныя не являются производными и не могутъ, очевидно, 
ими быть, такъ какъ не суете перемённыхЪ 5,,5,, отъ которых р, ир, 
а(1 „| 


были бы фувкшями. Въ частномъ . а 
У 


въ точЕ @ надъ кривизною РР, въ точкЪ Р, а 4$, безконечно-малая дуга РО, 


числитель 4 (- есть избытокъ кривизны 09. 
2 





изм5ряющая разстояте между двумя кривыми; —% иметь нодобное же значене. 
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$ 512. Предыдущее уравнен1е весьма важно; поэтому мы дадимъ второе доказа- 
тельство, чисто теометрическое. 
Пусть, какъ и раньше, РОГ, @, обозначаетъ (черт. 46) безконечно-малый прямо- 





Черт. 46 


угольникъ, составленный кривыми двухъ системъ, соотв$тетвующихъ параметрамъ 
а, 9, —- 44%, “,, “, —- 4а,. Ведемъ черезъ каждую изъ точекъ Р, 9, Р,, ©, касательныя 
КЪ ных а въ нихъ сторонамъ и составляемъ такимъ образомъ 
восьмиугольникъ Р140'9,ГР,О, въ которомъ сумма восьми угловъ равна двфнадцати 
прямымъ угламъ, и такъ какъ углы въ точкахъ Р, 9, Р,, 9 — прямые, то сумма 
угловъ при вершинахъ /, О, Г, О’ равна восьми прямымъ; называя черезъ в, =, -[ 4, 
углы смежности дугъ РО, Р.О,, черезъ е,, г, -- 4=. углы смежности дугъ РР., 00, 
и обозначая углы восьмиугольника буквами ихъ вершинъ, имЪемъ: 


О=ж-+ ., И О —=я— в, — 4$,, Г = —е — (Е $ 


ол$довательно, уравнен!е 


ОО ТГ =4к 
равносильно уравнен!ю 
— 4=, — 4. = 0. (1) 


Первый изъ дифференщаловъ 4=,, 4=, относится къ приращеню 4, параметра а, и 
второй—къ приращенио 4, параметра «,. Им$емъ, очевидно, 


_ Р® 
61 
‚РР 


Ир ) 
05 


3 


< 
— 


5 


и, значитъ, уравнене (1) можетъ быть написано слфдующимъ образомъ: 


РО ЕЕ 
р я 4, —- 4) Ча. — 0, (2) 


1 1 
4 =) 4 -.) | 
] 1 4(Р ть а(РР. 
роб ито, «РР, ых а, ен : ) а, = (3) 


03 


038 











Но ($ 507) 
, . 5 5% Ча 
Е р? р = 8. =  } 
слфдовательно, 
/ 1 \ 
4(Р0) _ а (4) = Е (7. 
4 — Ч) т а 
1 
1 (,) 








отсюда заключаемъ (8 508): 





(29 11 





21 Ио. ао р: ’ 
а(РР,) рт 
_ аа. — ара. 05 
и уравнене (3) принимаетъ видъ: 
:( “(1) 
ааа, Л] | 1 Фа | ааа, СА) | 1 Чай | (4) 
1 Ч" Ч р Л _ а т: ра Ййь № 


Сокращая на множитель 42,4, и умножая на й№й., получаемъ: 


р г А, “(о 











г 2, (5) 
или окончательно. вслБдств! а [5 ыы — 4: 
те; ‚ велБдетые равенствъ —— = (5, Я 
1 й. 
4.) @(..) 
та а (6) 
48. 45, | 0" | р" 


8 513. Предыдущую формулу можно такъ преобразовать, что она будетъ содер- 
жать только функшя №, й, и параметры &«,, “,, отъ которыхъ эти функЩИ зависятъ. 
Въ самомъ дфлЪ, обращаясь къ уразненю 


о ы = 


| 
" д = 2 да. + Роз 





7 





1 1 < 
и зам$няя въ немъ — и т ихъ значенями, 
71 2 


Ч 








1 —— 
я — р. де. — ; 
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находимъ: 








“и, | “5, 1\ 
и 


$ ао 2 фа, 


или, по выполнети дифференцировавй, 


Е ы ма (в) а) па 
о НЫ, (Нд) ы\ ще Ре (ый, че) + 


Зы «(аы)) о, м „(Аы) + 


велфдстве же тождествъ 





пы, (8) _ 


бе 9 ", 


а ай, А ‚2% ИЯ к у. 


и Ча. Ча. Чо 


й.* 














наше уравнее, по сокращен!и на множитель 1/1,, приводится къ 


1 1 1 
2 [1 нЕ (1 
т (;.) ? |) ал а (1) ай» Ч (5) 


Е: есь Аа а до ах = 
т 5 № @7. 4 а ( а 4 = 0. (7) 











или, наконецъ, къ 


‚в 


ый 1 
8 514. Функщи Ир. 


смежными кривыми, принадлежащими къ одной и той же системЪ; такимъ образомъ, 
уравнен1е (8), связывающее эти функши и ихъ производныя, выражаетъ неявно 
законъ изм5неюя сторонъ безконечно-малыхъ прямоугольниковъ, на которые можеть 
быть разбита плоскость двумя системами ортогональныхъ лнний. Чтобы представить 


= ‚а, а) 


А = 4: 


"бы 


















= (8) 


даютъ законъ ($ 507) измВненя разетояня между двумя 


т = 
этотъ законъ явно, достаточно въ формул$ замЪнить ‚И, ИхъЪ выражеюями въ 
< 2 Й 


функщи отъ безконечно-малыхъ сторонъ этихъ прямоугольниковъ. Вообразимъ на 
плоскости рядъ ливй той и другой системы, соотв$тетвующихъ значенямъ %,, а, 
параметровъ и тфмъ значенямъ, которыя мы получимъ, приписывая первымъ рядъ 
безконечно-малыхъ приращенй, равныхъ 4, въ первой и @а, во второй систем$. 


50* 
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Назовемъ черезъ х и у стороны РФ, РГ, перваго прямоугольника (черт. 47) 
и согласимся выражать знакомъ @ изм$нене, соотв5тствующее приращенио (2, пара- 





Черт. 417 


метра а, , т.-е. перемщен!ю по лишямъ РР,, 9%,,..., и знакомъ д изм нене, которое, 
соотвфтствуя приращеню 4х, параметра о,, выражаетъ перемвщене по линямъ другой 
системы. ИмЪемъ ($ 507): 





д 
И Е) 

фа 
УЕ, 








|7 
] \ 
и за (92) а, аа,” Ч, 
а < боаыь и 
1 
м 
д Ф [а __ ы 
04 Не. [2 4, —= 4,4“, па = 


{Я 
== > (ах)а%, — аи. аа, —_\№/ 


да.? › 
а $ (;. 
62 — —-(о/)ая. — ЕЕ 
02у — д. (бу)4х, —= 4%, 44, да 


Подетавляя въ уравнене (8) вместо й,, №, и ихъ производныхъ значеня, выведенныя 
изъ послёднихъ формулъ, и опуская обиий знаменатель 4,4»., находимъ: 


Фх , 5 ау4х 56% __ 
Ес а. | 


дух -- у’20?у — х’ауах — у?вубх = 0. (9) 


Неремнныя а, а,, постоянными приращен1ями которыхъ опредфляется законъ раз- 
_ ившеня кривыхъ, образующихъ прямоугольники, произвольны. Значитъ, и самый законъ 
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этотъ также произволенъ: дЪйствительно, каковы бы ни были посл5довательныя при- 
ращеня, приписываемыя перем$нной, можно найти новую перем$нную, функцию 
отъ первой, соотвВтственныя приращевая которой были бы равны между собою. 
Такимъ образомъ, уравнен!е (9) выражаетъ общий законъ для сторонъ безконечно- 
малыхъ криволинейныхъ прямоугольниковъ, каюе можно ум$стить на плоскости. 
Если предположить, что четыре смежныхъ прямоугольника (черт. 48) составлены 





Черт. 48 


лишями, разм6щенными такъ, что Ро = 91, РР, =Р.Р,, то 6х п 4у будутъ по нулю, 
и уравнеше (9) приметъ видъ 


хх —- 90? == 0. (10) 


Если предположить это уравнене точнымъ при условии равенства между смежными 
сторонами четырехъ прямоугольниковъ, къ которымъ оно относится, то изъ него, 
какъ слфдетве, вытекаетъ то болЪе общее уравнен1е, изъ котораго оно было выве- 
дено само и которому такимъ образомъ оно является равносильнымъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
для доказательства допускаемъ, что это уравнене (10) удовлетворяется для четы- 
рехъ безконечно-близкихъ прямоугольниковъ (черт. 48) при услоыи ОФВ = РО = т, 
Р.Р, = Р,Р = у. Пусть при иномъ размфщени кривыхъ ФА =1--6х, РР, =у-| ау; 
тогда 42х и 0*у изм$нятся по значеню и не трудно вычислять изм$нен!е каждаго 
изъ нихъ. ДФйствительно, если Р.@, зам$нить линей той же системы, перес$кающей 
РР, на разстояни 4у отъ точки Р,, то вытекающее отсюда увеличеше для Р.О, есть 
какъ разъ то измнете, которому подвергается 4х; но замчая, что лия РО воз- 
растаетъ на ах, когда Р перемфщается въ Р,, пробфгая отр$зокъ, равный у, выводимъ, 


| аха 
что при перем5шени, равномъ 4у, она возрастетъ на т олфдовательно, новое 


: ат 
значене 4% равно прежнему, входящему въ уравнене (10), увеличенному на 4 


ахау 
У 


‚ и уравнене (10) при- 


и для преобразовав1я этого уравнемшя мы должны замЗнить 4х черезъ 4х — 


625у 


чу 
^, 


Такъ же увидимъ, что 6°у должно замфнить черезъ д*уЫ— 


метЪъ видЪ 


ы 056; 
га руби — ЗИ И 0, (11) 


т.-е. станетъ равносильнымъ уравнению (9). 
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Только-что изложенное нами замБчане можно было бы представить въ лизин- 
тическомъ вид$ и связать съ теорлею изм$нен1я независимой перем$нной. 

$ 515. Въ справедливости уравневня (9) можно легко убЪдиться въ томь случь%, 
когда лини одной изъ системъ—прямыя; лини другой системы будутъ тогда (черт. +9) 
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кривыя параллельныя, и дв$ какя-угодно изъ нихъ отеФкутъ на прямыхъ, которыя 
къ нимъ нормальны, равные отрЪ%зки. 


Разсматриваемъ въ этомъ случа три смежныхъ прямоугольника, стороны кото- 
рыхъ входятъ въ формулу. Будемъ имЪть: 


Р=х ЧЕ =х- 0х, 
РР, =У, 6у—0, 0—0, Р.Р, =У-Е 4, 
РР. =<— ах, Р.О, =х-—- 2ах -—- ах, 


и уравнене принимаетъ видъ 


) 


хх —х ажау Е 
У 
ИЛИ 


@х _ ау 
ау’ 


что, очевидно, точно, такъ какъ длина х пропоршональна разстоянио до точки 0, 
гдБ пересБкаются дв содержашля ее прямыя и, слБдовательно, ея приращетя про- 
порцональны измфненямъ этого разстоян1я. Такимъ образомъ, если перемфщеню у 
точки Р соотвфтствуетъ изм$нене 4х, то второму перемфщен1ю, равному у-- ау бу- 


| 2 дуиах 
детъ соотвтетвовать изм5неше 4х -—- ` ‚и мы имЪемъ: 





фл — 994". 
у 


Можно этому разсужденшю придать болфе аналитичесюяй видъ, исходя изъ уравнен!я 
(8), равносильнаго въ сущности тому, которымъ мы только-что пользовались. Такъ 
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какъ въ интересующемъ насъ случаЪ разстояще между двумя кривыми первой системы 


1 о аа 
постоянно, то —— не зависитъ отъ а,, и уравнене (8) приводится къ 


1 
=). 86 


т 98" : до фо 


РОЯ 


ИЛИ 





_ Ч, _ | (4) 
т. 


не зависить отъ а, и остается постояннымъ для даннаго значеня а. Чтобы пред- 


ставить этотъ результатъ геометрически, разсмотримъ дв$ смежныя прямыя, соотвЪт- 


: а 
ствующия параметрамъ %,, а, | ах,; =: есть длина, отложенная на одной изъ нихъ 
1 


и изм$ряющая разстояне между двумя кривыми, перес$кающими эту прямую подъ 
. д 

прямымъ угломъ. Разетояне между двумя прямыми въ разематриваемой точк$ есть 9 
4 


и, слБдовательно, пропорцонально ‚ сказать, что отношеше (4) постоянно, равно- 


В» 
сильно очевидно—точному выраженио, что приращен1е разстоян1я прямыхъ пропор- 
цонально перем5щеню, въ направлени ихъ длины, той точки, въ которой изм$- 
ряетея это разстоянте. 


ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫРАЖЕН!Е НЪКОТОРЫХЪ БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ ВЕЛИЧИНЪ 


$ 516. Изучене безконечно-малой дуги, взятой на кривой, было бы такъ же 
трудно, какъ и изучене конечной дуги, и разнообраз!е результатовъ, параллельное 
разнообразю частныхъ опред$левий разсматриваемыхъ кривыхъ, лишило бы насъ 
всякой возможности предвидфть общую теоршю, если бы при вычислении величинъ 
мы не имфли бы права пренебрегать нфкоторыми количествами. Наоборотъ, извЪ$етно, 
что при вычислен!и безконечно-малой величины можно, безъ всякаго неудобства, пре- 
небречь безконечно-малою частью ея значеная; сл$довательно, когда мы ищемъ выра- 
жеше для безконечно-малой перваго порядка, мы отбрасываемъ безконечно-малыя 
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второго порядка; при вычислеюши безконечно-малой второго порядка отбрасываемъ 
безконечно-малыя третьяго порядка, и т. д. Притомъ можно, при вычислении одной 
и той же величины, прибфгать посл$довательно къ этимъ различнымъ степенямт, 
приближеня. Въ самомъ дЪлЪ, вычисливъ приближенное значене, которое можетъ 
замБнить безконечно-малую величину нЪкоторато порядка и которое называютъ ея 
давною частью, мы можемъ предложить себЪф задачу — вычислить допущенную при 
этомъ ошибку; она будетъ, вообще говоря, второго порядка, и въ ея выражен мы 
откинемъ безконечно-малыя третьяго порядка; но, найдя ее, мы можемъ поискать 
'выраженя ошибки, допущенной при этомъ второмъ вычислети, и продолжать такъ 
неопредленно далеко, составляя посл$довательные члены безконечнаго разложевя, 
которое только одно и могло бы представить точно неизвестное количество. Это какъ 
разъ то, что мы уже видфли (8 277), развезтывая функшю по теорем$ Тэйлора. 

8 517. Разность между безконечно-малою дугою и ея хордою. — Разность между 
дугою и ея хордою есть безконечно-малая третьяго порядка; мы отыщемъ ея выра- 
жене, пренебрегая безконечно-малыми четвертаго порядка,и ли, что, очевидно, то же 
самое, составимъ первый членъ ея разложения въ рядъ по степенямъ дуги. 

Беремъ за оси координатъ касательную и нормаль въ одномъ изъ концовъ 
разсматриваемой дуги. Принимая длину $ дуги за независимую перем$нную, отъ 
которой координаты х и у являются двумя функщями, имемъ, при $ =0, 

1 4х 
ах [1% =0 (5). =1; 


, 


кром$ того, для всякой точки 


откуда, дифференцируя, выводимъ: 
Чл Фх , ау Фу 
Е Е 
45 45? ' 48 а? Мота 
(фз, (42; ар Фа | у @у | 
45 ) \ ав?) | | Я 


и если въ этихъ уравненяхъ, справедливыхъ при всякомъ значении 5$, положить $ = 0 
и принять во внимане предыдущя равенства, то найдемъ: 


фт 
(=), = о, 


(28 =— (ая) 
47] 





Вспоминаемъ наконецъ формулу 





1__ (4% \2 | [44 
= (аз) +) 


которая при $ ==0 является, въ силу предыдущихъ равенствь, въ слБдующемъ вид: 


ЗИ (8 
р — 482] о — \ 48° /о’ 
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эти уравнев1я даютъ возможность р$шить легко какъ предложенный вопросъ, такъ и 


много другихъ, аналогичныхъ ему. 
Теорема Маклорена даетъ: 


И $3 От р $3 
в=з--$ (92) уве СЕ о, 
а 52 Фу $33 Фу У $2 $3 у _ 
У (а)Н (а=) Е. = гв (48), --- 


откуда заключаемъ: 





2 И 9 ‚28а 5 
д у еее ыы о Не ге» 5 


здесь .не выписаны члены, содержапле множителемъ пятую степень $. Называя 
черезъ с хорду дуги $, можемъ это уравнее написать такъ: 


2 рые 
5 — С с п ь 
ИЛИ 
$1 
$ во '°' 


Сумму $5-—-с можемъ, очевидно, замнить черезъ 95 и тогда, наконецъ, для выраженя 
р: ) ) з 
главной части $ — с, имЪемъ: 


$3 

5—6 = ут. 

Мы видимъ, что ясно и ариом, что для одного и того же отр$зка дуги разность его 
съ хордою увеличивается вм$ст$ съ кривизною. 

5 518. Разность между угломъ, составляемымъ хордою съ касательною, и половиною 

угла смежности.—Принимая обозначен1я предыдущаго параграфа, замфчаемъ, что тан- 

генсъ угла, составляемато хордою дуги съ осью 5-овъ, касательною къ этой посл$дней 


4 
ВЪ ея КонцЪ, равенъ —. Уголъ смежности, составляемый съ тою же осью х-овъ 


1: 
касательною въ другомъ концф дуги, имфетъ своимъ тангенсомъ 2. Такъ какъ раз- 


ность двухъ безконечно-малыхъ угловъ можно замфнить разностью ихъ тангенсовъ, 
то искомая разность выразится черезъ 


ау у 
ПА 
Но 
$3 
а 
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и, значить, 





$ 5? [у 
ау _ + (22 
Е ТЫ ине 

ЕТ .. 


+. 
. 

_ +8 (48+ 

ы вт + к 


Для нашей цфли достаточно сохранить въ разложевяхъ члены, содержапие множи- 
телемъ $°; при этой степени приближеюмя можно знаменателей зам$нить единицами, 
и мы будемъ имЪть: 











ЕВЕ 5 (9%) 
ах Оо 2 453 () 1 
р бай и) |: 
гк +8 [3 (4). 


олБдовательно, 


Изъ уравнетя 








/ @т у. [ а? } ни 
\ (5? | 5? 5 о? 
ВЫВОДИМЪ: 
Е.П ЧР. 
43? 453 ' а 4 = в @$’ 


полагая $ —=0 и принимая во внимане написанныя выше уравнен1я, находимъ: 


(2%) ат [8 
453/09 ра \ 48/0. 


Такимъ образомъ имЪемъ: 


9 о (1) ас (©) 
ах НИ = бро? $ о. 
Такова главная часть разности между тангенсомъ угла смежности и удвоеннымъ 


тангенсомъ угла, составляемато хордою съ касательною. Тангенсы, очевидно, можно 
замфнить углами и, сл$довательно, задача рЪфшена. Когда кривая представляетъ 


. а 
кругь, радгусъ кривизны постояненъ, а. обращается въ нуль и самая разность при- 


водится къ нулю, какъ и надо было ожидать. 

/Такъ какъ уголъ смежности строго равенъ суммЪ угловъ, составляемыхъ хордою 
съ крайними касательными, то его избытокъ надъ какимъ-либо удвоеннымъ угломъ, 
входящимъ въ эту сумму, равенъ разности между обоими углами разсматриваемой 
суммы; значить, 

ев (2) 
бр? \@5 
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представить разность УГловВЪ, составляемыхъ хордою Дуги $ съ Касательными въ ея 
д 
концахъ. Когда. = положительно, уголъ смежности меньше удвоеннаго того изъ ДВУХЪ 


угловъ, который имфетъ вершину въ начал дуги, и который, слБдовательно, 
является наибольшимЪъ изъ двухъ. 


РАЗНОСТЬ КАСАТЕЛЬНЫХЪ, ПРОВЕДЕННЫХЪ ВЪ КОНЦАХЪ ДУГИ И 
ОКАНЧИВАЮЩИХСЯ ВЪ ТОЧЕК ИХЪ ВСТРЗЧИ 


$ 519. Пусть АТ и ВТ будуть касательныя (черт. 50) въ концахъ безконечео- 
малой дуги АВ, которую мы назовемъ черезъ $. Требуется вычислить разность 


Черт. 50 


АТ-— ВТ, которая, очевидно, является безконечно-малою второго порядка. Треуголь- 
никъ АБТ даеть: 
АТ _ 0 В 
ВТ зв 4? 
*З 1 | 
АТ ВТ _ зи В—чод _ 15 083 
вт — мА эт. и: 


Въ первой части этого уравненя можно, очевидно, замфнить знаменатель В’ черезъ 


] ] ® 

—_$, а во второй—множитель 0$ (А -- В) единицею, знаменатель зт.А сначала 
$ ‚ В—А 

черезъ 4, а зат$мъ половиною угла смежности >, и, наконець, зт —— черевъ 


> (В — 4); такимъ образомъ имЗемъ: 


2(АТ— БТ) _(В— 4) 
$ т $ } 


3* @ф 


— 


1% @$` 





А1— ВТ=5 (В А)=Ы— 


$ 520. Разность между двумя отрфзками, образуемыми нормалью на безконечно-малой 
хордЪ, перпендикулярной къ этой нормали. 

Пусть АБ будетъ (черт. 51) безконечно-малая дуга, и ОХ—та изъ ея каса- 
тельныхъ, которая параллельна хорд АВ. Принимаемъь прямую ОХ за ось Х-овъ, 
а перпендикуляръ ОУ за ось У-овъ; отсчитывая дугу $ отъ начала 0, видимъ, 

51* 
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что координаты х, у ея конца опредБлятся, какъ въ предыдущихъ параграфахъ, 
формулами 


5 33 / а \ 
рык — р 
ан (2) 





0 Хх 





№ 
Черт. 51 


Пуеть $, и $, обозначаютъ длины дугъь ОА и ОВ; формула (2) должна дать одно и 
то же значене для у при $—$,, $ = —$.. Поэтому пишемъ: 


ге (9) = —% (54) | 
26% 6 \@3 ее 26 6 483 о’ 


дБлая переносъ членовъ и дфля затЪмъ обБ части на $, --$., получаемъ: 





$8 — $1 _ $17 — $18. -- 80% и 
453 0 | 


2 ^ 6 453 
Такъ какъ разность $, —$,, по этой самой формулЪ, является безконечно-малою отно- 


сительно каждой изъ двухъ дугъ, то во второй части можно $,?— 5,5, $,” зам фнить 
черезъ $,°; слБдовательно, 


0 
Но мы нашли (8 518), что (=== (4) . значить, окончательно 
0 
ка. 81. (9%) 
5 я 3 0% 5$ 0 


Если ось У-овъ пересВкаеть хорду АВ въ точкЪ Г, то, отбрасывая безконечно-малыя 
третьяго порядка, имЪемь: 
0, в -ЕДЕ 

и, слфдовательно, 

812 [а 

в =—#), 

Таково выражене разности 41 — БТ, если пренебречь безконечно-малыми третьяго 
порядка. (. ._ 
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$ 521. Разстояне кривой до ея круга кривизны. — Относя кривую къ касательной 
и къ нормали въ одной изъ ея точекъ, принятой въ то же время за начало дугъ, 
мы нашли для координатъ точки ряды: 


к. 


Е 9 


ао” 5° (а Г 
ЕН. 


73 тб | 
ий такъ какъ (9) равно — (3е. (8 518), то оно обращается въ нуль, если раз- 
0 0 





сматриваемая кривая представляетъ кругъ; слБдовательно, относя какую-угодно кривую 
и ея кругъь кривизны къ ихъ общей касательной, будемъ имЪть: для кривой 


а 
Эр ба (48), + --- 





и для круга 
—-..., 


при чемъ не выписанные въ обфихъ строкахъ члены — порядка выше третьяго. Отсюда 
вытекаетъ, что разность ординатъ, соотв тствующихъ одному и тому же значен!ю $, 


$3 [4\. 
2 (2) ев 


— Эьь 





третьяго порядка и равна — 


д — $ — 





$3 
вт... 


кром$ того, показываетъ, что разность абсциссъ—не ниже четвертаго порядка и что, 
слЪдовательно, если пренебречь безконечно-малыми четвертаго порядка, то можно обЪ 
ординаты разсматривать, какъ отв5чаюция одной и той же абециесЪ. Формула 


1 
| а —-) 
___ 5 (22) = 8 (4) 
бро? \ 4$. 6 45$ о 
выражаетъ. такимъ образомъ разстояте конца дуги $ до круга кривизны, соотвЪт- 
ствующаго другому концу, при чемъ это разстояне отсчитано перпендикулярно къ 
общей касательной для кривой и для круга и, очевидно, можетъ быть замЪнено раз- 


стоян1емъ, отсчитаннымъ нормально къ кругу, которое отличается отъ перваго лишь 
на безконечно-малую часть любого изъ нихъ. 





ТЕОРЯ ЭВОЛЮТЪ 


8 522. Когда касательными одной кривой являются нормали другой, то первая 
изъ нихъ называется эволютою второй. По этому опредФленио данная кривая имфетъ 
всегда эволюту и притомъ только одну, которая представляетъ (8 104) геометрическое 
место перес$чеюй каждой нормали съ безконечно ей близкою нормалью и, сл$дова- 
тельно, геометрическое мЪсто центровъ кривизны данной кривой, которая по отно- 
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шеню къ своей эволютЪ носитъ назваве эвольвенты. Эволюта кривой даетъ вс 
радлусы кривизны послЗдней, такъ какъ каждый изъ нихъ, очевидно, равенъ отр%зку 
нормали, заключенному между точкою ся касашя къ эволют$ и данного кривою. Та- 
кимъ образомъ мы видимъ, какъ теорля эволютъ, созданная Гюйгенсомъ (Ниу=Веп$) 
независимо отъ разсмотр$вя рад1усовъ кривизны, тЪено, однако, связана съ предме- 
томъ этой главы и должна естественно найти здБеь свое м$5сто. 

Когда уравнеше кривой дано, то теорля огибающихъ даетъ возможность полу- 
чить уравнен!е эволюты. Въ самомъ дЪлЪ, пусть Ги и обозначаютъ координаты то- 
чекъ нормали, проведенной въ точкЪ$ кривой, им5ющей координатами хи у; имЪемъ: 


(@ 
в О-Рифю=0; (1) 


а: ° 
у и = являются здёсь данными функщями отъ л; чтобы получить огибающую 





прямыхъ, представляемыхъ этимъ уравненемъ, нужно исключить перем$нную х между 
уравнетемъ (1) и его производною, взятою по х, 





ду \?2 421 
+ (5) + 9—м ще =0; (2) 


такъ какъ у разсматривается въ уравнен1яхъ (1) и (2), какъ функшя отъ х, опре- 
дфляемая уравнен1емъ кривой, то алгебраическое дЪйстне, дающее уравнен!е эволюты, 
будетъ, очевидно, состоять въ исключеши хи у между уравневями (1) и (2) и урав- 

ИК Ру 


нен1емъ данной кривой, послЪ предварительной, конечно, зам ны Зе И д 





ихъ значе- 
ями ВЪ Хх И 19. 

$ 523. Назване эволотьз (развертываемиыхь), данное интересующимъ насъ кри- 
вымъ, напоминаетъ одно важное свойство, уже доказанное (8 22) и которое мы сей- 
часъ докажемъ снова, выводя его изъ предыдущихъ формулъ. 


Дуза эволюты равна разности радзусовь кривизны вз крайнихь точкахь соотвтт- 
ственной дум эволъвенты. 


ДЪйствительно, пусть 
(д— я) у— = (1) 


будетъ уравнене круга кривизны въ н$которой точк$ кривой. Дифференцируемъ это 
уравнене, принимая о, В, В за перемЪнныя, а хи у за координаты, также пере- 
мфнныя, точки касатя кривой съ кругомъ. Находимъ: 


(х— «(4х — 4) - (у— В (ау — 98) = ВаВ. (2) 


Дифференцируемъ теперь уравнене (1), принимая «, В, ДВ за постоянныя, при чемъ 
4х и Чу будутъ относиться къ безконечно-малому перем5щен1ю по кругу, принимае- 
мому за неподвижный; будемъ им$ть: 


(а --(и—В4=0. | (8) 


_ Сравневе уравневй (2) и (3) дастъ намъ доказательство высказанной теоремы, но 
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не безполезно будетъ остановиться на значени каждаго изъ нихъ, указавъ возможно 
точнЪ5е смыслъ, какой должно придавать входящимъ въ нихъ дифференцеламъ. Урав- 
нете (1) имБетъ м$сто для какой-угодно точки какого-угодно изъ соприкасающихся 
круговъ. Когда мы остаемся на одномъ и томъ же круг$, х и у являются перемн- 
ными, а о, В, А— постоянными; это мы предполагали при получен уравневя (3). На- 
оборотъ, х, у, а, В, В всБ—перемфнныя, когда переходимъ отъ одного круга къ 
другому, смежному съ нимъ; но въ этомъ второмъ случа мы имфемъ дв независи- 
мыхъ перем6нныхъ и отношен1я дифференщаловъь будуть опред$ленными только 
тогда, когда хи у мы подчинимъ новому условю — постоянно представлять собою 
точку касан1я круга и кривой. При этомъ второмъ предположени было выполнено 
дифференцироване, давшее намъ уравнене (2). Согласно этимъ объясневнямъ ах и ду 
являются дифференщалами координатъ точки касан1я кривой и соприкасающагося 
круга, перем щающейся, въ уравнении (2), по кривой и, въ уравнени (3), по кругу; 
въ обоихъ случаяхъ они представляють ($ 47) перем5щене по общей касательной 
и, слдовательно, равны. Сравненше уравневий (2) и (3) даетъ: 


—(#—)4а—(—в8)48 = ВаЕ, (4) 
ИЛИ 





ба РВ = — ЧЕ. (5) 
Такъ какъ В есть разстоян!е между двумя точками, координаты которыхъ соотвЪт- 
ственно 2, у, а, В, то отношеня >, в выразятъ косинусы угловъ, составляемыхъ 
съ осями лишею, соединяющею эти дв точки и представляющею собою нормаль къ 


данной кривой, а, слФдовательно, касательную къ эволют$. Если с обозначаетъ 
а (3 . 4 

дугу посл$дней кривой, то эти косинусы равны .-2› И уравневе (5) прини- 

маетъ видъ 


(2: а 
а. Г 3. =— @В, 


или, вслЪдетне равенства 4а* -- 48? —= ао*, 


45 = — АН, 
или, наконецъ, 
(В - с) = 0, 
откуда заключаемъ, что 
В — с — ПОСТ. 


Радусъ кривизны, сложенный съ дугою с, начало которой остается неопред$лен- 
нымъ, даетъ, такимъ образомъ, постоянную сумму; сл$Здовательно, дуга, взятая между 
двумя точками эволюты, равна разности радусовъ кривизны, соотв$тетвующихъ 
этим двумъ точкамъ. 

$ 524. Какая-угодно плоская кривая можетъ быть описана концомъ нити, навер- 
нутой на ея эволюту, если ее развертывать, укрфпивъ другой конецъ неподвижно. 
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Въ самомъ дёлЪ, пусть будетъ (черт. 59) кривая РР'Р"Р"' и ея эволюта 4.Г.1”Ё”: 
вообразимъ нить, неподвижнымъ концомъ укрфпленную въ А” и навернутуюо вначалЪ 


Р ИР 





Черт. 58 


на дугу 4А”А" А'А; изъ точки А она направлена по касательной къ эволют$ и окан- 
чивается въ Р на эвольвентЪ. Развертываемъ теперь эту нить, не изм$няя ея длины, 
такимъ образомъ, что, когда навернутая часть уменьшается, прямолинейная ея часть 
на, столько же увеличивается, такъ что сумма ихъ все время остается постоянною; 
замЪчая, что криволинейная часть равна дугЪ, которую мы обозначили черезъ с, 
заключаемъ, что прямолинейная часть будетъ постоянно равна радусу кривизны В 
и, слфдовательно, конець нити пробфжитъ кривую РР'Р", для которой АД'А” слу- 
ЖИТЪ ЭВОЛЮТОЮ. 

8 525. Этоть способъ чертить эвольвенту при помоши эволюты показываетъ 
ясно, почему соприкасающийся кругъь ПересЪкаетъ вообще кривую въ точк® прикос- 
новеря. 

Въ самомъ дфлЪ, обращаемся къ предыдущей фигур и разсматриваемъ три 


смежныхъ положеня нити, конецъ которой описываеть кривую РР’Р”; по самому 
опред$летю движетя нити имфемъ: 


АА’ АР=А’Р’, 


слфдовательно, А’Р’ длиннфе прямолинейнаго разстояня точки А’ до точки Ри эта 


послЪдняя входить, такимъ образомъ, внутрь круга, описаннаго изъ 4’, какъ изъ центра, 
радтусомъ А’Р’. Также имфемъ: 


44 АР — А"Р". 


Но А’Р” меньше суммы А’Р"-- А'А"; значить, А’Р" больше А’Р’ и точка Р” ока- 
жется вн круга, описаннаго изъ А, какъ изъ центра, радлусомъ А’Р’. Этотъ кругъ, 
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представляющий точно соприкасаюцийся кругъ кривой РР’Р” въ точкъ Г’, имЪетъ 
точку Р внутри, а точку Р” внЪ своей окружности, и, такимъ образомъ, перескаетъ 
очевидно эту кривую, что уже было показано раньше въ $ 496-мъ. 

8 526. Изъ предыдущей теоремы заключаемъ, что всякая кривая съ постоянною 
кривизною есть кругъ. ДЪйствительно, такъ какъ дуга эволюты равна разности раду- 
совъ кривизны, соотвётствующихь ея крайнимъ точкамъ, то она постоянно равна 
нулю, когда радлусъ кривизны постояненъ; слфдовательно, эволюта приводитея къ 
точк$, а отсюда ясно, что кривая представляетъ кругъ. 


ПримърРЫ я ВОЛЮтЬ 
8 527. Эволюта эллипга,—Пусть 
ау? | 625? — а26? 
будетъ уравненме эллипса; и Ъ него выводимъ: 


ау _ _ 05 ау __ 6: 


ах ``’ 4% 9’ 








координаты центра кривизны даются уравненями 
С 
в—®--(у—В о =0, 


а в 
++ (2-4 =о 


олБдовательно, 








_ (а (ау 0) х 
а? ) 

(ву + )у 
рые. 


1 — 
= 


Если, пользуясь уравненемъ эллипса, исключить у изъ перваго изъ этихъ уравнен!й 
и затЪмъ х изъ второго, то, полагая а” — 62 — с*, находимъ: 
ата у. 6-3 


Е И 


получая отсюда: х и у и подставляя ихъ въ уравнеше эллипса, окончательно имфемъ: 


2 2 4 


— азЗа3 — 63 
Эта кривая состоитъ изъ четырехъ вътвей, симметрично расположенныхъ относи- 


тельно осей координатъ, и имфетъ четыре точки возврата, которыми будуть точки 
ея вотрЪчи съ: осями. 


$ 528. Эволюта кривой, заданной уравнешемъ 


2 
3 


97 


э 
= 
$ 


1 


о 
дру ==. (1) 
52 


954 


Изъ этого уравненя выводимъ: 








ау у3 > 
мет (2) 
дз 
2: 
424 а3 
т == а | } (3) 
333 
— 
ди `\? а 
1+ (2) =“. (4) 
93 





м 1 23 
= -- ут Уж 328? (5) 
хз аз 23 
2 2 
В=У-- 32‘ у. (6) 
Отсюда легко заключаемъ: 
пк А 
ав = (49 9*) , (1) 
т. 
оВонУй —и); (8) 


значить, 


1 


22" = (а-- В) ° + @а—В)°, 
2" = (а--В)° —(@—В°. 


Исключеше х и у между этими уравнен1ями и даннымъ даетъ непосредственно: 


2 2 


—_ 


[@ ее ое (*— 5 + [с В 5 (9 5 =4а’, 


2 


(«-|- В)° (а —В)* = 24°. 


д 


Если измфнить оси координатъ, повернувъ ихъ на с 


вокругъь начала, то это урав- 
нене измЪнится въ 

2 
= (2а)° } 


2 


8 — В 


2 . 
3 
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гдф а«,В обозначаютъ координаты относительно новыхъ осей: видъ этого результата 
показываетъ ясно, что данная кривая подобна своей эволют и притомъ двойныхъ 
разм ровъ. 

Не трудно догадаться, что кривая, для которой мы только-что получили эво- 
люту, есть эпициклоида, производимая кругомъ, катящимся внутри другого круга 
четверного радуса, и мы увидимъ, что свойство быть подобнымъ своей эволютЪ 
принадлежитъ всмъ эпициклоидамъ. 

$ 529. Эволюта циклоиды. — Знан1е радуса кривизны циклоиды въ каждой изъ 
ея точекъ даетъ вояможность опред$лить легко ея эволюту. 

Пусть 4МА’ будетъ (черт. 53) циклоида, М— одна изъ ея точекъ и 1—соотвЪт- 





Черт. 53 


ственное положене производящаго круга. Такъ какъ радусъ кривизны вдвое (8 504) 
болфе МТ, то, если подъ АА описать кругъ, равный производящему и касаю- 
щйся АА’ въ точкЪ Г, пересчене М’ этого круга съ продолженшемъ М7 предста- 
витъ центръ кривизны, и геометрическимъ м$стомъ точекъ М’ будетъ эволюта. Пусть 5' 
обозначаетъ центръ, соотв$тствующий вершинз © и, очевидно, расположенный на 
прямой В.В’, параллельной А.А’ и касательной къ кругу /Г'. Не трудно видфть, что 
этоть кругь, катясь по ВВ’, дастъ точно эволюту 5'М'А, если описывающая ее 
точка вначалЪ находится въ 5’. ДЪйствительно, называя черезъ В проекшю точки А 
на ВВ’, имЪемъ: 
В5' = АС= ГМ 
БГ = А1—= агс [М = агс 7; 

слфдовательно, 


Г5' = ГМТ— ПГ = Гл, 


а это показываетъ, что описывающая эволюту точка, находясь вначалЪ въ 5’, пере- 
мЪстится велфдетще движен1я катящагося круга въ М’, когда этотъ послфдый кос- 
нется прямой въ Г. 

Не трудно дать аналитическое опредфлене эволюты, исходя изъ уравненя 
циклоиды, и мы не станемъ на этомъ останавливаться; укажемъ лишь изящный 
сепособъ достичь этого при помоши особенной системы координатъ, вводимой съ 
большою пользою при р$ёшеши н$которыхъ задачъ. 

$ 530. Кривая, въ этой систем$, характеризуется соотношешемъ, связывающимъ 
радусъ кривизны съ угломъ между нормалью и н$фкоторымъ неподвижнымъ направ- 


52* 
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ленемъ. Переходъ отъ такихъ уравнеый къ обычнымъ потребоваль бы рЪшеншя 
задачи изъ интегральнаго инесчисленя, чего мы не можемъ сдфлать здЪсь. Покажем 
лишь непосредственно, что кривая опредЪлена, если изв$стенъ, для каждаго направ- 
леня нормали, соотвфтетвенный ращусъ кривизны. Въ самомъ дфлЪ, если остано- 
ВИТЬ свое внимаше на дуг$, заключенной между двумя нормалями данныхъ направ- 
лен1й, тосдля каждаго промежуточнаго направлевая мы будемъ знать длину соот- 
вЪтственной дуги эволюты, для опред$ления которой нужно будетъ рфшить слБдую- 
щую задачу: изогнуть нить извфстной длины такъ, чтобы направлен1е каждаго эле- 
мента было назначено заранЪе. Рёшете, очевидно, единственное, если выбрано начало, 
и кривыя, отнесенныя къ различнымъ началамъ, наложимы одна на другую. Когда же 
опред$лена эволюта, то равнымъ образомъ опред$лена и первообразная кривая, такъ 
какъ зная радтусъ кривизны въ каждой точкЪ, мы будемъ знать и ту длину, какую 
нужно отложить на каждой касательной къ эволютЪ, чтобы имфть соотв$тетвенную 
точку эвольвенты. 

Называя черезъ ох уголъ, составляемый нормалью къ циклоидВ съ основашемъ, 
и черезъ а рамусъ производящаго круга, имфемъ для рамуса кривизны выражене 


р —= 4аС0$%; 


угломъ смежности эволюты является 42; 4р-—соотвЪ$тственная безконечно-малая дуга; 
такимъ образомъ, ралусъ кривизны р этой посл$дней будетъ 


4 

—— == 4451 о. 

о 

Кром$ тото, называя черезъ © уголъ, составляемый нормалью къ эволют$ съ тою же 
самою осью, им$емъ: 


Е 
и Об 


и, слЪдовательно, 


р —=4ас0$%. 


Отсюда видно, что эволюта имЪетъ то же уравнете, что и циклоида и, значить, 
равна ей. 

$ 531. Приложимъ тотъ же методъ къ эпициклоидЪ. По найденному урав- 
нен!ю (8 506) для радуса кривизны эпициклоиды безъ труда замфчаемъ, что, называя 
черезъ х уголъ, составляемый нормалью съ радусомъ неподвижнаго круга, направ- 
леннымъ къ началу эпициклоиды, им$емъ: 


р = аят то; 


такъ какъ а и т—постоянныя, ‘то отсюда заключаемъ, что ращусъ. р’. эволюты, 


„авный всегда д. ость 


г >. 


р’ = тасозт; 
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называя же черезъ ©’ утголъ, составляемый съ тою же осью нормалью къ эволют», 
имфемъ: 
/ п фу" 
р —=74с0$т (= — о | 
или, полагая 


рт , © 
77% |5 — 9 | — 5 — 7%? ; 


т — 1 





что приводитъ къ вращен1ю оси на уголь ‚ пишемъ: 


ь5| Э 


о — паз, . 


Чтобы вывести это уравнеше изъ даннаго, достаточно умножить на постоянный мно- 
житель выражен!е рад1уса кривизны, а это какъ разъ то, что пришлось бы 'сдфлать 
для получеюшя уравнен1я кривой, подобной данной. Такимъ образомъ, эволюта эпи- 


циклоиды— подобная эпициклоида, отношене подобй]я равно т и уголъ между подоб- 
ттт 
=. 


= 





ными лишями въ обфихъ фигурахъ есть 
$ 532. Эволюта логариемической спирали.—Уравнене логариомической спирали въ 
полярныхъ координатахъ есть 


г — асе" 


Раллусъ кривизны выражается формулою ($ 504) 
о = ае ИТ -- и?; 


отсюда, какъ не трудно замБтить, слЪБдуетъ, что центръ кривизны находится на, 
перпендикуляр%, возставленномъ въ полюсф къ радусу-вектору. Поэтому, обозначая 
черезъ г’и 6’ координаты центра кривизны, имЪемъ: 


пися п). 


г Ир? — 7? = тае"”; 


|| 


слБдовательно, 
п (9' — — 


2 
г — тае 
Если повернуть полярную ось на уголъ о, то, называя черезъ 6" уголъ, составляемый 


рад1усомъ-векторомъ съ новою полярною осью, имфемъ: 


т (о” -- я — - 
7“ —пае $ 


и если положить. 


С: < : 
"(а——)- 
2 


те ==, 
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то это уравнен1е приводится къ уравнению 


77 
-' — ае"9 


тождественному съ уравнешемъ данной кривой. Такимъ образомъ, эволюта логарио- 
мической спирали наложима, подобно эволютЪ циклоиды, на самую кривую. 


Соприкосновеня различныхъ порядковъ 
ОПРЕДВЛЕН1Е ПОРЯДКА КАСАНТЯ 
$ 533. Пуеть дв кривыя представлены уравневшями вида 
у= (<), 
у=4(т); 


если он имфютъ общую точку, соотв тетвующую абецисс$ а, то ординаты при х—=а 
будутъ равны, и мы имфемъ: 


Ф(а) = (а). 


Для точки, смежной съ общею и имфющей абсциссою а-—й, ординаты различны; 


ихъ разность $(а--1) —%(а-—-1) предетавляетъ расхождете обфихъ кривыхъ; по 
теорем же Тэйлора имЪемъ: 


п—1 п 





} й? и й я*— р 7% 
хат) = (а) 19 (@)--т59 (а)... я Ну. Роз @ 8, 
1—1 % 
! 1? и } = ] * . 
(аи =уа-ы@-5"@®-... ВИ а) (а) 


слфдовательно, принимая во внимане равенство (а) = (а), пишемъ: 
: ! / й? т Н 
(а --®) —а--=иза— ат "@— +"... 


Когда © (а) —%(а) отлично отъ нуля, разность ординатъ того же порядка, что и й, 
т.-е. безконечно-малая перваго порядка. Если $ (а)—%’(4) равно нулю, то разность 
ординатъ безконечно-малая второго порядка. Вообще, если при х=а первыхъ р 
производныхъ функши о равны соотв$тетвеннымъ производнымъ функши $, разность 


$(а-—- #) —%(а-—-№) будетъ содержать множителемъ Ри будетъь безконечно-малою 
(р 1)-го порядка. Тогда говорятъ, что дв$ кривыя имфютъ соприкосновене по- 
рядка р. | 

Такъ какъ касательная опредфляется производною отъ ординаты и ращусъ 
кривизны—двумя первыми производными, То видимъ, что дв$ кривыя имфютъ сопри- 
косновеше перваго порядка, когда у нихъ общая касательная, и соприкосновене вто- 
рого порядка, когда онф въ то же время имфютъ и общий радусъ кривизны. 
$ 534. Порядокъ соприкосновен1я двухъ кривыхъ не зависитъ оть направлен!я 
координатныхъ осей, лишь бы только ось у-овъ не была параллельна общей каса- 
тельной обфихъ кривыхъ. 
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Въ самомъ дфлЪ, пусть 1/5, М5’ будутъ двф кривыя, отнесенныя къ осямъ ОХ, ОУ 
(черт 54) и имвющия въ М соприкосновее порядка, р. ДалЪфе, пусть МК обозна- 


№ 






К” хе 
Черт. 54 


чаетъ ординату точки М; если провести параллель оси’ У-овъ черезъ точку К', располо- 
женную на безконечно-маломъ разстояви отъ точки К, то отр$зокъ ММ’ этой парал- 
лели, содержащийся между двумя кривыми, является безконечно-малою того же порядка, 


что ий. Такъ какъ касательныя къ разсматриваемымъ кривымъ предполагаются не 
параллельными оси У-овъ, то й—того же порядка, что и каждая изъ дугь ММ, ММ№', 
и, значитъ, наше опред5лете порядка, соприкосноветя равносильно слфдующему выра- 
жен1ю: дв$ кривыя имфють въ точк$ М соприкосновене порядка 0, если, беря на 


одной изъ нихъ отъ точки М дугу длиною с, Получаемъ разстояве конца этой дуги 


р--1 
до другой кривой, отсчитанное по параллели оси У-овъ, того же порядка, что ис . 


Если теперь изм$нить направлене оси У-овъ, не изм$няя с, то лия М№ММ№' замВнится 
другою лишею ММ", которая будеть одного порядка съ №№’, такъ какъ обф онЪ 
представляютъ стороны треугольника №ММ'М" съ конечными углами; сл$довательно, 
порядокъ соприкосновешя при новыхъ осяхъ останется порядка р, и доказательство, 
данное нами лишь при одномъ предположени, что углы треугольника МХ№'М”" имфютъь 
конечное значене, потеряетъ свою силу только тогда, когда одно изъ направлевйй, 
®принятыхъ за ось У-овъ, будетъ параллельно общей касательной обфихъ кривыхъ, 
служащей предфломъ №№". 

$ 535. Можно показать, независимо отъ предшествующихь геометрическихъ 
соображевй, что порядокъ соприкосновен1я не зависитъ отъ направлен1я координат- 
ныхъ осей. ДЪйствительно, пусть двЪ кривыя будутъ отнесены къ осямъ Х, 7: если 
изм$нить координаты, принявъ за новыя оси Х', У, то новыя координаты х’, у’ 
будутъ извфетными функшями оть х и 9. Но производныя отъ у’ по х могуть 
выразиться ($ 173) въ функщи отъ производныхъ у-ка, взятыхъ по х, и выражене 
4"! 
дат 
для которыхъ ордината и 71 ея первыхъ производныхъ, взятыхь по абециссЪ, имЪютъь 
одни и т же значеня въ нЪФкоторой точкЪ, представятъ то же свойство и при 
НОВЫХЪ ОСЯХЪ. | 

Полезно замЪфтить, что въ случа соприкосновения четнаго порядка разность 
ординатъ, будучи пропоршональною нечетной степени #, м$няеть знакъ вмЪетЪ 
съ й. Отеюда сл$дуетъ, что каждая изъ кривыхъ пересЁкаеть другую одновременно 


ДлЯ не содержитъ производныхъ порядка выше я; слфдовательно, двЪф кривыя, 
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съ касанемъ, располагаясь надъ нею по одну сторону точки соприкосновеня и полъ 
нею по другую сторону отъ той же точки соприкосновея. Въ случаяхъ нечетнаго 
порядка соприкосновеня разность ординать им%етъ, напротивъ, постоянный знаку 
въ смежности съ точкою соприкосновеня, и об кривыя взаимно соприкасаются, не 
проходя одна черезъ другую. 

_$ 536. Всегда должно исключать изъ предыдущихъ разсуждевй случай, когда 
ось 1/-0ВЪ параллельна общей касательной къ разсматриваемымъ кривымъ. Въ этомъ 
случа вс5 производныя обращаются въ безконечность, и правило, по которому поря- 
докъ соприкосновеня зависитъ отъ числа производныхъ, принимающихъ одно и то же 
значен1е, уже не можетъ быть болБе приложено. Теорема о порядк$ безконечно-малаго 
разстоян1я между двумя кривыми, отсчитаннаго по параллели оси у-овъ, также должна, 
быть оставлена: будучи приложена, она повела бы къ неточному результату. Поищемъ 
точно, какова была бы ошибка, если бы мы поступили обычно и въ случа этого 
особаго направленя оси У-овъ. 

Нусть КЛ обозначаетъь общую касательную, параллельную оси У-овъ, и МК— 
ординату ея точки соприкосновеюя 1/. Беремъ на оси Х-овъ безконечно-малое раз- 
стояне КК’ —=й и ищемъ, предполагая между кривыми соприкосновен!е порядка, п, 
какого порядка лимя ММ", отс$ченная двумя кривыми на ординат точки А’. Если 
предположить, что точка М не есть особенная точка и что кривизна не нуль и не 
безконечность, то хорда 11М образуетъ съ осью У-овъ безконечно-малый уголъ порядка, 


одинаковаго съ порядкомъ длины хорды, произведене ‘этой хорды на синусъ угла 
1 
равно й, и, сл$довательно, хорда и уголъ оба одного порядка съ №2. Если, поэтому, 
черезъ точку № провести прямую №№", параллельную оси Х-овъ, до ветрЪчи съ 
: 1 
кривою /М№, то длина этой прямой будетъ того же порядка, что и (2 
треугольника №МЛ’'М№” имфемъ: 


ТЕ 


п--1 
) : НО ИЗЪ 


ММ" —= ММ’ ап ММ" М", 


1 
и такъ какъ МММ” одного порядка съ й?, то М№ММ№' необходимо должно быть по- 


у 


ме | . 7 
рядка #!; иначе говоря, порядокъ соприкосновеня выходитъ равнымъ И. 


Соприкосновен1е четвертаго порядка, вычисленное по этому способу, оказалось бы 
всего лишь перваго порядка. | | | | 
Можно было бы еще раземотрЪть, какъ безконечно-малую перваго порядка, 


дугу ММ, а не ея проекщю на ось Х-овъ; такъ какъ эта безконечно-малая сравнима 
1 ‚ 


съ #2, то ММ! по отношеню къ ней будетъь порядка и, и мы должны сказать, 
согласно съ общимъ положешемъ ($ 533), что кривыя имфютъ соприкосновен!е по- 
рядка я — 1; но довольно заниматься противор ями, вытекающими ‘изъ разсужденй, 
которыя мы должны совершенно отбросить. 

8 537. Чтобы опредзлить порядокъ соприкосновен1я двухъ кривыхЪъ, можно, 
кром того, отнести ихъ къ какимъ-угодно координатамъ. Какова бы ни была при- 
_нятая еистема, можно приложить тЪ же разсужден!я и доказать, что дв кривыя, 
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выраженныя уравневшями между двумя перем$нными и и 5, представляющими какя- 
угодно функщи отъ х и у, имфютъ соприкосновен1е порядка п, когда, при одномъ и 
сомъ же значеши и, $ и п ея первыхъ производныхъ соотвфтственно равны для 
об$ихъ кривыхъ. Въ самомъ дЪлЬ, извЪфетно, что производныя отъ в по и и произ- 
водныя отъ у ПО 1 связаны между собою такимъ образомъ, что когда изв$етны однЪ, 
можно вычислить друпя, вовсе не вводя производныхъ: высшаго порядка по срав- 
нентю съ т$ми, которыя требуется составить. Итакъ, когда дв$ кривыя имЪютъ 
соприкосновене порядка п, т.-е. когда значейя у и п ея первыхъ производныхъ 
соотвЪтетвенно равны въ обфихъ кривыхъ при одномъ и томъ же значени х, то 
то же будетъ для г и ея производныхъ при соотвЪтетвенномъ значени 1; обратно, 
если значетя х и п ея первыхъ производныхъ одинаковы для объихъ кривыхъ, то у 
и ея производныя по х будутъ также одинаковы для обфихъ кривыхъ, и мы имфемъ 
соприкосновен!е порядка 7. 

8 538. Все сказанное о порядк® соприкосноветя кривыхъ предполагаетъ воз- 
можность разложеня въ рядъ ординатъ, смежныхъ съ общею ординатою, и, сл$дова- 
тельно, подчиняется исключенямъ, относящимся къ случаямъ, когда такое разложене 
невозможно. Въ этихъ исключительныхъ случаяхъ можетъ выйти, что дв кривыя 
имфютъ соприкосновеше дробнаго порядка. Пусть, напр., кривыя представлены урав- 


нен1ями 
з А 


* 1 — ы 
У — 2х ; у— < ) 


ясно, что въ начал координатъ 00$ онф касательны къ оси у-овъ; порядокъ ихъ 
соприкосновеня на одну единицу ниже порядка безконечно-малаго отрфзка, содержа- 
щатося между двумя кривыми и проведеннаго параллельно оси х-овъ на безконечно- 
маломъ разстояни перваго порядка отъ начала; не трудно зам$тить, что этотъ отр5- 


такъ что ДВ наши кривыя имЪфютъ соприкос- 


С 4 
зокъ—оезконечно-малая Порядка р 


Е ] 
новен!е порядка . 
СопРИКАСАЮЩТЯСЯ КРИВЫЯ 


$ 539. Когда уравнен!е кривой содержитъ произвольные коэффищенты, то можно 
поставить сл5дующую задачу: опредЪлить эти коэффищшенты такъ, чтобы между этою 
кривою и данною существовало соприкосновеше наивысшаго порядка. 

Существован!е соприкосновения порядка п выражается п--1 уравневнями; по- 
этому, порядокъ соприкосновемя будетъ, вообще, на единицу ниже числа парамет- 
ровъ, находящихся въ нашемъ распоряженши. Опред$ляемая такимъ образомъ кривая, 
подъ условемъ имЪть въ данной точкЪ соприкосновеше наивысшаго порядка, назы- 
вается соприкасающеюся кривох. Такъ, напр., общее уравнен!е коническихъь сЗченй 
содержитъ пять произвольныхъ параметровъ; значитъ, коническое сЪчене, соприка- 
сающееся къ кривой въ данной точкЪ, имфетъ съ нею соприкосновеше четвертаго 
порядка, соприкосновеше соприкасающейся параболы—третьяго порядка, и соприкос- 
новеште соприкасающахося круга—только второго порядка. Соприкасающаяся прима 
представляетъ касательную; ея соприкосновене—перваго порядка. 
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СопРИКАСАЮШЩТЙСЯ КРУГЪ 


$ 540. Соприкасаюцийся къ кривой кругь совпадаетъ съ кругомъ кривизны. 
Для доказательства этого достаточно отыскать выражене его радтуса. Пусть 


(#—«)--(у— В =? (1) 


будеть уравнене круга. Онъ долженъ имфть общую точку съ кривою и въ этой 





2. 
точк$ давать для с. И ыы т$ же значеня, что и кривая. Но уравнене (1) послЪ 
дифференцировавя даетъ: 


1; 
«—--(и—Ю а =0, 





‚ 4? аи \? 
та (9%) =0. 


`дх 


: (1 (2 
Эти уразненя, по сказанному выше, должны удовлетворяться значенями у, т. а 
выводимыми изъ уравнешя кривой и относящимися къ разсматриваемой точкЪ. Изъ 
НИХхЪ Находимъ: 


ау \? 
1+ (=) 





3 


(8) 
(ра) (= 
(ая) 
Итакъ, соприкасаюпийся кругь имФетъ тотъ же радусъ, что и кругь кривизны, и, 
слБдовательно, совпадаетъ съ нимъ. 

$ 541. Мы видбли (8 496), что кругъ кривизны кривой пересЪЖкаетъ ее въ точк 
прикосновен1я; изъ этого замфчан1я мы могли бы заключить непосредственно, что 
его соприкосновене съ кривою— порядка выше перваго ($8 535) и что, слЪдовательно, 
онъ представляеть соприкасаюнийся кругъ. 

Тождество круга кривизны съ соприкасающимся кругомъ можно вывести также 
изъ 8 521-го. Если на кривой отъ какой-нибудь точки М отложить безконечно-малую 
дугу ММ’, равную с, то разетоян1е конца М’ до круга кривизны въ М равно, если 
пренебречь безконечно-малыми четвертаго порядка, 


с? о (-. 


слБдовательно, оно представляетъ безконечно-малую третьяго порядка, и кривая 





И, 
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имфетъ ($ 534) съ кругомъ соприкосновене второго порядка, а это показываетъ, что 
посл$дн!Й есть кругъь соприкасающийся. 

Разстоян!1е круга до кривой можеть понизиться до четвертаго порядка только 
4 (- 
«20. Это 
услов1е выполняется для точекъ, гл$ кривизна представляетъ тахйтит или ттипит. 
Въ этихъ точкахъ соприкосновене кривой съ кругомъ, вообще, третьяго порядка, и 
кругь кривизны, въ смежности съ этими точками, будет внутреннимъ или внЪфш- 
нимъ къ кривой, которую въ этомъ случа онъ не перее$каетъ. Однако, можеть 

| 
а 

выйти, что въ точкЪ, гд —==0, членъ четвертаго порядка исчезаетъ въ то же 


въ томъ случа$, если выражене (1) обращается въ нуль, т.-е. если 





время въ выражени разстоян1я кривой до ея соприкасающагося круга; такъ какъ 
соприкосновене тогда — четвертаго порядка, по кругь перес$каетъ кривую: легко 
видЪть, что это имфетъ м$сто, когда производная отъ кривизны по дугВ равна нулю, 
сама же кривизна не представляетъь ни тахиптит’а, ни тшитапта. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Если изъ точекъ плоской кривой опустить перпендикуляры на одну изъ касательныхъ, 
черезь ихъ основав1я провести прямыя, параллельныя неподвижному направлен!ю, и на этпхт 
нослфднихъ отложить отр$зки, пропорщональные соотв} тетвеннымъ дливамъ перпенднкуляровъ, то 
геометрическимъ м$етомъ концовъ этихъ отр$фзковъ будеть кривая, имфющая ту же касательнуи, 
что и данная, въ ихъ общей точкЪ. Найти въ этой точк$ отношеше радтусовъ кривизны. 

2. Если черезъ каждую точку кривой провести прямую данной длины, составляющую по- 
стоянный уголь съ нормалью, то нормаль къ кривой, представляющей геометрическое мФсто коп- 
цовъ такихъ прямыхъ, будетъ проходить черезъ центръ кривизны данной кривой. 

3. Еслн провести касательную въ точк$ на кривой, заданной уравненемт, 


у —= (2), 


и зат$мъ рядъ хордъ, параллельныхъ этой касательной, то угловой коэффищентъ касательной къ 
кривой, представляющей геометрическое мЪесто срединь этихъ хордъ, Въ точкЪ, гдЪ эта кривая 
перес5каетъ данную линио, равенъ 


(А — 3$” (8) 
ф (5) Ф'" (5) ь 


4. Радусъ кривизны эволюты кривой превышаетъ втрое отр$зокъ нормали къ эволют$, содер- 
жалийся между начальною точкою этой нормали и ея перес$чен1емъ съ касательною кь д1аметру, 
направлен1е котораго опред$лено въ предыдущемъ упражненн. 

5. Если разсматривать, на ряд параллельныхь кривыхъ, соотвфтственныя точки, располо- 
женныл на одной п той же нормали, то касательныя къ д1аметральнымъ кривымъ, проходащимъ 
черезъ эти различныя точки, сходатся всЪ въ одной точк%. 

6. Если назвать черезъ + рад1усъ-векторъ, проведенный изъ неподвижнаго полюса къ точкЁ 


плоской кривой, п черезъ р разстоян1е этого полюса до касательной, то радусъ кривизны © выра- 
зптея слБдующимъ образомъ: 


53* 
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т. Геометрическое мЪето центровъ эллнисовъ, оси которыхъ пм$ютъ данное направлен! и 
которые имфють въ данной точк$ соприкосповеше второго порядка съ данною кривою, есть равно- 
сторопняя гипербола, проходащая черезь эту точку. 

8. Геометрическое м$сто фокусовь параболъ, имфющихъ вь данной точкЪ соприкосновенс 
второго порядка съ данною кривою, естт, кругъ. Огибающая кривая осей этихъ параболь — четвер- 
таго порядка; она имфеть три точки возврата и прикасается къ кругу, представляющему геометри- 
ческое м$сто фокусовъ, въ трехъ точкахъ. | 

9. Если изъ точки О опустить перпендикуляры на касательныя къ плоской кривой, то, пазыгая 
черезъ 7 разстоль1е точки О до точки этой кривой, черезъ р длину перпендикуляра, опущенняго 
на касательную, черезъ р радусъ кривизны дашвной кривой и черезъ р’ радусъ кривизны кривой, 
нрелставлающей геометрическое м$сто основан перпенликуляровъ, имфемъ: 


ГЛАВА ВТОРАЯ 


Кривизна лин!й, нанесенныхъ на сферЪ 


ОПРЕДВЛЕН!Е ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ КРИВИЗНЫ 


8 542. Аналомя плоскихъ фигуръ съ фигурами, которыя можно нанести на 
сферЪ, была замфчена, начиная съ элементовъ; Эйлеръ далъ ей счастливое распро- 
странене, приложивъ идею кривизны къ изученю лив!Й, нанесенныхъ на одной 
и той же сфер. Мы познакомимся въ настоящей главЪ$ съ главными чертами этой 
теори, которая сама, представляетъ лишь частный случай боле общей теор кривыхъ, 
нанесенныхъ на какой-угодно поверхности. Въ учении о лияхъ, нанесенныхъ на 
сферЪ, большой кругъ долженъ, очевидно, играть роль, принадлежащую на плоскости 
прямой лини. На сфер ему приписывается нулевая кривизна: подобно тому какъ 
кривизна плоской лини даетъ поняте о степени быстроты, съ какою эта лия уда- 
ляется отъ касательной, кривизна кривой, нанесенной на сфер, можетъ. дать, какъ 
мы И покажемъ, поняте о степени быстроты, съ какою такая’ ливня удаляется отъ 
дуги касательнаго къ ней большого круга. Для отличя абсолютной кривизны отъ 
этой, относящейся только къ сравнен!ю лин!й, нанесенныхъ на одной и той же сферЪ, 
мы примемъ выражен1е геодезической кривизны, данное Шувиллемъ (ГопуШе) въ 
боле общемъ смысл, что будетъ изложено въ другой главЪ. здЪеь мы ограничимся 
изучен1емъ лин!й, нанесенныхъ на сферЪ. 

Полная геодезическая кривизна безконечно-малой дуги сферической кривой есть 
уголъ, образуемый дугами большихъ круговъ, касающимися разсматриваемой дуги 
въ ея концахъ. Средняя геодезическая кривизна есть отношене полной кривизны къ 
длинф дуги, и кривизна сферической лими въ н$которой точк$В есть средняя кри- 
визна ея безконечно-малой дуги, отечитанной отъ этой точки. 


КРИВИЗНА МАЛАГО КРУГА 


$ 543. По предыдущему опредБленю геодезическая кривизна малаго круга, оче- 
видно, постоянна. Начнемъ съ опред$лешя ея значетя. 
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Пусть ММ’ (черт. 55) будетъ безконечно-малая дуга, принадлежащая окружности 
малаго круга АБ, и о— вершина конуса вращеня, касающагося сферы по этому 





Черт. 55 


кругу; производяпия 5), 5М' конуса соотвЪфтетвенно нормальны къ плоскостямъ 
большихъ круговъ, касающихся малаго круга въ М и въ 1. Ихь уголь ММ’ прел- 
ставляетъ, сл$довательно, полную геодезическую кривизну дуги ММ’, и отношеше 
этого угла къ длинЪ безконечно-малой дуги, т.-е., по опредЗлевию, геодезическая кри- 


1 
визна малаго круга, есть стр. 
Поэтому, если изъ точки Р, принятой на сферф за полюсъ, описать малый 
кругъ, сферическй радусъ котораго соотвфтетвуетъ углу 6, то геодезическая кри- 


визна этого малаго круга будетъ оу’ гдБ д—рамусъ сферы. Если 0 равно г 


= 


= 


то малый кругь превращается въ большой и геодезическая кривизна приводится кт, 
НУЛЮ. 


КРУГЪ КРИВИЗНЫ 


5 544. Геодезическая кривизна малаго круга можетъ принимать всевозможныя 
значеня, начиная съ нуля, представляющаго кривизну большого круга, до безконеч- 
ности, выражающей кривизну безконечно-малаго круга. СлФдовательно, можно пред- 
ставить въ каждой точкЪ сферической кривой малый кругъ, касаюцийся къ этой 
кривой и имБ5ющИЙ съ нею одинаковую кривизну. Назовемъ этотъ кругь круюмз 
зводезической кривизны (дальше мы увидимъ, что онъ не отличается отъ круга абео- 


лютной кривизны, которая будетъ опредФлена въ другой главЪ); полюсу круга кри- 
визны дадимъ назван1е полюса зеодезической кривизны. 


Полюсъ КРУГА КРИВИЗНЫ 


$ 545. Полюсъ геодезической кривизны сферической кривой есть точка встрЪчи 
двухъ нормальныхъ къ кривой безконечно-близкихъ большихъ круговъ. 

‚ Въ самомъ дфлЪ, разсмотримъ на сферической кривой (черт. 56) безконечно- 
малую дугу ММ’, и пусть МО, М'О будутъ нормальныя къ ней въ ея концахъ дуги 
большихъ круговъ, пересБкаюнияея подъ _угломъ 0. 

При Е СОЛЕШЮМь радусВ сферы кривая авляетея плоско, и этотъ 
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уголъ (@ равенъ полной кривизнЪ дуги ММ; но вообще эти углы не равны имы сна- 
чала опред$лимъ ихъ отношен!е. 


аи М” 


Черт. 56 


Ведемъ черезъ точки Ми М’ двЪ дуги МГ, ГГ большихъ круговъ, касательныя 
къ дуг ИМ’ и встрёчаюцияся въ точк$ Г; четыресторонникъ М1МИ’О, составленный 
четырьмя дугами большихъ круговъ, измфряется произведенемъ квадрата рад!уса 
сферы на избытокъ суммы его угловъ надъ четырьмя прямыми, т.е. А?(0— =), 
ГД =— полная кривизна МЛ; но этотъ четыресторонникъ можно замфнить, пре- 
небрегая безконечно-малыми второго порядка, поверхностью, ограниченною дугами 


ОМ, ОМ’ и малымъ кругомъ, описаннымъ изъ 0, какъ полюса, сферическимъ раду- 
0 
сомъ ОМ; эта поверхность равна произведеню — на поверхность зоны съ основа- 


5 
21 


немъ, общимъ для обфихъ, т.-е. равна 


о зв [в — вн (09 О.в вн (04 


поэтому имЪемъ: 
О— == 0 |1 — с0$ (=) |, 


\ Е 
откуда 
< ОМ 
-9. = < (=): 
слдовательно, кривизна —_ равна — © соз (24 \ 
$ Д ) р ИМ! р ИИ’ \ р. с 


Въ этомъ посл$днемъ выражени отношеве угла О къ дуг ММ’ можно замЪ- 
нить отношенемъ угла О къ безконечно-малой дугЪ, описанной изъ 0, какъ полюса, 
сферическимъ рад1усомъ ОМ и заключенной между ОМ и ОМ'. Это же отношеште, 
очевидно, равно отношевню 2= къ окружности малаго круга, т.-е. равно оконча- 


1 
тельно —- (ОМ: слфдовательно, для выраженя кривизны имЪфемъ: 
1 —_|_ 
Кэт (2 


ыы 
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что точно представляетъ ($ 543) кривизну малаго круга съ’ сферическимъь раму- 
сомъ ОЛ, 


РАаЗЛИЧНЫЯ ВЫРАЖЕН1Я ГЕОДЕЗИЧЕСКОЙ КРИВИЗНЫ СФЕРИЧЕСКОЙ ЛИН!И 


8 546. Принимаемъ за координаты точки 1/ поверхности сферы дугу 0, изм$- 
ряющую разетояне этой точки до неподвижной точки О, и уголъ %, составляемый 
дугою большого круга ОМ съ даннымъ большимъ кругомъ, проходящимъ черезъ 
точку 0. Эти координаты, аналогичныя полярнымъ координатамъ на плоскости, 
равнозначны географическимъ координатамъ: долготё и широтЪ. Мы нашли ($8 121), 
что если принять, какъ мы и сдлаемъ, радлусъ сферы за единицу, то въ этой си- 
стемВ квадратъь разстояюя между двумя безконечно-близкими точками, координаты 
которыхъ 0, %, 9 —- 49, + —- а% выразится черезъ 


46° —- $112 044%°. 


ДалЪе, пусть АБ (черт. 5Т) будетъ кривая, представленная уравнешемъ между 0 и ', 





Черт. 51 


и ММ'—безконечно-малая дуга на‘этой кривой, отечитанная отъ точки 1; вычис- 
ляемъ геодезическую кривизну этой дуги ММ. 

Если черезь точки М и М’ провести дуги большихъ круговъ №1, МТ, каса- 
тельныя къ ММ’ и пересЪкаюпляся въ /, и уголъ между ними назвать черезъ =, то 
искомая геодезическая кривизна будетъ 


— 


Но, какъ мы только-что привели выше, 
ММ" = 49 —- зп. (1) 
Но, называя черезь Г уголь ОМА, имЪемъ (8 93): 


1 
ап? У = $16 : : (2) 


поверхность четыресторонника ОМ1М’ измЪряется избыткомъ суммы его угловъ надъ 
четырьмя прямыми, и мы имЪемъ: 


ОМТИ' = 9% —=-Р ЧИ: 
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значитъ, 
: = № --ЧГ’— ОМТИ". (3) 
‚Но уравнетше (2) даетъ: 
а 
а _ (т | 
Е 5 а & | 
д р = Ча ет 5 5 ) 
( гапя [п ) ;. — с а: (4) 
—-- Ш (5: ] 


1 
кром$ того, поверхность ОМ/М равна, если отбросить безконечно-малыя второго 
порядка, поверхности, ограниченной дугами ОМ, ОМ’ и малымъ кругомъ, описаннымъ 
изъ О, какъ полюса, сферическимъ радусомъ ОМ, равнымъ 0; иначе говоря, 


ОМЛМ' = 4%(1 — с0$0). 
Сл$довательно, 


Ц о ) 9) 
з —= 44С0$8 — — Е (5) 
1 г $1129 ( 2 г) 


изъ сказаннаго вытекаетъ, что кривизна о которую мы обозначимъ черезъ ч: 
р 
будетъ 


а 
Я | $119 — 
Фосоз6 | =) 
1 Нам (5 9). (6 
к о АН 6 
У? -— —- 442$1126 


или, послЪ нЪкоторыхъ упрощевий, 


9% 129 соз9 (22) + зо 97 
] г. 90$ а -- $11 29 0$ 959 (в в —- $10 40? ых 
1. она (т) 
_., [4% \2] 3 
-Ь 29 [—“ 
и Е (9 | 


$ 547. Если за полюсъ принять точку 1/Г разсматриваемой кривой, непод- 
вижная же дуга, оть которой отсчитывается уголъ $, была бы касательна къ ММ’, то 
будемъ имфть 9 —0; при такомъ предположени формула (7) приводится къ 


А о @ 
— 2-я. | (8) 


Геометрическое истолкованте этой формулы весьма важно. 

Дфйствительно, 4 есть уголъ, составляемый дугою большого круга, которая 
служитъ хордою для дуги ИМ’, и касательною въ одномъ изъ ея концовъ, а 4 есть 
сама эта хорда, которую можно, отбросивъ безконечно-малыя третьяго порядка, замЪ- 
нить дугою 4/М'; сравнен!е формулы (8) съ уравнетемъ 

бы 
› ММ’ 
54 
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вытекающимъ изъ опредлеюя, даетъ, поэтому, 


— 2 


() 


Е 


Отсюда заключаемтъъ: 


Въ какой-угодно сферической кривой уголъ, составляемый хордою безконечно- 
малой дуги ММ, съ дугою большого круга, касательною къ ней въ одномъ изъ ся 
концовъ, равенъ, если пренебречь безконечно-малыми второго порядка, половинЪ угла 
смежности, составляемаго дугами большихъ кругоръ, касательными въ двухъ кКон- 
пахъ Ги 11... 

$ 548. РазумЪется, какъ мы уже объясняли не разъ, что при вычислении без- 
конечно-малой величины НФкотораго порядка мы разсматриваемъ безконечно-малыя 
высшаго порядка какъ такя, которыми можно пренебречь. 

Если. напр., $(х) обозначаетъ функцио отъ х, которая, въ то время какъ х есть 
безконечно-малая перваго порядка, представляетъ безконечно-малую порядка п, и если 
отношен1е т” имфетъ предБломъ постоянную А, мы будемъ говорить, что при без- 
конечно-маломъ х значеше о(1) есть Ат’; но во избЪжаюше всякаго недоразумЪ ня 
припомнимъ. что зд$еь отброшены безконечно-малыя высшаго порядка, и вм$етЪ съ 


О. Боннё (О. Воппей будемъ называть это выражен!е Ах’ главнымъ значенемъ 9(2). 
Вводя подобное назвате, мы можемъ теорему, доказанную въ 8 45-мъ, прочесть слЪ- 
дующимъ образомъ: 

Если функшя © (4), безконечно-малая вмЪст% съ х, иметъ главнымъ значенемъ 4х”, 
гдф А- постоянная, то производная ©’(х) имфетъ главнымъ значенемъ и.4х” ‘. 


$ 549. Обратная теорема также справедлива, т.-е. если производная $ (5) есть 
безконечно-малая вмфетЪ съ х и главное ея значеве равно Ал” “, гдЪ А—постоян- 
ная, то функщя $(5), если она также безконечно-малая вмфстЪ съ х, имфетъ глав- 
нымъ значешемъ Ах”. 

Въ самомъ дЪфлБ, полагаемъ 


о’ (2) = п Ах" "Ре, 


ГДФ = есть, при х безконечно-маломъ. безконечно-малая по отношен!ю къ первому 
члену второй части; (2) представляетъ (8 115) площадь, заключенную между осью х-овъ, 
ординатою, соотв5тствующею абециссЪ х, и кривою, ордината которой есть ф'(х). А такъ 
какъ, отбрасывая членъ з, мы, по предположен!ю, отбрасываемъ лишь безконечно-малую 
часть этой ординаты, то, сл5довательно, площадь, представляющая ©(л), изм$нится также 
лишь на безконечно-малую часть своего значен!я: она станетъ тогда равною функши, 
которая, обращаясь въ нуль вмфетВ съ х, иметь производную и.Ал”_", т.-е. бу- 
деть 41”; слБдовалельно, главное значен1е о(л) есть Ах”. 


$8 550. Возвратимся къ теори сферическихъь кривыхъ. Пусть М.А (черт. 58) 
будетъ какая-нибудь кривая, нанесенная на сфер, и МТ—дуга большого круга, 
касающаяся ея въ точкЪ М; называемъ черезъ $ дугу М.М, , отечитанную на кривой 11.1 
отъ точки М, и черезъ у разстояше точки М, до дуги МТ, отечитанное по дуг$ боль- 
шого круга ,Р, перпендикулярной къ МТ. 
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Легко видЪть, что косинусъ угла ИМ.Р, образуемаго М.Р съ дугою ММ,. 
4 В 
равенъ =. Въ самомъ дЪлЪ, пусть М,’ обозначаетъь точку, расположенную на кри- 


вой 114 на безконечно-маломъ разстояни отъ Л,, которое мы назовемъ черезъ 45. 


в 





Черт. 58 


и пусть М,Р’=у-- ау будетъ дуга большого круга, аналогичная М.Р и соотв®т- 
ствующая точк М,. Ведемъ черезъ точку Д/, дугу малаго круга М, К, параллель- 
ную РР’ будемъ имфть М, К = ау, и треугольникъ ЛМ,1,К. который можно при- 
нять за прямолинейный, дастъ: 


со5 МК СИ. (1) 


Посл$ этого предполагаемъ, что точка //, безконечно-близка къ „М, и ведемъ дугу 
большого круга М,1, касательную къ ЛМ, и пересБкающую въ Г дугу ЛГ; изъ 
сферическаго твеугольника /11,Р, называя черезъ = уголъ при 1, представляюпий 
уголъ смежности дуги 1111, находимъ: 


соз РМ, Г = $тзсоз[Р; 


такъ какъь с0$/Р безконечно-мало отличается отъ единицы, то можно, пренебрегая 
безконечно-малыми порядка выше перваго, написать: 


с0$ РАД. [ = $ пз, 
или, принимая во внимане уравнете (1) и зам$няя синусъ дугою. 


ва, 
65 == 


1 ь 
называя же черезъ — геодезическую кривизну линш Г.А въ точк „М и обозназая 
черезъ 5 дугу МЛ, имЪемъ: 


1 = | 

о — 2 

=, (2) 
и, слЪдовательно, 

Чу $ 

а. 3 

45 о (3) 


с „ @ $ ь | 
Главное’ значен!е производной а есть ы значитъ, главное значене у есть ($ 549) 


$2 р 
р т.-е. мы можемъ, пренебрегая безконечно-малыми порядка выше второго. написать: 


3 ь 
=. ы 


54* 
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Соеднняя точку Л[ съ точкою ЛМ, дугою большого круга. которую мы назогимъ 
хордою .1/1[,, составимъ сферическай треугольникъ №ЛГР, въ которомъ имЪемъ: 


зш И.Р 


1 о ИА 1. ЛЕ 
эт И, МР Я 


или, по зам$н$ безконечно-малыхъ синусовъ дугами, 


а 
М. МР 


5. 
откуда, на основан уравненая (4), 


Ре № ь 
М, МР = ря (5) 
Сравнивая съ уравненемъ (3), видимъ, что уголъ 1, МР есть половина угла смеж- 
НОСТИ =, ЧТО ТОЧНО Выражаетъь уже доказанную теорему ($ 547); такимъ образомъ, 
мы здЪсь имфемъ для нея второе доказательство. 
Уравнеше (5) выражаетъ также весьма важную теорему; можно написать: 
1 


ре 

что даетъ для геодезической кривизны на сфер выражене, тождественное съ выра- 
женемъ для кривизны плоской ливши ($8 499). Мы видимъ, что эта кривизна пропор- 
цпональна разстоянию у, соотв$тетвующему данному значению $, и даеть поняте, 
какъ было предсказано въ 8 542-мъ, о степени быстроты, съ какою кривая удаляется 
отъ касательнаго къ ней большого круга. 

$ 551. Разность между безконечно-малою сферическою дугою и ея хордою. — На- 
зывая, по предыдущему (8 550), хордою дуги сферической кривой дугу большого 
круга, соединяющую ея концы, можемъ сказать, что разность между безконечно- 
малою дугою и ея хордою есть безконечно-малая третьяго порядка, и выражене ея 
главной части отличается отъ подобнаго же выражения плоскихъ кривыхъ только 
зам$ною ихъ кривизны геодезическою кривизною. 

Пусть, въ самомъ дЪлЪ, будутъ: з— длина дуги сферической кривой, отсчитанная 
оть нъкоторой точки 11, и с—хорда этой дуги. Если разсматривать одинъ изъ концовъ 
5, Какъ неподвижный, то разность $ — с есть функщя отъ $, производная отъ которой 


ас 
по $ равна 1—-.; называя же черезъ Г уголъ, подъ которымъ хорда с пересЁкаетъ 
дугу $, строго имфемъ: 


__ @6 
а, значить, 
ХО 9 51п? >. И. 
4$ 2 


Если предположить 5 безконечно-малою, то уголь Г будеть равенъ ($ 547) по- 


ловинф угла смежности е, соотвётетвующаго дуг $; слфдовательно, 951? х Г мы 
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5% ] 
можемьъ замфнить черезъ -<`› ИЛИ, называя черезъ — геодезическую кривизну въ 4, 


$2 . 
черезь вр? такимъ образомъ, производная отъ разности $ — с имфетъ главною частью 


32 д ° 
Зо? а значитъ (8 549), главною частью $ —с будетъ 


2462 ° 
видно, всецфло подобно выражен!ю, которое мы нашли для плоскихъ кривыхъ. и слу- 
житъ лишнимъ примфромъ полной аналоми обЪихъ теор1й. 

$ 552. Разность между безконечно-малою дугою и суммою касательныхъ, проведенныхъ 
къ ней въ ея концахъ. — Пусть АБ будетъ (черт. 59) разсматриваемая дуга и [—пе- 


ресБченте дугъ большихъ круговъ, касающихся ея въ точкахъ Аи В. 


Это выражене, какъ 


ее 
А В 
Черт. 59 


Вычисляемъ сначала избытокъ 41/--1Б надъ хордою АВ, приводя его всегда. 
понятно, къ главной части. 

Въ сферическомъ треугольникЪ 41/65, называя черезъ А безконечно-малый уголъ 
при вершин А им$емъ: 


= ———ыыы—=ы——ыы—.„—— дд 


БАЙ = --—ыавьаг 9 и 


Ко! на 


о р 1 
зам$няемъь т, А безконечно-малою дугою 5 А и во второй части приводимъ 
каждый безконечно-малый множитель къ его главной части; зт— 5 (41-- 15— АБ) 
должно замфнить черезъ в В — АВ), т.-е. половиною искомой разности, и 


т (АВ-- В1 — АГ) черезъ - (АВ ВТ — АГ), или, проще, черезъ -5 т АВ, такъ какъ 


разность Б./ — 41 есть ны второго порядка; зт.4Б и эт и могутъ быть 
также зам5нены черезь АБ и АГ. Такимъ образомъ имфемъ: 


Е Вт. | 1 (АВ АТ ТВ -— АБ) 
ее ее ав 2 
5 А АВ. АГ — (2). 


1 
Называя черезъ $ дугу АБВ, черезъ = ея уголъ смежности и черезъ — ея геодезиче- 
° { 
скую кривизну въ точк$ 4, имемъ: 


ыы 
| 


АТ = - 
45-5. 


| © 5 (р 
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слздовательно. уравнеше (2) принимаетъь вид 


/ 5% (АТ ЛВ— АВ) 

и па (3) 

46 жк у .5° ) а 
2 

откуда 


А1--18В—АВЗз. 


Сближая это уравнеше съ полученнымъ выше уравнешемъ 


| $ 
$ — АБ = одре 





ВЫВОДИМЪ: 


2 ых 53 
41--1В =, 


что всецфло подобно результату, полученному для плоскихъ кривыхъ. 


ТЕОР1Я СФЕРИЧЕСКИХЪ ЭВОЛЮТЬ 


$ 553. Сферическая эволюта кривой, нанесенной на сферЪ, есть кривая, каса- 
тельная къ дугамъ большихъ круговъ, пересБкающихъ данную кривую подъ пря- 
мымъ угломъ; она представляетъ огибающую этихъ нормальныхъ дугъ и, ел$дова- 
тельно, геометрическое м$ето ихъ послБдовательныхъ перес$ченй, или, что то же 
самое, геометрическое м$сто центровъ сферической кривизны данной кривой, которая, 
по отношентю къ своей эволют$, называется эвольвентою. Эволюта, сферической кривой 
даетъ, въ каждой точкЪ, ея кривизну, равную ($ 545) тангенсу угла, соотв$тетвующаго 
дуг большого круга, нормально проведенной къ кривой и заключенной между кривою 
и точкою, въ которой она касается эволюты; кром$ того, длина дуги сферической эво- 
люты выражается такъ же, какъ въ теори плоскихъ кривыхъ: она равна разности 
дугъ большихъ круговъ, заключенныхъ между ея концами и соотв$тственнымий точ- 
ками эвольвенты, и самое доказательство вполн$ подобно, какъ мы сейчасъ увидимъ, 
доказательству, данному нами (8 22) для плоскихъ кривыхъ. 

$ 554. Начнемъ съ изложеня нФеколькихъ леммъ, касающихся измЪнен1я 
‚ величины дуги большого круга. Когда одинъ изъ концовъ дуги большого круга АБ 
перем щается безконечно-мало по сферЪ, то проистекающее отъ этого измВнен1е длины 
равно произведению пройденной имъ безконечно-малой дуги на косинусъ угла, соста- 
вляемаго направленемъ перемфщеня съ направленемъ разсматриваемой дуги боль- 
шого круга. 

Въ самомъ дфлБ, пусть АБ (черт. 60) будетъ дуга большого круга конечной 
длины, и ВБ’ — безконечно-малое перемщен1е конца В; изъ точки А, какъ полюса, 
сферическимъ ратусомъ Д.Б’ описываемъ дугу малаго круга, пересфкающую АБ въ 
точкв Р. Приращене длины, получаемое АВ при измфнени на АВ’ есть РВ, и изъ 
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безконечно-малаго треугольника РВБ’, который можно разсматривать, какь прямо- 
линейный, имЪемъ: 


Черт. 60 
РВ = ВБ'соз РВВ' = — ВВ’'созВ'ВА, 


что и доказываетъь высказанное предложете. 

Кюгда оба конца дуги АБ перем$щаются одновременно, изм$нене дуги пред- 
ставляеть сумму изм$нен!1й, вытекающихъ изъ каждаго перемщен1я, выполненнаго 
отдфльно. Предположимъ, въ самомъ дДЪлЪ, что дуга АВ (черт. 61) измнилась на 


А | В’ 





Черт. 61 


А’Б’; соединяемъ 4’ съ В; пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, имфемъ: 


А'В— АВ =— АА’соз А'АБ, 
А'В— А'В' = — ВВ'соз ВВ'А’. 


и, сл5довательно, 
АБ’ — АБ= ВБ 'со$ ВБВ'А' — АА’соз А’АВБ; 


уголь ВВ’А’ безконечно-мало отличается отъ дополнен!я В’БА; поэтому, пренебрегая 
безконечно-малыми второго порядка. пишемъ окончательно: 


А В'—АВ= — ВВ’со$Б'ВА — АА'соз ААВ = ВВ'’со$(ВБ'’. АВ)-+ АА'со$( АА’. ВА). 


Когда дуга большого круга остается постоянно нормальною къ кривой, пробЪгаемой 
однимъ изъ ея концовъ, то членъ, пропорцюнальный перем5щеню этого конца, содержа 
множителемъ косинусъ прямого угла, обратится въ нуль, и безконечно-малое при- 
ращен1е длины выразится всего однимъ членомъ. Если расматриваемая луга нормальна 
въ каждый моменть къ обфимъ кривымъ, описываемымъ концами, то ея изм5нен!е 
постоянно равно нулю, и, сл$довательно, длина ея постоянна. Такимъ образомъ, если 
дв сферическя кривыя пересФ$каютъ ортогонально непрерывный рядъ дугъ большихъ 
круговъ, расположенныхъ какъ-угодно на сферЪ, то чаети этихъ дугъ, заключенныя 
между об$ими кривыми, всЪ$ равны между собою. 

Когда дуга большого круга, перемфшаясь по сферф, остается все время каса- 
тельною къ кривой, пробфгаемой однимъ изъ ея концовъ, то членъ, пропоршональный 
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перем щению этого конца, содержа множителемъ косинусъ нулевого угла. приводится 
къ самому перем$щен!ю, т.-е. къ безконечно-малой дуг кривой, къ которой разема- 
триваемая дуга остается касательною. 

$ 555. Въ силу предыдущихъ леммъ разсужденя, пряведиия насъ къ опредзленио 
длины дуги эволюты плоской кривой ($ 22), могутъ быть приложены слово въ слово 
къ сферической эволютБ сферической кривой. Пусть, въ самомъ дЪлЪ, ММ (черт. 62) 


М 


Черт. 62 


будетъ сферическая кривая и Ро— ея эволюта. Въ то время какъ конецъ 2 дуги 
МР пробфгаетъ эвольвенту, конець Р въ то же время чертитъ соотвётственныя точки 
эволюты; каждое безконечно-малое приращене этой дуги равно соотвЪтственной дугЪ 
эволюты, и полное приращене, когда вм$сто МР станеть №0, будетъ равно дуг РО, 
какъ было высказано нами заран%е. 


КРИВИЗНА ОРТОГОНАЛЬНЫХЪ ТРАЕКТОР!Й НА СФЕРЬ 


$ 556. Система кривыхъ, нанесенныхъ на сфер и слфдующихъ одна за другою 
по закону пепрерывности, можетъ быть представлена уравневемъ между двумя сфе- 
рическими координатами и произвольнымъ параметромъ. ДЪйствительно, при каждомъ 
значени параметра уравнете представляетъ опред$ленную кривую, которая безко- 
нечно-мало перем$щается и видоизм$няется, когда этотъь посл$дей получаетъ безко- 
нечно-малое приращене. 

Подобной систем$ сферическихъ кривыхъ всегда отвфчаетъ вторая система, со- 
ставленная изъ линй, пересБкающихъ первыя подъ прямымъ угломъ; ихъ общее 
уравнен1е также будетъ содержать произвольный параметръ, и.такъ какъ всякая 
точка сферы можетъ быть опред$лена значемями параметровъ, соотв$тствующихъ 
кривымъ, перес5кающимся въ опред$ляемой точкЪ, то эти параметры образуютъ си- 
стему криволинейныхъ координатъ, употребленме которыхъ въ н$фкоторыхъь случаяхъ 
весьма полезно. 

Переходимъ къ изучен1ю закона измфнен]я геодезическихъ кривизнъ обЪихъ си- 
стемъ кривыхъ, пересБкающихся ортогонально на сферЪ. Называемъ черезъ «, пара 
метръ, значен1е котораго характеризуетъь кривыя первой системы, и черезъ о. пара- 
метръ, соотв тетвующий второй системф. 

Пусть АА’, ВВ’ (черт. 63) предетавляютъ двЪ безконечно-близая кривыя первой 
системы, соотвфтствуюния значетямъ &а,, ®,-- 4, параметра «, входящаго въ ихъ 
общре уравнене, и СС’, ОШ’— дв безконечно-близюая кривыя второй системы, со- 


577 
отв$тствующя значенямъ #,, я, -- (4, второго параметра и составляюнця съ двумя 
первыми кривыми безконечно-малый прямоугольникъ РЛА()5; сторона РА, разстояне 


между двумя безконечно-близкими точками, соотвётствующими одному и тому же 


С 





Черт. 63 


значению я, очевидно, пропорцюнальна 4,, и сторона Р— величинЪ (*,. Поэтому, 
обозначая черезъ д, и}, функщи отъ “, и а,, которыя мы разсматриваемъ, какъ 
изв5стныя, полагаемъ: 

т да м 47: 

2 $} — ра р она: 195 -*^ 

РЯ а , й. 
При этомъ, вычислеше Л, ий, въ каждомъ частномъ случаБ производится легко, 
такъ какъ перем$нныя &, и «, разсматриваются, какъ образуюция систему коорди- 
натъ, и, слБдовательно, разстояне между двумя какими-угодно безконечно-близкими 
точками такими, какъ Рио, соотв$тствующимико ординатамъ я, а,, а, —- 4, а, — @я,, 
очевидно, выразится черезъ 


(182 — 





значитъ, достаточно вычислить это разстояне, какъ указано въ 8 123-мъ, чтобы 
знать й, и й., которыя оба мы принимаемъ за существенно положительныя. 


1 . : . 
Кривизна >_ ЛИБИ РФ равна частному отъ д$леня угла смежности, образуемаго 
2 


дугами большихъ круговъ, касательными въ Ри 0, на длину 45, этой дуги РО. По 
принятому же обозначеню им$емъ: 


1 
Если, поэтому, назвать черезъ < уголъ смежности, то кривизна -— выразится фор- 
[1 


мУлою 
Е *= =й: 


р @ы} 
остается вычислить г. Этотъ уголъ образують дуги большихъ круговъ, нормальныя 
соотвзтетвенно въ Ри © къ кривымъ АА’ и ВБ’, которыя 06 пересЪкаются РО 
подъ прямымъ угломъ. Если Р/[ обозначаеть первую изъ этихъ дугь и. Г-—точку. 
въ которой она перес$каеть кривую ББ’, то разстояе ФГ есть безконечно-малая 
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второго порядка, и, значитъ, можно, при вычислен!и угла е, замфнить большой кругь, 
нормальный въ () большимъ кругомъ, нормальнымъ въ /1, образующимъ съ первымт, 
безконечно-малый уголъ второго порядка; слБдовательно, = есть дополнете угла, подъь 
которымъ большой кругъ Р/ пересЪкаетъ кривую ВБ’. Но мы знаемъ ($ 553), что 
если въ каждой точкЪ$ сферической кривой возставить къ ней нормально дугу боль- 
гого круга и отложить на этихъ дугахъ постоянную длину /, то геометрическое м$сто 
концовъ перес$четъ подъ прямымъ угломъ веЪ эти болыше круги, нормальные къ 
данной кривой; отсюда заключаемъ, что если длина [, отложенная на каждомъ боль- 
шомъ кругЪ, изм$няется отъ одной точки къ другой, то элементъ @4с полученной 
кривой, концы которой соотв$тетвуютъ длинамъ Ги 1—4 отложеннымъ на двухъ 
смежныхъ большихъ кругахъ, составитъ съ большими кругами уголъ, косинусъ ко- 


› 
* 


тораго равенъ -=-. Въ интересующемъ насъ случа двухъ безконечно-близкихъ кри- 


выхъ элементъ 4 можетъ быть замБненъ соотв тетвеннымь элементомъ 45 кривой А.А’, 
который отличается отъ перваго лишь на безконечно-малую второго порядка, и без- 


конечно-малый уголъ =, который можно замфнить косинусомъ его дополнен1я, иметъ 
[и . да: 

выражешемъ -„_; [ здЪеь есть разстояше Р/, равное, какъ сказано выше, -, а Ц 
5} 1 

есть приращете, соотв$тетвующее безконечно-малому изм5неню х.; итакъ, имЪемъ: 


а жы 8 


= Мда, = да аа, ^^. 


т В фа. 


1 
Знаменатель же 45, частнаго 4 СТБ безконечно-малая дуга кривой Д.А’, соотвЪт- 
1 


ствующая приращен1ю 4, параметра, и мы имЪемъ: 








с аьа 4. 
45, к . ы 
Сл$довательно, 
1 
ПР } 
а $1 2 } да. } 
и, значить, 
а.) 
№ у Ам) № 4 
62 до 12 а й: да. 
Такъ же находимъ: 
а (>) 
Зы, р А/М 4№ 
ре РТ 2 да й#, ах’ 


- Эти формулы сообщаютъ радусу кривизны знакъ, по которому можно судить 
о редф кривизны; кривая РО дфлить сферу ва двЪ части: въ одной параметръ «, 
больше, а въ другой меньше, чфмъ для точекъ РФ; кривизна положительна, когда 
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касательный большой кругъь Р/1 находится, въ смежности точки касаня, въ первой 
изъ этихъ двухъ частей, и отрицательна въ противномъ случа». 
$ 557. Формула 
°ь) 
1 й 


б р, И 


2 





можеть быть представлена, подобно такой же формулЪ для плоскихъ кривыхъ, подъ 
виломъ, поддающимся изящному геометрическому истолкован!ю. 
Пусть 4.4’, ВВ’ (черт. 64) будуть дв безконечно-близкя кривыя первой си- 





Черт. 64 


стемы, соотв$тетвующия параметрамъ &,, а, - 4, и СС’, ОО’ —двЪ кривыя второй 
системы, перес$кающия первыя подъ прямымъ угломъ и соотвфтствуюция параме- 
трамъ &,, о, —- @0.. 





ИмъЪемъ: 
__ а 
Е и > р. 3 
да 4 [4 
м а. 4а> (7%) и 
сл5довательно, 
оо —“. 
да -й й. о 


При дифференцировани по «, величина 4« принимается за постоянную: значитъ, 
предыдущее уравнене даеттъ: 


а, 
1. / _ 25— РФ. 


—_-——ы— ——- 


ф 44% 
Такимъ образомъ имфемъ: 
1 _;, 88—Р®. 
Е, ба. да, з 
но 
Ро = а, 08.= 4, 


р, й ’ 
55* 
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и окончательно пишемъ: 


1 _ 5 ФР. 
0 [7 (9Р)(05)? 


эта формула показываетъ, что кривизна дуги @Р равна разности противоположныхь 
сторонъ прямоугольника РОР5, разд$ленной на его площадь. 

$ 558. Ищемъ, въ какомъ вид$ предстанетъ, вь случа сферическихъ ортого- 
нальныхЪъ кривыхъ, соотношеше между производными кривизнъ двухъ кривых вт, 
точк$ ихъ пересВченя, данное въ $8 511-мъ. Оба приведенныя (8$ 51 и 512) нами 
доказательства требуютъ легкихъ изм$невй, и прежде всего нужно, разумЪется, за- 
м$фнить, для перваго доказательства, прямолинейныя координаты полярными: второе, 
напротивъ, не требуетъ другихъ измЪ$нен1й кромЪ введен1я лишняго члена въ первое 
изъ полученныхъ уравненй. Ограничимся вторымъ доказательствомъ. 

Пуеть РАБ (черт. 65) будетъ безконечно-малый прямоугольникъ, составленный 





Черт. 65 


кривыми двухъ системъ, соотвфтствующими значешямъ %,, а, -|- дж, перваго и зна- 
ченямъ а,, а, |-4, второго параметра. Ведемъ черезъ вершины Р, 9, Л, © дуги боль- 
_ шихъ круговъ, касательныя къ сторонамъ этого прямоугольника: получаемъ сфери- 
чесюй восьмиугольникъ ФОРТВО’5Г, площадь котораго изм5ряется избыткомъ суммы 
угловъ надъ 13 прямыми; называя же углы смежности дугъ РА, 95 черезъ в,, =, —- 4, 


и дугь РО, До—черезъ з.,=.--4=,, въ данномъ случаЪ чертежа, когда вс$ кривизны 
положительны, имЪемъ: 


О —=я-:,, и 


О’ =п— в, — 4, Г=* 


® 
—^ 
т 


гд большя буквы обозначаютъ величины угловъ при соотвЪтственныхъ вершинахъ. 
СлЪфдовательно, площадь восьмиугольника измфрится величиною 


— 4=, —4е., 


при чемъ за единицу площади принимается, какъ известно, квадратъ радуса сферы, 
взятаго, по предволожен1ю, за единицу длины. Съ другой стороны, разность между 
восьмиугольникомъ и прямоугольникомъ РОАБ не ниже третьяго порядка (въ дЪй- 
ствительности она—четвертаго порядка), и площадь восьмиугольника можно прирав- 
нять произведеню РО РЕ двухъ изм$рей прямоугольника, т.-е. можно написать: 


=, -|- 4г, = — РО Х РЁ; (1) 
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НО 
№ 
„ РЁ’ 
ео. 9 
05 Ро’ 
откуда 
7 бр” 
: Р% 
5 


и, слЪдовательно, уравнене (1) можетъ принять видъ 





- “ас. ее 9 —- а. Чт. —— РА . РО. р (2) 
Т-е 
/1 м 
4(—) 4 .-) 
та РЕ ^ 1 а(Р ь 
РЕ аа, + . т. ) 4, РО вы) аа, -- -- то 4, =—РВ.РО. (3) 


Но предыдущему же ($ 556) имЪемъ: 


4, == РЕ =°, ($ = = к 
з 


И, ЗНАчитъ, 














а, 
Ой а 
да ^ @а, „: (1 й. 2 д 
8(, 
4(РФ) д (аа \ жж Де й./ 
_ аа ^ 4, \ у ‚= 7 а% 
или ($ 556), наконецъ, 
(РВ) й С ь 
Чо 2 ЛА, в: 
4(Р%) _ 11. 
4х5 =, #5 05 


отсюда заключаемъ, что уравнете (3) принимаетъ видъ 








4(- а(--} 
до. да. (.) 1 4:4. о Ча, Ч, п О. баб. 
а бы, р ВЬС В  фь РРТА, й, } 


сокращая на множитель 4,4, и умножая обЪ части на й.№., находииъ: 


. [1 ] 
Ч (-. Ч (-. в 
`В У т рее | 4 
Г 7 а. Ч | 13 Е ея 0 р? 1, (+) 
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т ‹ 4, бык Ц 4. а [5 
или, въ силу равенствъ т. = 48,, == 4%, 


а (> т 
Ч) А | ст (5) 


Выражая черезь Л радуеъ сферы, принимавиийся нами до сихь поръ за единицу, 
видимъ, что каждая изъ величинъ р,,0., 43,, 45. будетъ раздфлена на № 





‚ и урар- 
нене (5) перейдетъ въ сл5дующее: 
Вас 
Е е. (6) 
4. о 4 Пл 0» [*` 


8 559. Формула (6) можетъ быть такъ преобразована, что будетъ содержать 
только функщи й,,й, и параметры я,, а,. отъ которыхъ онЪ зависяттъ. 
Въ самомъ ДФлЪ, вернемся къ уравнен1ю 


1 3. 
м: Я ее 
г авиа а и = — 1. 


Ча. | о, 


ИмЪфемъ (8 556): 


1 
_Ё. — Й, й 4, 
и О" 
4 
а. ЕВЕ №. и. ; 


и уравнене переходитъ въ 


1 1 2 1 2 
а) ыы вы) 


(ао 
или, послф такихъ же упрошевй, какъ въ 8 513-мъ, 


‚7..6 8). 


дал Мы бы. (7) 











8 560. Такъ какъ функши с в: даютъ законъ (8 556) измфнения разстоян1я 
1 


между двумя безконечно-близкими кривыми, принадлежащими къ одной и той же 
системЪ, то уравнене (7), имфющее м$сто между этими функщями и ихъ производ- 
ными, выражаетъ неявно законъ измФнен!я сторонъ безконечно-малыхъ прямоуголь- 
никовъ, на которые можетъ быть разложена сфера двумя системами ортогональныхъ 
й. 


- р = 1 1 

лий. Лля полученя этого закона явно достаточно замнить въ формулЪ у И - 
т 1 

ихъ выраженями ВЪ функщи безконечно-малыхъ сторонъ этихъ прямоугольниковъ. 
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Пусть РОЛЬ, В ,,..., РРР, 90 0,, ... (черт. 66) обозначаютъ лии двухъ 
системъ, соотв$тетвующихъ значемямъ «а, параметровъ и тфмъ ихъ значен1ямъ. 





Черт. 66 


которыя получаются посл$ безконечно-малыхъ приращенй, равныхъ @4а, для перваго 
и 4%, для второго параметра. Называемъ. какъ прежде, въ случаЪ плоскихъ кри- 
выхъ, черезъ х и у стороны РФ, РР, перваго прямоугольника и обозначаемъ зна- 
комъ 4 изм5нен1е, соотв$тствующее приращению 4х параметра а, и черезъ с изм5- 
нен1е, соотв$тствующее приращеню 4%. параметра а. ИмЪемъ: 


р с 
й. 
а 
у= РР, = ть. 
(1 
@|-- 
О-о аанаь 








4у=Р,Р, — РР, = © 


Я 


(9) Фа. — да. ? 8(. 


1 до. ? 














т д (@2)аа, = дада, 9 
1 





2) 
бу — (6), — аа. аа,” 
в.° 
Подставляя въ уравнеше (7) на мфсто #,,й, и ихь производныхъ значемя, выве- 
денныя изъ этихъ формулъ, и опуская знаменатель 4&,4«,, получаемъ: 


Фх | 59  ауах _ 905 
9 х 3/2 д 





ц_— — у, 
ИЛИ 


242 | у2283у — х’ауах — у1вубх —= — у. (8) 
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Такъ какъ перем$нныя «а, я, приращеня которыхъ опредфляли законъ разм шения 
кривыхъ, образующихъ прямоугольники, произвольны, то и самый этотъ законо 
произволенъ; такимъ образомъ, уравнеше (3) выражаетъ самый обиий законъ упра- 
вляюций сторонами безконечно-малыхъ криволинейныхъ прямоугольниковъ. како 
можно умЪ$стить на сфер$, описанной радусомъ, принятымъ за единицу. 

Если требуется измфнить единицу и представить радусъ сферы черезъ №, то 
х, у, ах, ау, а*х, 4?у, ..., будучи лиюями, должны быть разл$лены на Л, и урав- 
нен1е (8) приметъ видъ 





2‘уа*х -— у?т0°у — х24уах — у?8убх = = | (9) 
Сравнивая это уравнен1е съ соотв$тетвеннымъ уравнетемъ относительно прямоуголь- 
никовъ на плоскости ($ 514). видимъ, что они несовм$стны и что, сл$довательно. 
не существуетъь двухъ поверхностей. одной плоской, другой сферической. покрытыхъ 
одними и тфми же безконечно-малыми прямоугольниками. 

Отеюда легко заключить, что плоская географическая карта неизбЪжно изм%Ъ- 
няетъ отношен1я между длинами лиШй, нанесенныхъ на сферЪ, если ихъ требуется 
представить на ней. 

$ 561. Уравнеше (9) легко повфряется въ томъ случа$, когда ливями одной 
изъ системъ являются больше круги сферы. ДвЪ какля-угодно лини другой системы 
отс$каютъ (8 554) на большихъ кругахъ. къ которымъ онф нормальны, равныя 
длины; раземотримъ, въ этомъ случа, три смежныхъ прямоугольника (черт. 67). 





Черт. 67 


стороны которыхъ входятъ въ формулу; будемъ имЪть: 


Ро. ЧА —=х-- 51, 
РР. =, ду=0, у—0, Р,Р, =Уу-- 4, 
Р.9,=#--4х, Р.0.=1-— за-Р 4х, 
_ и уравнеше (9) приметъ видъ 


гуф т — ?4уйх = — т | (10) 
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Пусть 10 будетъ разетояте точки Р до пересЖченя двухъ большихъ круговъ 
и 4— уголь между ними. ИмЪемъ, очевидно, 


х = Лт 64% 
и, замфчая, что дифференщалъ 4 относится къ одному только измфнен!ю 68, пишемъ: 


) = 849, ау = Ва?6, 
41 == №с0$0460а%, 
Гх — — 0311049? -- [со$0478а4; 


подстановка этихъ значен1й въ уравнен1е (10) обращаетъ его въ тождество. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Всякая сферическая кривая съ постоянною геодезическою кривизною есть кругъ. 

2. Сферическою эвольвентою малаго круга, нанесеннаго на сфер, служитъ винтовая или 
улиткообразная кривая (в6[ее), т.-е. кривая, касательныя къ Боторой составляютъ постоянный уголъ 
съ неподвижною прямою. 

3. Если назвать черезъ 9 разстоян1е точки сферической кривой до неподвижнаго полюса, 
находящагося на сферЪ, ин черезъ р разстояне этого полюса до касательной дуги большого круга, 
го геодезическая кривизна выразится формулою 


1 _ зар 
р 51999 _ 


4. Называя сферическимъ эллипсомъ такую кривую, нанесенную на сферЪ, что сумма раз- 
стой каждой изъ ея точекъ до двухъ неподвижныхъь точекъ постоянна, замфчаемъ, что каса- 
тельная къ сферическому эллипесу дуга большого круга образуетъ въ каждой точк$ равные углы съ 
радлусами-векторалиг, исходящими изъ фокусовъ, п что геодезическая кривизна пропорщюональна 
кубу синуса этнхъ угловъ, 

5. Локсодром1я представляетъь такую кривую, нанесенную на сфер, которая пересЪкаетъ 
меридланы, исходяпие изъ одной точки, подъ постояннымъ угломъ; геодезическая кривизва Въ 
каждой точкз выражается формулою 

1 _ ЗЩУ 


р 42159’ 





гдЪ У обозначаетъь постоянный уголь, составляемый локсодромей съ меридланами, а 9— разстолн!е 
разсматриваемой точки до полюса, черезъ который проходятъ вс меридавы. 


= ——ыд„ыы——„—_——дщ—————щ- 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ 


Соприкасающаяся плоскость кривой двоякой кривизны 


ОПРЕДЪЛЕНТЕ СОПРИКАСАЮЩЕЙСЯ ПЛОСКОСТИ 


5 562. Линя, точки которой не всЪ расположены въ одной плоскости, называется 
кривою двоякой кривизны; она имфетъ, въ каждой точкЪ, касательную, которая, въ 
смежности съ точкою касаюя, удаляется отъ нея безконечно менЪе, чфмъ всякая 
другая прямая, проходящая черезъ ту же точку. Обращая внимаые на это отличи- 
тельное свойство касательной, приходимъ къ вопросу, существуетъ ли между всфми 
плоскостями, проходящими черезъ данную точку кривой, одна такая, которая удаляется 
отъ кривой безконечно мене, чфмъ веф друпя. Такая плоскость существуетъ всегда; 
ее называютъ соприкасающеюся плоскостью кривой въ разсматриваемой точкЪ. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть М (черт. 68) будетъ какая-нибудь точка кривой двоякой 


Т 
Р 


М! 
Черт. 68 


кривизны и М'— другая точка на той же кривой, безконечно-близкая къ первой. Если 
мы примемъ ММ’ за безконечно-малую перваго порядка, то легко видЪть, что разстоян!е 
точки М до всякой плоскости, проходящей черезъ точку М ине содержащей каса- 
тельной, есть безконечно-малая перваго порядка. ДЪйствительно, такая плоскость обра- 
зуеть съ ММ’ конечный уголъ, и ея разстояне до точки М’, равное произведеню ММ! 
на синусъ этого конечнаго угла, очевидно, того же порядка, что и ММ. 

Когда разсматриваемая плоскость содержитъь касательную МТ въ точкЪ М, то 
она образуеть съ ММ’ безконечно-малый уголъ, и ея разстоян!е до точки М’ есть 
безконечно-малая относительно ММ и притомъ, вообще, второго порядка; въ самомъ 
дВл, извфетно (8 10), что разстояще точки М’ до касалельной МТ— второго порядка, 
а разетояне той же точки М’ до плоскости, проходящей черезъ МТ, равно произве- 
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ден1ю этого перпендикуляра М'Р на синусъ угла, образуемаго плоскостью съ линею М’Р; 
значитъ, оно-— второго порядка, какъ и МР, всяюмй разъ какъ разематриваемая пло- 
скостЕ образуетъ съ этою лин1ео конечный уголъ, и поэтому, чтобы оно было порядка 
вРиц^ В”орого, нужно, чтобы плоскость составляла съ М’Р безконечно-малый уголъ, 
т.-е. чхобы она была предфломъ плоскости, проходящей черезъ касательную МТ и 
черезт. точку М’. 

Соприкасающеюся плоскостью въ точкз М будетъ, по предыдущему, предёлъ 
плоскости, проходящей черезъ касательную въ М и черезъ точку 2 кривой, безко- 
нечно-близкую къ 1. Короче и также вполнЪ правильно можно сказать: соприкасаю- 
щаяся плоскость кривой, въ какой-нибудь точкЪ, есть плоскость, проходящая черезъ 
касательную и черезъ безконечно-близкую точку кривой. ДЪйствительно, безконечно- 
близкая къ М точка есть (8 13) подвижная точка, безпред$льно приближающаяся къ 
точкз /[, и содержащая ее плоскость является предфломъ плоскости, проходящей че- 
резъ точку все боле и болБе сближенную съ начальною. 

$ 563. Соприкасающуюся въ точк$ плоскость кривой можно разсматривать какъ 
предЪлъ плоскости, проведенной черезъ касательную въ этой точк$ параллельно без- 
конечво-близкой касательной. 

Чтобы установить согласе этого опредфлеюмя съ предыдущимъ, проектируемъ 
кривую на плоскость, перпендикулярную къ касательной въ разсматриваемой точк$ 11 
(черт. 69). Пусть Р будеть проекщею точки М и Р’— проекшею точки '. СлЪдъ 





Черт. 69 


плоскости, проведенной черезъ касательную въ М и черезъ точку №, есть РР’; ел$дъ 
плоскости, проведенной черезъ МР параллельно касательной въ М’, проходитъ черезъ 
точку Р и параллеленъ проекщи этой касательной, т.-е. параллеленъ касательной къ 
кривой РР’ въ точк$ Р’. Для обоихъ этихъ слфдовъ, очевидно, общимъ предЪломъ 
является касательная въ Р къ кривой РР’, и, слЪдовательно, оба опред$лен1я соприка- 
сающейся плоскости согласуются другъ съ другомъ. 

Предыдущее доказательство могло бы, весьма естественно, повести къ неточному 
слфдетв1ю, которое важно отм$фтить съ цфлью показать, съ какою осторожностью сл$- 
дуетъ вести разсуждешя при изучени вопросовъ, касающихся порядка безконечно- 
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малыхъ. Принимая дугу М на предыдущемъ чертеж за безконечно-малуто перваго 
порядка, видимъ. что дуга РР’ проекщи — второго порядка, и такъ какъ, вообще. 
разстоян1е конца безконечно-малой дуги до касательной, проведенной черезъ друтой 
конецъ, одного порядка съ квадратомъ этой дуги, то разстояме точки Р’ до каеа- 
тельной въ точк$ Р кривой РГР’, казалось бы. должно выйти четвертаго порядка. 
Такъ какъ это разстояе. очевидно, является разстоянемъ точки И’ до соприкасато- 
щейся плоскости въ 1/Г. то и выходитъ. что соприкасающаяся плоскость въ точкЪВ 17 
находится на безконечно-маломъ разстоянш четвертаго порядка отъ расположенной 
на кривой точки М’, безконечно-близкой къ 11; но такое заключевне не точно: раз- 
стоян1е точки 4/’ до соприкасающейся плоскости въ 4/ только третьяго порядка, какъ 
будетъ доказано дал$е. Разсужденио, по которому оно выходитъ четвертаго порядка, 
недостаетъ строгости, потому что къ точкЪ Р кривой РР’ приложено общее правило, 
относящееся къ какой-угодно точкЪ кривой, тогда какъ эта точка — особенная, гдЪ 
кривая, очевидно, представляетъ возвратъ и имфетъ безконечно-огромную кривизну. 

8 564. Принимая в’ь разсчетъ возможность исключительныхъ случаевъ, мы рав- 
нымъ образомъ пришли бы на предыдлущемъ чертежЪ къ ошибочному заключен1ю отно- 
сительно разстоян1я между двумя безконечно-близкими касательными. 

Дъйствительно, кратчайшее разстоян1е между касательными въ 1 и въ //' равно 
разстоян1ю точки Р до касательной къ кривой РР’ въ точк$ Р’. Это разстояше должно, 
казалось бы, выйти одного порядка съ квадратомъ РР”, т.-е. четвертаго порядка. 
Однако же, это не такъ: оно, какъ мы увидимъ, третьяго порядка, и нашему разсу- 
жденю, подобно предыдущему, недостаетъ строгости, потому. что точка Р на кри- 
вой РР’— особенная точка, гдф кривизна безконечно-велика. 

$ 565. Иногда соприкасающуюся плоскость кривой опредфляютъ, какъ содержа- 
шую три безконечно-близкя точки кривой. Покажемъ, что это опредфлеше согла- 
суется съ двумя предыдущими. 

Пусть М, М, М” (черт. 70) будутъ три безконечно-близмя точки кривой, раз- 





Черт. 70 


стоян1я между которыми мы примемъ за безконечно-малыя перваго порядка. Нужно 
доказать, что плоскость, проходящая черезъ эти три точки, имфетъ тотъ же предЪлъ, 
что и плоскость, содержащая касательную МТ въ М и точку М'. ДЖйствительно, об% 
плоскости перес$каются по ММ’, и если бы онЪ составляли между собою конечный 
уголъ, то точка Л[”, расположенная на одной изъ нихъ на безконечно-маломъ раз- 
стоянм второго порядка отъ пересфченмя, находилась бы на беконечно-маломъ раз- 
стоянии второго порядка отъ другой; но этого нЪтъ, такъ какъ разстояне точки М” 
до соприкасающейся плоскости въ М/— порядка выше второго, и если повернуть эту 
соприкасающуюся плоскость на безконечно-малый уголъ вокругь МГ до совпадешя 
съ ТММ, то измвнеше разстоян!я до М" будетъ, очевидно, порядка выше второго. 
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Итакъ, невозможно, чтобы плоскости 1ТММ', ММ'М" составляли между собою конечный 
уголъ; слБдовательно, онЪ совпадаютъ въ пред$лЪ. 

$ 566. Когда при изучени фигуры требуется обратить внимане на направлен1я 
прямыхъ лин, входящихъ въ эту фигуру, не заботясь объ ихъ абсолютномъ поло- 
жени въ пространств, то ихъ выгодно замЪнить соотв$тственно параллельными ли- 
н1ями, проведенными черезъ какую-нибудь одну произвольную точку пространства; 
далБе, для изучен1я пучка этихъ параллелей можно поел5дная пересечь сферою изъ 
его вершины, какъ центра, ‘рад1усомъ. равнымъ единиц®; такимъ образомъ, каждому 
направлению будетъ соотв$тетвовать точка сферы. Нрямыя, параллельныя одной и 
той же плоскости, будутъ соотв$тетвовать различнымъ точкамъ большого круга, ко- 
торый можно принять какъ за эту плоскость, такъ, разумЪется, и за всякую другую, 
ей параллельную. | 

Если этотъ способъ представления, часто употребляемый Гауссомъ, примфнить 
КЪ касательнымъ кривой двоякой кривизны, то каждая изъ нихъ будетъ предста- 
влена на сферЪ точкою; непрерывная кривая, служащая геометрическимъ м$етомъ 
этихъ точекъ, названа Полемъ Серре сферическою индикатрисою данной кривой. 

Такъ какъ сферическая индикатриса, указывая направленя касательныхъ, ни- 
чего не даетъ относительно ихъ абсолютнаго положетя, то ея недостаточно для опре- 
дфленя соотв$тетвенной кривой. Такъ напр., если сферическая индикатриса кривой 
есть большой кругъ, то соотв$тетвенною кривою будетъ всякая плоская кривая, 
плоскость которой параллельна плоскости этого большого круга. Значитъ, одной 
индикатрисы недостаточно при полномъ изучении кривой, но она можетъ, чему мы 
сейчасъ приведемъ примЪры, значительно упростить доказательство многихъ важныхъ 
теоремъ. 

Прежде всего, легко видЪть, что сферическая индикатриса кривой можетъ слу- 
жить для опредфлемя соприкасающихея плоскостей поелЪ$дней. ДЪйствительно, сопри- 
касающаяся плоскость есть предёлъ плоскости, параллельной двумъ безконечно-близ- 
кимъ касательнымъ; эта же послфдняя, будучи, очевидно, параллельною плоскости 
большого круга, соединяющаго точки индикатрисы, соотвфтетвующия упомянутымъ 
касательнымъ, имфетъ предфломъ плоскость, параллельную плоскости большого круга, 
касательнаго къ сферической индикатрис$. 

Такимъ образомъ, соприкасаюпияея плоскости кривой параллельны плоскостямъ 
большихъ круговъ, касательныхъ къ сферической индикатрис$. 

Поэтому уголъ между двумя соприкасающимися плоскостями, проведенными въ 
двухъ безконечно-близкихъ точкахъ, являетея кривизною соотвЪтственной безконечно- 
малой дуги сферической индикатрисы ($ 545). Отсюда заключаемъ, что если отбро- 
сить безконечно-малыя второго порядка, то этотъ уголъ явится удвоеннымъ угломъ 
между одною изъ соприкасающихся плоскостей и плоскостью, проведенною черезъ 
одну изъ касательныхъ параллельно другой. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть РР’ обозначаетъ безконечно-малую дугу сферической инди- 
катрисы; плоскость большого круга РР’, служащаго для этой дуги хордою, параллельна 
двумъ касательнымъ данной кривой, которыя соотвфтетвують точкамь Ри Р. и 
углы, образуемые имъ съ большими кругами, касательными въ Ри въ Р’, соста- 
вляютъ (8 547) половины угла между этими двумя большими кругами. 
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8 567. Соприкасающаяся плоскость кривой образуетъ съ касательного въ птоко- 
нечно-близкой точк$ безконечно-малый уголъ второго порядка. 

Раземотр5 не сферической индикатрисы дфлаетъ эту теорему. такъ сказать. ото- 
видною. ДЪйствительно. уголъ между прямою и плоскостью есть разстоян1е точки 
сферы. представляющей прямую. до большого круга, представляющаго плоскость, и, 
значитъ, высказанная теорема равносильна слфдующей: большой кругъ, касательцый 
къ сферической индикатрис$ въ какой-нибудь ея точк$, находится на безконечно- 
маломъ разстояви второго порядка отъ безконечно-близкой точки индикатрисы. 

$ 568. Изъ предыдущей теоремы, очевидно, вытекаетъ, что перес$чене сопри- 
касающейся плоскости съ безконечно-близкою касательною является, въ предЪлЪ, 
точкою прикосновеня касательной; разсмотримъ, въ самомъ дфлЪ, соприкасающуюся 
плоскость въ точкф Л/ и касательнуто въ точк М’, безконечно-близкую къ М: такъ 
какъ 11’ —перваго порядка. то разстояне ЛГР точки ДТ до соприкасающейся пло- 
скости въ М есть безконечно-малая порядка выше второго. Если же назвать черезъ 6 
уголъ этой касательной съ соприкасающеюся плоскостью, то разстояне ея пересЁчен1я 


И! 


й М'Р 
съ этою плоскостью до точки ДГ будетъ равно й И, слфдовательно, явится безко- 


нечно-малою, такъ какъ 6— второго порядка. 

$ 569. Касательная къ кривой двоякой кривизны есть пред$лъ пересЪчен1я двухъ 
безконечно-близкихъ соприкасающихся плоскостей. 

ДЪйствительно, такъ какъ всякую соприкасающуюся плоскость представляетъ 
на сферБ большой кругъ, касательный къ сферической индикатрисЪ, то перес5чене 
двухъ безконечно-близкихъ соприкасающихся плоскостей будетъ представлено пересЪ- 
чен1емъ двухъ большихъ круговъ, касательныхъ въ двухъ безконечно-близкихъ точкахъ 
индикатрисы, т.-е., въ предЪлЪ, самою точкою индикатрисы. Такимъ образомъ, пере- 
сфчеше двухъ соприкасающихся плоскостей имфетъ пред$льнымъ направленемъ на- 
правлен1е касательной къ кривой, и такъ какъ оно проходить черезъ точку перес*- 
ченя одной изъ плоскостей съ касательною, содержащеюся въ другой, а эта точка 
по предыдущему параграфу совпадаетъ въ пред$л$ съ точкою прикосновен1я послЪд- 
ней, то касательная и предфльное перес$чене соприкасающихся плоскостей пред- 
ставятъ параллельныя прямыя съ общею точкою и, сл$довательно, взаимно совпа- 
даюпая. 

$ 570. Всякая точка кривой двоякой кривизны есть предфлъ пересЁчен1я трехъ 
безконечно-близкихъ соприкасающихся плоскостей. 

Съ перваго взгляда кажется, что эту теорему можно разсматривать, какъ не- 
посредственное слБ5дстве двухъ предыдущихъ. 

Въ самомъ дБлЪ, перес$чене трехъ безконечно-близкихь соприкасающихся пло- 
скостей можно разсматривать, какъ перес$чене одной изъ нихъ съ прямою перес$- 
чен1я двухъ другихъ, которая является (8 569) касательною къ кривой и пересВчене 
которой съ смежною соприкасающеюся плоскостью совпадаетъ, въ пред$лЪ, съ точкою 
ея прикосновения. 

Но подобное разсуждене вовсе не отличается строгостью. 

ДЪйствительно, пересчеше лвухъ соприкасающихся плоскостей не есть каса- 
тельная къ кривой, а прямая, имБющая предфломъ касательную; поэтому, когда въ 
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предыдущемъ разсуждении мы разсматриваемъ пересчете двухъ соприкасающихся 
плоскостей, какъ касательную къ кривой, мы это пересБчене замфняемъ его предф- 
ломъ, подвергая его безконечно-малому перем$щен!ю. Когда же идетъ дЪло объ опре- 
дЪлени перес$чен1я двухъ безконечно-близкихъ прямыхъ, то безконечно-малое измЪ- 
нен!е въ положен одной изъ нихъ можетъ переместить на конечную величину ея 
пересчете съ другою или даже иногда привести къ полному исчезновению послЗдняго. 

Значитъ, нужно доказать прямо, что пересБчете трехъ безконечно-близкихъ 
соприкасающихся плоскостей есть точка кривой. 

Изъ разсмотр$н1я сферической индикатрисы тотчасъ видно, что Перес чене ДВУХЪ 
изъ нихъ образуетъ съ третьею безконечно-малый уголъ второго порядка. Въ самомъ 
дЪлБ, это равносильно выраженю, что когда три большихъ круга касаются сфери- 
ческой индикатрисы въ безконечно-близкихъ точкахъ, то пересБчен1е двухъ изъ нихъ 
находится на безконечно-маломъ разстоянши второго порядка отъ третьяго. 

Когда прямая образуетъ съ плоскостью безконечно-малый уголъ второго порядка, 
то точка этой прямой, разстояне которой до плоскости есть безконечно-малая порядка 
выше второго, неизб5жно находится на безконечно-маломъ разстояни отъ пересЪченя 
прямой и плоскости. Но общая точка трехъ соприкасающихся плоскостей есть пере- 
с5чене третьей изъ этихъ плоскостей съ прямою, по которой перес$каются двЪ первыя; 
поэтому, если мы найдемъ на этой прямой точку, разетоян1е которой до третьей со- 
прикасающейся плоскости представитъ безконечно-малую третьяго порядка, то такая 
точка будетъ безконечно-близка къ общей точк$ трехъ соприкасающихся плоскостей, 
съ которою она въ предлБ совпадетъ. ПересБчене первой соприкасающейся плоскости 
съ касательною, лежащею во второй, есть какъ разъ точка, удовлетворяющая этому 
услов!ю. ДЪйствительно, она лежитъ на пересЪчени двухъ первыхъ соприкасающихся 
плоскостей, и ея разстояюе до третьей есть безконечно-малая порядка выше второго, 
такъ какъ эта точка расположена на касательной на безконечно-маломъ разстояни 
отъ точки касакя и, слФдовательно, также на безконечно-маломъ разстояни отъ пере- 
сЪченя той же касательной съ третьею соприкасающеюся плоскостью, образующею 
съ послЪдней безконечно-малый уголъ второго порядка. Эта точка, совпадающая въ 
предёлф съ пересБченемъ трехъ соприкасающихся плоскостей, совпадаеть также, 
очевидно, съ точкою, въ которой они касаются кривой, и совпадене этихъ точекъ 
въ предфл$ является такимъ образомъ доказаннымъ. 


ОГИБАЮЩАЯ ПОВЕРХНОСТЬ СОПРИКАСАЮЩИХСЯ ПЛОСКОСТЕЙ 


$ 571. Соприкасаюцияся плоскости кривой двоякой кривизны огибаютъ разверты- 
вающуюся поверхность, которая является геометрическимъ м$стомъ ихъ послФдова- 
тельныхъ перес5ченй, и такъ какъ, по предыдущимъ теоремамъ, пересБчене двухъ 
безконечно-близкихъ соприкасающихся плоскостей есть касательная, то мы можемъ 
заключить, что геометрическимъ м$стомъ касательныхъ къ кривой двоякой кривизны 
будетъ развертывающаяся поверхность, касательныя плоскости которой представляютъ 
соприкасаюнияся плоскости кривой. 

Когда прямыя сл$дуютъ въ пространств$ одна за другою по нфкоторому непре- 
рывному закону, он$ образуютъ вообще линейчатую неразвертывающуюся поверхность. 
касательная плоскость которой не одна и та же вдоль производящей. Изъ предыду- 
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щаго вытекаетъ, что таюя прямыя, вообще, не будутъ касательными къ одной н 
той же кривой и не имБютъ огибающей кривой. Существуетъ, поэтому, необходямос 
услове, чтобы прямыя, слфдующия одна за другою по данному закону, были каеа- 
тельными къ одной и той же кривой, и мы должны изучить это чрезвычайной важ- 
ности услове. 

Изъ геометрии мы тотчасъ узнаемъ, что если прямыя касательны къ одной и 
той же кривой, то кратчайшее разстоян!е каждой изъ нихъ до безконечно-близкой 
прямой есть безконечно-малая порядка выше перваго, при чемъ за безконечно-малую 
перваго порядка принимается, понятно, изм$нене параметра, посл$довательными зна- 
чешями котораго опред$ляютея вс наши прямыя. 

Въ самомъ дЪлЪ, если прямыя касательны къ одной и той же кривой, то точка 
касашя какой-нибудь одной изъ нихъ съ кривою имфетъ, для каждаго значения раз- 
сматриваемаго параметра, опред$ленное положете. Поэтому разстояюше двухъ безко- 
нечно-близкихъ точекъ касан1я будетъ одного порядка (8 4) съ разностью соотв$т- 
ственныхъ Параметровъ, т.-е. перваго порядка, и кратчайшее разстояне между двумя 
касательными, будучи меньше разстояюмя одной изъ нихъ до точки касавн!я другой, 
очевидно, является безконечно-малою относительно разсетояюмя между ихъ точками 
касан1я и, слБдовательно, безконечно-малою порядка выше перваго. 

Обратно, чтобы прямыя были касательны къ одной и той же кривой, доста- 
точно, чтобы кратчайшее разстоян!е каждой изъ нихъ до безконечно-близкой прямой 
было безконечно-малою порядка выше перваго. ДЪйствительно, разсмотримъ на каждой 
прямой точку, въ которой измфряетея ея кратчайшее разстоян1е до безконечно-близ- 
кой прямой; геометрическое м$ето этихъ точекъ есть кривая, и разстоянме между 
двумя изъ нихъ, Ои 0’, расположенныхъ на безконечно-близкихъ прямыхъ, Аи /', 
одного порядка (8 4) съ разностью параметровъ, соотв$тетвующихъ этимъ прямымъ, 
т.-е. перваго. СлЪдовательно, это разстояне безконечно-велико относительно перпен- 
дикуляра, опущеннаго изъ какой-нибудь одной изъ этихь точекъ на прямую, прохо- 
дящую черезъ другую. такъ какъ этотъ посл$днй, измфряюций, по предположен!ю, 
кратчайшее разстояне, есть безконечно-малая порядка выше перваго. Отсюда выте- 
каетъ, что прямая ОО’ образуетъ безконечно-малые углы съ каждою изъ пря- 
мыхъ Аи А’, и, значитъ, эти прямыя касательны къ кривой, представляющей гео- 
метрическое м$ето точекъ Ои 0’. 

$ 572. Когда прямыя заданы своими уравнемями, то легко можно выразить, 
не прибфгая къ выражению ихъ кратчайшаго разетоявйя, что он касательны къ 
одной и той же кривой. 

Пусть 


&—а2--р, | 
у=ё-а | о 


будуть уравненя перемфщающейся прямой, при чемъ а, 6, р, 4—данныя функщи отъ 
одного общаго параметра о; если эта прямая постоянно касательна къ кривой, ко- 
ординаты х, 7,2 точки касавя должны удовлетворять не только уравнешямъ (1), но 
еще и уравнетямъ безконечно-близкой прямой, если отбросить въ нихъ безко- 
вечно-малыя. порядка выше второго. ДФйствительно, касательная проходить на без- 
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конечно-маломъ разстояни второго порядка отъ точки касан1я безконечно-близкой 
касательной. Такимъ образомъ имЪемъ: 





х = (а-- 4а)2- р 4, \ 


2 
и= (®- 46) 2 +а-+аа, | и 
и. слфдовательно. въ силу уравневий (1), 
0 — 24а -- ар, 
д (3) 


0 — 246 -—- 44. | 





Казалось бы, по самому ходу доказательства, что уравнен1я (3) должны удовле- 
творяться только при томъ условии, если пренебречь безконечно-малыми порядка выше 
перваго, но мы сейчасъ покажемъ, что уравнен1я (3) должны быть при этомъ строго 
точны; въ самомъ дфлЪ, такъ какъ а, 6, р, функщи параметра а, то 4а, 4, ар, а4 
пропорцональны ({, и, опуская этотъ множитель, мы получимъ уравнемя между 
конечными количествами, об$ части которыхъ не могутъ различаться на безконечно- 
малую величину, не будучи въ то же время строго равны между собою. 

Уравнения (3) для своей совмфетимости требуютъ равенства 

14 д 

НЕ о 
Юели это услове выполнено. то можно удовлетворить уравнепямъ (1) н (3) и найти, 
на каждой прямой, точку, разетояне которой до смежной прямой представляло бы 
безконечно-малую порядка выше перваго. Геометрическое м$ето такихъ точекъ есть, 
очевидно, кривая, касательная ко вс$мъ даннымъ прямымъ. 

$ 573. По предыдущему достаточно, если въ систем прямыхъ кратчайшее раз- 
етоянте между двумя смежными прямыми представляетъ безконечно-малую порядка 
выше перваго, чтобы прямыя вышли касательными къ одной и той же кривой; но 
Букэ (Вочдие мы обязаны любопытнымъ замфчанемъ. что это кратчайшее раз- 
стояне всегда точно третьяго порядка, и невозможно, чтобы оно было второго. 

ДЪйствительно, такъ какъ уравненя двухъ смежныхъ прямыхъ будутъ 


= ар. у=0=-— Ц, 
в = (а-рАе--р--Ар, у=(6-- 46). 9-44, 


то ихъ кратчайшее разстояще, по формуламъ аналитической геометрли, выразится 
черезъ 


лаА9 — АБАр 5 
—=—= =——— (1) 
У (да)? - (16 + (аА9 — ЗАру 





знаменатель всегда перваго порядка, числитель. вообще, второго. и, слфдовательно, 
кратчайшее разстояше, вообще, перваго порядка, и не существуетъь кривой, къ которой 
данныя прямыя были бы касательными. 

Но числитель кратчайшаго разетоян1я можетъ, въ н$которыхъ случаяхъ, выйти 
безконечно-малымь порядка выше второго, и тогда прямыя будутъ касательными къ 
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одной и той же кривой. Мы сейчасъ докажемъ. что въ такомъ случа онъ точно 
четвертаго порядка и что, слБдовательно, кратчайшее разстояне—третьяго. 
Въ самомъ дфлЪ, имфемъ (8 276): 


да= а-- Фа @а-- ... 
= -- 9% - ... 
Ар = ар -- 5.4 | 4 --:.., 
44=4а- 5 -- + @а-- я 
и, сл5довательно, 
ЛаАа — АбАр = (ааа — абар) —— > (Фаа4 —= 49а — 4?6ар — 4ра5) - а 


при чемъ не выписанные члены— порядка выше третьяго; кромЪ того ясно, что второй 
членъ второй части есть дифференщшалъ перваго. Если, поэтому, послфдейй равенъ 
нулю, то и второй также равенъ нулю, и для выражен1я первой части остаются члены 
не ниже четвертаго порядка. Легко при этомъ доказать, что членъ четвертаго по- 
рядка не исчезаеть никогда, если только не разсматривается случай плоскихъ кри- 
выхЪъ. гдф кратчайшее разстояне между двумя касательными строго равно нулю. 
ДЪйствительно, члены четвертато порядка будутъ 


е (ааа -= Фааа — @6ар — Фраь) — т (42а? — а?6а?р). 
Допустимъ, что ихъ сумма равна нулю; по аобаевь, имЪемъ: 
ааа —- а?4аа — 4?ъар — а?раф = 0, „ (2) 
откуда посредствомъ дифференцировамя 
ааа —— а3а4а — фар — араб = 24а264?р — ?а?д. (3) 
Поэтому услове, чтобы сумма членовъ четвертаго порядка равнялась нулю, будетъ 


а — Ф5а?р = 0, 
ИЛИ | 
Фр __ 44: 
фа 4’ (+) 








Это уравнеше выражаетъ, что кривая—плоская. Въ самомъ дёлЪ, уравнея (3) ($ 572) по- 
средствомъ дифференцированя даютъ: 


р — — 24а — дааг, | 
44 — — 2426 — афа2, 
я уравнене (4) принимаетъ, такимъ образомъ, видт, 


а _ 2 
ая ‘4’ 
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ИЛИ 
Ида = 4146; 


слЪдовательно, 14а и 146 имфютъ постоянную разность, и отношене = постоянно. 
Обозначая его черезъ А, имЖемъ: 

Ча — Е4б: 
значить, 

а = пб -Р Ь, (5) 
гдф [— постоянная. 

Это уравнене выражаетъ, что прямыя параллельны одной и той же плоскости, 

И ясно, что въ такомъ случаЪ онф могутъ быть касательными къ кривой только 
тогда. когда вс расположены въ одной плоскости. Это же можно доказать и анали- 
тически, замБчая, что ах, ау и 42 пропоршональны а, 6 и1, и что, елдовательно, 


ах —= вау 14>, (6) 
откуда 
в = Ку 12-—- №, (7) 


гдЪ М — постоянная. Уравнеше (7) представляетъ плоскость, въ которой лежитъ кри- 
вая, геометрическое место точекъ ф. у, =. 


УРАВНЕН1Е СОПРИКАСАЮЩЕЙСЯ ПЛОСКОСТИ 


8 574. Зная уравнен1я кривой, не трудно найти въ любой ея точкЪ уравнене со- 
прикасающейся плоскости. Пусть х. у, 2 будутъ координаты разематриваемой точки; 
[, и, «—координаты какой-угодно точки соприкасающейся плоскости; эта посл$дняя, 
проходя черезъ точку т, у. г, иметъ уравнеше вида: 


А(Е— 2) Би Со—а=о0. (1) 


Для опредЗленя А, В, С выражаемъ, что разстоян!е этой плоскости до точки Л, 
безконечно-близкой къ Ми взятой на кривой, есть безконечно-малая третьяго по- 
рядка; называя черезъ х-—- Ах, у-- Ау, 2--А=з координаты точки М’, имфемъ для ея 
разетоявя до плоскости выражене 


Ад» — ВАу-- СА 
У 4* + В -- 0’ 











и такъ какъ А, Б, Сконечныя количества, то достаточно выразить, что числитель 
обращается въ нуль, когда отбрасываемъ безконечно-малыя порядка выше второго. 
При такомъ предположеви (8 276) пм$емъ: 


ле —=аз-- д | 
Ау = 9-5 4, (2) 
Аг. = Е а? 
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Значитъ, чтобы исчезли вс$ члены перваго порядка. должно быть: 
Аах-- Бау-— Саг = 0; (3) 
также, для исчезновеня членовъ второго порядка, имфемъ: 
Аа?х — ВФу- С4?*г = 0. (4) 


Изъ уравневй (3) и (4) выводимъ: 


до - а, О № (5) 
Чу“ — аг`у — а2фх — аха?=  ахФу — дух ° 5 


Въ уравненйи (1) можно 4, ВБ, С замнить пропорпональными имъ выражен!ями. и 
слЪдовательно, уравнене соприкасающейся плоскости будетъ 


9 


(+ — 2)(ауа*= — аг4?у) -- (и — у)(4га?х — аха?*2) -- (‹ — 2)(аха?у — ауа?х) =0. (6) 


Выборъ независимой перем$нной, остающейся вполнф произвольною, вмяетъ, оче- 
видно, на члены этой формулы, не изм$няя, однако, конечнаго результата. 

$ 575. Чтобы дать приложен1е предыдущей формулы, поищемъ соприкасающуюся 
плоскость ребра возврата данной развертывающейся певерхности. Мы знаемъ ($ 571), что 
такая плоскость есть именно касательная плоскость къ поверхности, и этотъ известный 
результать, найденный снова при помощи нашихъ формулъ, послужить для нихъ 
лишнимъ подтвержденемъ. 

Пусть 


2е(а) -- ув (а) | 2Р(а) == = (а) (1) 
будетъ уравнене подвижной плоскости, въ которой « обозначаеть перем5нный пара- 


метръ; развертывающаяся поверхность, огибающая этой плоскости, выразится урав- 
непемъ (1) и его производною по @ 


р (а) -- 99 (а) Е 2Р'(а) = = (а), (2) 
а ребро возврата поверхности — двумя уравнетями (1) и (2) и уравненемъ 
ге" 2Е" (а) = 5" (4), (3) 


производною отъ (2) по а. 
Чтобы найти соприкасающуюся плоскость кривой, представленной уравнен1ями 
(1), (2) и (3), нужно изъ этихъ уравнен!й вывести ах, 4у, 42, 4*х, Фу, 4*2 и полученныя 
значен!я подставить въ уравнеше соприкасающейся плоскости. При двукратномъ 
дифференцировави уравнетя (1) члены, происходяще отъ изм$5нен!1я х, исчезаютъ 
въ силу уравнений (2) и (3), и мы имЪемъ: 


аз (а)-—- дуб (а) -аг Ро) =0, 
ту (а) -|- Чу (а) -- Ф2Е (о) = 0, 
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откуда заключаемъ: 


ахфу — ду4?х __ ауа?2 — а24у __ а2фх — ахде 
(с) м Ф(а) ее (а) 


и, слдовательно, уравнен1е соприкасающейся плоскости будетъ 
(1—2) 2) (и— у) (а)--&—ЭЕа)=о, 
или, въ силу уравнения (1). 
12 (в) | ив (а) 5% (а) == =(а), 


что какъ разъ мы и должны были найти. 
$ 576. Какъ второе приложене, отышщемъ соприкасающуюся плоскость винто- 
вой лиши. Подъ винтовою лимею мы разум$емъ кривую, нанесенную на цилиндрЪ 
и при развертывати посл$дняго переходящую въ прямую лийю. Каково бы ни было 
прямое сБчете цилиндра, оно переходить при развертыван!и въ прямую линю. къ 
которой вс$ производяпия перпендикулярны, и если за начало винтовой ли и при- 
нять точку на этомъ прямомъ сфченш, то координаты развернутой винтовой линии, 
отсчитанныя на производящихъ, будутъ, очевидно. пропоршональны абециссамъ, 
отсчитаннымъ на прямомъ сфчении, т.-е. дугамъ посл$дняго. оканчивающимся у ихъ 
основан1я. Если, поэтому, назвать черезъ $ дугу прямого сЪБчешя и координаты хиуи 
его точекъ, взятыя по двумъ осямъ въ его плоскости. выразить посредствомъ ура- 
вневй 
1—9($), | 


у — 55). | и 


то, беря за ось 2—овъ линю, параллельную производящимъ цилиндра, и называя 
черезъ 2 ординату точки винтовой лини, проектированную въ точку х, у прямого 
с$чешя, будемъ имЪть: 

2 — 7$, (2) 


ТДЪ т-—_постоянная, равная котангенсу угла, подъ которымъ винтовая липя пере- 
сфкаетъ производящая. Функщи © и % не произвольны, мы Должны имФть: 


427 —- 4? — 45°, (3) 
и, слфдовательно, 


95-95 = 1. (3) 


Если за независимую перем$нную принять $, то уравнетя (1) и (2) дадутъ непо- 
средственно коэффищенты уравнен1я соприкасающейся плоскости. Им$емъ: 


ах == © (5) 4$, 
ау= 6) 4, 
2 == 14$, (5) 


фт — ©"(5) 45° | 
Фу — у" (5) 43°, 


42: — 
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и, значитъ, находимъ, опуская множитель 45°, сл6дующее уравнеше соприкасающейся 
плоскости: 


(— 3) т") — (и— Ут") —2) [@6)'6)— 6) =0 (6) 


Не трудно замфтить, что эта плоскость содержитъ нормаль къ цилиндру и перес5- 
каетъ, такимъ образомъ, послБ5дый подъ прямымъ угломъ. ДЪйствительно, нормаль 
къ цилиндру параллельна соотвфтетвенной нормали прямого сЪЖчеюя и, слЪБдова- 
тельно, образуетъ съ осями углы, косинусы которыхъ пропорцюнальны | 


—9(5). $26) п 0; 


косннусы угловъ, составляемыхъ съ тёми же осями нормалью къ плоскости, пред- 
ставленной уравненемъ (6), будутъ 


9 (5), —?6С), [96)2 9 —$6)% б5)} 


и услов1е перпендикулярности, 


9 (5) 9 (5) 2($)9 (5) =0, 


является очевиднымъ сл$дстйемъ уравневя (4). 

8 577. Геометрическая разсужденя легко приводятъ къ тому же самому заклю- 
чен!ю. Такъ какъ касательныя винтовой лин! составляютъ постоянный уголъ съ 
производящими цилиндра, то ихъ параллели, проведенныя черезъ одну и ту же точку, 
образуютъ конусъ вращеня, и сферическая индикатриса винтовой лини, каково бы 
ни было основаше цилиндра, на которомъ она нанесена, представляетъ малый кругъ 
сферы. Соприкасающияся плоскости параллельны (8 566) плоскостямъ большихъ кру- 
говъ, касательныхъ къ индикатрис$, и, сл5довательно, касательнымъ плоскостямъ 
конуса вращеня, для котораго этотъ малый кругъ служитъ основанемъ и вершина 
котораго помфщается въ центр сферы. Но плоскость, касательная къ конусу вра- 
щен1я, перпендикулярна къ меридональной плоскости, проходящей черезъ ось конуса 
и соотв$тственную производящую, и, сл$довательно, къ плоскости, проходящей че- 
резъ производящую цилиндра, параллельную оси конуса, и черезъ касательную къ 
винтовой лини, параллельную производящей конуса, т.-е., окончательно, къ пло- 
скости, касательной къ цилиндру; соприкасающаяся плоскость, будучи перпендикуляр- 
ною къ плоскости, касательной къ цилиндру, содержитъ нормаль къ послЪднему. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ 


ДвЪ кривизны кривой, соприкасающиЙся кругъ и соприкасающ!йся шаръ 
или сфера (а зрНёге озсш!а&г!се) 


ОПРЕДЪЛЕН1Е КРИВИЗНЫ 


5 578. Кривизна дуги кривой есть уголъ между крайними касательными. Средняя 
кривизна есть отношене всей кривизны къ длинф дуги, и кривизна въ н$которой 
точкБ есть средняя кривизна безконечно-малой дуги, отсчитанной по кривой отъ этой 
точки. Эти опредфлен1я абсолютно тЪ же, что и для плоскихъ кривыхъ; должно 
только замфтить, что въ случаЪ кривой двоякой кривизны крайвя касательныя раз- 
сматриваемой дуги не встр$5чаются и что уголъ между ними есть уголъ между двумя 
прямыми, параллельными ихъ направлешямъ и проведенными черезъ какую-нибудь 
точку пространства. Безконечно-малый уголъ между двумя безконечно-близкими ка- 
сательными называется такъ же, какъ и въ случаЪ плоскихъ кривыхъ, угломъ смеж- 
ности, и кривизна есть отношене угла смежности къ соотвфтственной безконечно- 
малой Дуг. Такъ какъ уголъ число отвлеченное, то кривизна можетъ быть 


а 1 : 
представлена обратною величиною —— н$которой лини; эта лия о есть радусъ крута, 


кривизна котораго равна кривизнЪ кривой въ разсматриваемой точкЪ; его называютъь 
радусомъ кривизны. 

8 579. Когда прямая перем$щается по какому-нибудь закону такимъ образомъ, 
что каждое изъ ея положевшй соотв$тетвуетъ одному изъ значен!й, приписываемыхъ 
перем$нному параметру, то уголъ между двумя безконечно-близкими положепями 
(5 6)—того же порядка, что и изм5нене этого параметра. Если разематриваемая 
прямая касательна къ кривой, то координаты точки касан!я, очевидно, могутъ выра- 
жаться въ функши параметра, опредфляющаго прямую, и, слФдовательно, разстояне 
между двумя безконечно-близкими точками касан1я, будетъ одного порядка съ измЪ- 
нен1ями этого параметра. Такимъ образомъ, уголъ между касательными и разетояще 
между ихъ точками касан1я— безконечно-малыя одного порядка, и кривизна, являющаяся 
ихъ отношенемъ, имфетъ въ каждой точкЪ конечное значеше. Точки. въ которыхъ она 
равна нулю или безконечно-велика, точки исключительныя и ни въ коемъ случа$ не 
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могутъ образовать непрерывной дуги. Линя, кривизна которой въ каждой ея точк\Ъ 
равна нулю, есть прямая, а если кривизна лиюи въ каждой ея точкЪ безконечно- 
велика, то такая лия непремфнно приводится къ одной точк%. 


ОПРЕДЪЛЕН1Е ВТОРОЙ КРИВИЗНЫ 


$ 580. Отношеюме угла между двумя безконечно-близкими соприкасающимися 
плоскостями къ дуг5, раздБляющей ихъ точки касан1я, называется второю кривизноо 
кривой двоякой кривизны. Точно такъ же какъ первая кривизна указываетъ на 
большее или меньшее отклонен!1е отъ прямолинейнаго вида, вторая кривизна указы- 
ваетъ, такъ сказать, черезъ болфе или менфе быстрое изм$нен!е соприкасающейся 
плоскости, на быстроту. съ которою кривая удаляетея отъ плоскаго вида. 

Когда плоскость перем$щается по какому-нибудь закону такимъ образомъ, что 
каждое изъ ея положевй соотв$тетвуетъ одному изъ значений, приписываемыхъ пере- 
мфнному параметру, то уголъ между двумя безконечно-близкими положен1ями—того же 
порядка, что и изм5нене этого параметра. Эта теорема, доказанная для прямой (8 6), оче- 
видно, прилагается къ плоскости, которая къ ней перпендикулярна и Два какихъ- 
угодно положен1я которой составляютъ уголъ, равный углу между двумя ихъ нор- 
малями. Если разсматриваемая плоскость есть плоскость, соприкасающаяся .къ кривой, 
то координаты точки прикосновеня, очевидно, представляютъ опредФленныя функщи 
параметра, опредБляющаго плоскость, и, слБдовательно, разстоян1е между двумя без- 
конечно-близкими точками прикосновеюня будетъ одного порядка съ изм$ненемъ пара- 
метра. Такимъ образомъ, уголъ между двумя безконечно-близкими соприкасающимися 
плоскостями—одного порядка съ разстоянемъ между ихъ точками прикосновеня, и 
вторая кривизна имфетъь въ каждой точкЪ конечное значеше. Точки, въ которыхъ 
она равна нулю или безконечно-велика, точки исключительныя и. непрерывную дугу 
могуть образовать лишь въ случа плоской кривой, соприкасаюпцяся плоскости ко- 
торой совпадаютъ, или въ случа$ прямой лини, для которой онЪф являются неопре- 
дфленными. 


ОтТнНошШЕН!1Е ОБЪИХЪ КРИВИЗНЪ 


5 581. Отношен1е обфихъ кривизнъ кривой въ какой-нибудь ея точкЪ равно 
геодезической кривизнЪ сферической индикатрисы. ДЪйствительно, пусть № иМ' бу- 
дутъ ДВЪ безковечно-близкля точки кривой двоякой кривизны; Р и Р'’— воотвЪт- 
ственныя Точки ея сферической индикатрисы (8 566). Дуга РР’ изм®ряетъ уголь 
смежности, образуемый касательными въ точкахъ М и М; плоскости большихъ кру- 
говъ, касающихся въ Ри Р’ сферической индикатрисы, параллельны (8 666) сопри- 
касающимся плоскостямъ въ Л и М’, и, слБдовательно, уголь между ними равенъ 
углу между безконечно-близкими соприкасающимися плоскостями данной кривой. 
Геодезическая кривизна кривой, служащей индикатрисою, въ точк% Р есть отношене 
угла между двумя большими кругами, касательными въ Ри Р’, къ дугЪ, раздЪля- 
ющей ихъ точки касан!я, т.-е. отношевше угла, образуемаго соприкасающимися пло- 
скостями данной кривой въ точкахь М и М’, къ углу смежности, образуемому каса- 
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тельными въ тЪхъ же точкахъ, а это есть, очевидно, отношен1е второй кривизны къ 
первой. Чтобы отношеше обфихъ кривизнъ кривой было постояннымъ, нужно, чтобы 
была постоянной кривизна сферической индикатрисы; ея эволюта, всякая дуга ко- 
торой въ такомъ случа$ будеть имЪть длину, равную нулю ($ 553), приведется тогда 
къ точк$, и индикатриса представитъ малый кругъ сферы. Услов1емъ же для этого, 
необходимымъь и достаточнымъ, будетъ, если вс касательныя къ данной кривой обра- 
зуютъ равные углы съ неподвижною прямою, и, сл$довательно, если кривая пред- 
ставляеть винтовую лин!ю, нанесенную на цилиндрЪ, производяция котораго парал- 
лельны неподвижной прямой. 

Такимъ образомъ, отношене обфихъ кривизнъ винтовой лини постоянно, и это 
свойство принадлежитъ исключительно винтовымъ линямъ, нанесеннымъ притомъ 
на цилиндр съ какимъ-угодно основатемъ. 


ЁРУГЪ КРИВИЗНЫ 


$ 582. Еругь кривизны кривой въ н$которой точкЪ есть крутъ, расположенный 
ВЪ соприкасающейся плоскости, касающийся кривой въ разсматриваемой точк$ и имЪ- 
Юий въ этой точк$ кривизну, равную кривизн® кривой и одного съ этою кривизною 
характера. 

Можно доказать, согласно этому опредФлен!ю, что кругь кривизны кривой въ 
нЪкоторой точк$ есть кругь кривизны плоской кривой, проекти данной кривой на 
ея соприкасающуюся плоскость въ этой точк$. ДФйствительно, при замЪнЪ кривой 
ея проекщегшо на соприкасающуюся плоскость оба безконечно-малыхъ члена отношенпя, 
измфряющаго кривизну, подвергаются безконечно-малымъ изм$нен1ямъ порядка выше 
перваго, которыми можно поэтому пренебречь. Вь самомъ дЪлФ, параллели двумъ без- 
конечно-близкимъ касательнымъ и проекщшя одной изъ нихъ на соприкасающуюся 
плоскость, соотвфтствующую другой, образуютъ трегранный уголъ, въ которомъ раз- 
ность двухъ плоскихъ угловъ меньше третьяго; но двое изъ плоскихъ угловъ являются 
здесь углами ‘смежности, о которыхъ идетъ р$фчь, а трейй представляеть наклонене 
касательной къ безконечно-близкой соприкасающейся плоскоети и, слфдовательно 
(8 567), будетъ второго порядка. Также легко зам$чаемъ, что хорда безконечно-малой 
дуги и хорда проекщи этой дуги на соприкасающуюся плоскость въ одномъ изъ ея 
концовъ разнятся на величину, меньшую разстоятя этой соприкасающейся плоскости 
до другого конца дуги, и, сл$довательно, на величину, самое большее, третьяго по- 
рядка; а такъ какъ каждая дуга отличается отъ своей хорды на безконечно-малую 
третьяго порядка, то отсюда заключаемъ, что разность дугъ есть также третьяго 
порядка. | 

Итакъ, проекщя кривой на ея соприкасающуюся плоскость въ н$которой точкЪ 
имфетъ, въ этой точкЪ, ту же кривизну и, слфдовательно, тотъ же кругь кривизны, 
что и самая кривая. 


СопРИКАСАЮЩТЙСЯ КРУГЪ 


$ 583. Вругь кривизны кривой двоякой кривизны является въ то же время, 
подобно кругу кривизны плоской кривой, соприкасающимся кругомъ; иначе говоря, 
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онъ приближается къ кривой, въ смежности точки прикосновеня, безконечно болЪе 
всякаго другого круга, проходящаго черезъ ту же точку. 

ДЪйствительно, если отложить на кривой оть точки 1 ея прикосновен1я съ 
кругомъ кривизны безконечно-малую дугу перваго порядка 4/1’, то разстоян1е круга 
до конца Л/ этой дуги будетъ безконечно-малою третьяго порядка. Въ самомъ дЪлЪ, 
кругъь кривизны по предыдущему есть соприкасающийся кругъ проекши кривой на 
соприкасающуюся плоскость въ точкЪ ЛГ слЪдовательно, его разстоянме до проекщи 
точки ЛГ на эту соприкасающуюся плоскость—третьяго порядка, и такъ какъ раз- 
стоян1е точки Л/’ до ея проекщи само третьяго порядка, то ея разстояте до круга, 
являясь гипотенузою такого прямоугольнаго треугольника, катеты котораго—третьяго 
порядка, будетъ также третьяго порядка. 

Никакой другой кругъ, касательный къ кривой въ точкЪ Л, не можетъ раздт- 
лнть съ кругомъ кривизны свойства проходить на безконечно-маломъ разстоян1и по- 
рядка выше второго отъ безконечно-близкой точки М’. ДЪйствительно, если бы 
два различныхъ круга, касаясь взаимно въ точк® 11, оказались такими, что разстояне 
каждаго изъ нихь до точки Л/’ было бы порядка выше второго, то разстояне между 
ними въ смежности ихъ точки прикосновенля было бы также порядка выше второго, 
что невозможно. Въ самомъ дЪлЪ, если оба круга лежатъ въ одной плоскости, ихъ 
прикосновен!е непремфнно перваго порядка, и разстояюте между ними только второго 
порядка; если же они въ разныхъ плоскостяхъ, то, принимая во внимане, что эти 
плоскости перес$каются подъ конечнымъ угломъ по общей касательной, видимъ, что 
точка, взятая на одномъ изъ нихъ на безконечно-маломъ разстоявши перваго порядка 
отъ точки прикосновеня, находится на безконечно-маломъ разстоян!и второго порядка 
отъ касательной, служащей пересБченемъ обфихъ плоскостей, и, значитъ, на безко- 
нечно-маломъ разстоянш также второго порядка отъ плоскости, въ которой лежитъ 
второй кругъ; такимъ образомъ, разстояне взятой точки до этого круга, самое большее, 
второго порядка. 

СлЪдовательно, кругъ, разстоян!е котораго до кривой, въ смежности съ данного 
точкою, есть безконечно-малая третьяго порядка, является единственнымЪ. Онъ при- 
ближается къ кривой безконечно бол$е всякаго другого круга и потому называется 
соприкасающимся кругомъ; онъ не отличается, по предыдущему, отъ круга кривизны. 


ВЫЧИСЛЕН!Е РАД1УСА КРИВИЗНЫ 


$ 584. Вривизна кривой двоякой кривизны была опредЪлена ($ 578): это есть 
отношене угла, образуемаго двумя безконечно-близкими касательными, къ дугб между 
ихъ точками касан1я. Радусъ кривизны есть рамусъ круга, имфющаго ту же кри- 
визну, что и кривая въ разсматриваемой точк$. Кривизна равна единиц, раздфленной 
на радлусъ кривизны. 


Когда даны уравнешя кривой, не трудно вычислить, въ каждой точкЪ, кри- 
1 
визну ея Для этого отыщемъ сначала выражен!е угла смежности. 


Пусть а, В, 1 будуть углы, составляемые съ осями касательною въ точкВ М, и 
а—-а4«, В-- аВ, 1-4] — аналогичные углы, соотвфтетвующие смежной точкв М. 
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Бедемъ, черезъ начало О координатъ, параллели этимъ двумъ направленямъ и на 
каждой изъ нихъ отлагаемъ длину, равную единицЪ. Соединяя концы Ти Т'’ этихъ 
длинъ, получаемъ равнобедренный треугольникъ О’Т.Т’, въ которомъ уголъ при вер- 
шин% 0 равенъ искомому углу смежности =; слфдовательно, имфемъ: 


1 


А —=2 п 52 


Такъ какъ = безконечно-мало, то синусъ можетъ быть замфненъ дугою, и, значить, 
разстояте ТТ’ равно углу смежности. Координаты точки 7’ будутъ с0$%, со$8, с0$7; 
координаты точки Т равны тфмъ же косинусамъ, увеличеннымъ на ихъ дифферен- 
цалы. Отсюда заключаемъ, что 


ТГ” = (4со$я)? + (@созВ)? РЁ (4с0$1) 


г = ТТ =У(4с0$2)?-—- (4созВ)*--(@с0$1)?. 


Это выражене, очевидно, приложимо и къ углу между двумя какими-угодно безко- 
нечно-близкими прямыми, составляющими съ осями углы о, В, 1, «аа, В-Е 4, 
1 @1. 

Кривизна 57 воть, по опред$лен!ю, отношене угла = къ соотвётетвенной безко- 


нечно-малой дуг 4; сл$довательно, им$емъ: 











1 _ /4°08а\2? , [ 4е058 \?2 4051 \2 
т С ис (1) 


Называя черезъ 2, у, 2 координаты разсматриваемой точки на кривой и черезъ $ 
длину дуги, отсчитанной отъ какого-угодно неподвижнаго начала, имфемъ для коси- 
нусовъ угловъ, составляемыхъ касательною съ осями, выраженя: 


42 у аа. 
4$ ? 25’ @8’ 


формула (1) принимаетъ въ такомъ случаЪ видъ 

















т ау`\? 42 
г _ (2%) (6%) ‚ (4). 
@._ г Е 43? а — а (2) 
Принимая дугу $ за независимую перемфнную, имфемъ: 
ах ау (5 
4 _ 22 15 Фу 145 _ аа 
4$  @8? 48 ^^ @5” 4 ^ 5’ 
и, слЪдовательно, 
1 а 2% 2 И нЕ 42 т 
== (а) +=) | (=) | (3) 


ел 
О 
* 
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Если желательно независимую перем$нную оставить неопред$ленноо, то нужно писать 
ал 

4$ _ 434% — 454$ 

48 — 453 ) 


а 





и, слБдовательно, 


__ (454% — 4х42$*-Р (азау — ауа?$): + (484?е — 42475)’ ( 4) 
= 485 


Это выражене можно преобразовать при помощи уравненя 
ах? —- ау? —- 4г* = 45°, (5) 
изъ котораго, посредствомъ дифференцирован1я, выводимъ: 
аха3х -- ауа?у —- 424*2 = 454$. (6) 
ДЪйствительно, переписывая уравнен!е (4) въ видЪ 


0? м" —. 45° 


и принимая во внимане уравневя (5) и (6), находимъ: 


д 9 
$% ) 


02 
или, что то же самое, 
1 (4” -- ду? -- 42?) [(Фх)* -- (Ру -- (972)? ] — (ахфх -- ауа?у с ее 
1 — 45° 
(дача? — ага?у)? -|- (агРх — дха?:)? -- (ал4?у — дуа?)? 
пр и Уи. (8) 


$ 585. Формулу (3) можно изящно истолковать. Пусть х, у,2 будутъ координаты 
точки М кривой, которыя мы разсматриваемъ, какъ функщи дуги $, отсчитанной отъ 
произвольнаго начала. Смежная точка, соотв$тствующая дуг $-- 45$, будетъ имЪть 
координатами 


годы, 
ая Р 48—- 5. ый (8? , 
2-9 48 т 5. от 41 $3 
если пренебречь безконечно-малыми порядка выше второго. Откладывая (черт. 71) на 
| Т 
и М 


_ Черт. 711 
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касательной въ /М отъ точки М длину МТ, равную 4$, будемъ имть для координатъ 
точки 1, вполнЪ строго, выражен я: 


ах аи - 2 
| | 9 .. | 


и, слЪдовательно, 


эти? 1 74[ (42% \2 | [92/\? | [4?е\?] _ 
м = (ая) (в) (=) |: с 
отсюда заключаемъ, по формулЪ (3) предыдущаго параграфа, что 
1__ 2м'Р 
РЕ да = (2) 


Такъ какъ разность между безконечно-малою дугою ММ’ и ея хордою — третьяго 
порядка, то въ треугольник ТММ’ разность сторонъ МТ, М'М будетъ третьяго по- 
рядка и, слфдовательно, безконечно-малою по отношению къ основанмю МТ, которое — 
второго порядка. Отсюда весьма легко заключаемъ, что уголь МТМ безконечно-мало 
отличается отъ прямого и что МТ можно замфнить разстоянемъ точки М’ до каса- 
тельной 11; одновременно можно на м$ето дуги 4$ подетавить лийю ММ’, и урав- 
нене (2) приметъ тогда видъ, вполнЪ подобный тому, какой былъ выведенъ (8 499) для 
плоскихъ кривыхъ. 

$ 586. Ту же теорему можно представить подъ другимъ видомъ. которымъ мы 
будемъ пользоваться. Разстоян1е одного изъ концовъ безконечно-малой дуги $ до 


о 


$ 
касательной, проходящей черезъ другой конецъ, выражается черезъ >, ГДЪ о 0бо- 


значаетъ радлусъ кривизны дуги. 


ГЛАВНАЯ НОРМАЛЬ 


$ 587. Нормаль въ н$фкоторой точкВ кривой, проходящая черезъ центръ сопри- 
касающагося круга, называется злавною нормалью. Когда даны уравнен!я кривой, легко 
опред$лить въ каждой ея точкЪ$ направлеюте главной нормали. Задача нЪкоторымъ 
образомъ рЪшена уже заранЪе формулами, дающими уравнетя нормальной и соприкасаю- 
щейся плоскостей, для которыхъ главная нормаль является перес$ченемъ. Веё-же мы 
ноищемъ выражене для косинусовъ угловъ, составляемыхъ этою нормалью съ осями. 

Пусть Ми М’ будутъ дв смежныя точки кривой; назовемъ черезъ $ дугу, 
отсчитанную отъ произвольнаго начала и оканчивающуюся въ 11; 5 -- 45 будетъ дуга, 
оканчивающаяся въ 1; слЪдовательно, 45$, которую мы разсматриваемъ, какъ поло- 
жительную, обозначаетъ дугу ММ’. Черезъ начало координатъ ведемъ дв прямыя 
ОР, ОР', равныя, каждая, по длин единиц$ и параллельныя касательнымъ въ М 
и М’; прямая РР’ параллельна главной нормали: дЪйствительно, такъ какъ треуголь- 
никъ ОРР’ равнобедренный и уголъ О безконечно-малъ, то лия РР’ перпендикулярна 
`ъ ОР, т.-е. къ направлен!ю касательной; кромЪ того, плоскость РОР’, въ которой 
чежитъ РР’, будучи параллельною двумъ безконечно-близкимъ касательнымъ, парал- 
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лельна соприкасающейся плоскости: ливня, перпендикулярная къ касательной и ле- 
жащая въ плоскости, параллельной соприкасающейся плоскости, очевидно, параллельна 
главной нормали. 

Координатами точки Р являются косинусы угловъ, составляемыхъ касательного 
въ 11 съ осями координатъ; называя ихъ черезъ созо, со$В, созу, для координатъ 
точки Р’имЪ%емъ выраженйя: 


с05а —- 4с0$а, с0$В-— 4со$В, с0$1- 4с0$т. 


Косинусы угловъ ^, в, у, составляемыхъ съ осями направленемъ РГ’, будуть 








у Я соза ] 
0$ А —  ————————_ , 
у (4с03а)? {+ (4с038)? -- (4081)? 
С0$ и — ООВ } (1) 
У (Чеоза)! + (@созВ - (46051 | 
ао 4051 | 
| 


У (а 6032)? -- (@с0$3) - (4со$у)? 
Мы нашли ($ 584), называя черезъ р радусъ кривизны, 


Е У (4с0за)? -{- (4с0$8)? --(4©0$1)_ 
р 45 


Сл$довательно, формулы (1) принимаютъ видъ 








0$}. = р ое 
4с08 

С0$ + — р к: й ; 

С0$У —=р ов 


$ 588. Важно различить на главной нормали два противоположныхъ направления. 


Предыдупия формулы относятся къ прямой, направляющейся отъ кривой къ центру 


ах ау 42 
кривизны. ДЪйствительно, 48 › 4 › 43 —`Косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями 


касательною, направленною отъ точки касанйя къ безконечно-близкой точкЪ, соотвЪт- 
ствующей положительному приращен!ю дуги $. Поэтому, если Ми М’ — двЪ смежныя 





_ Черт. 78 


точки и дуги отсчитаны отъ начала А (черт. 72), прямыя ОР, ОР’, раземотрнныя 
въ доказательств, параллельны МТ и МТ’ и направлены въ томъ же смысл%, и 
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лин1я, соединяющая Р съ Р’, очевидно, направлена одинаково съ главною нормалью, 
идущею отъ точки М къ центру кривизны. 
Если бы дуги были отечитаны въ противоположныхъ направленяхъ, прира- 


щене М дуги $ было бы отрицательнымъ и направленя, опредфляемыя косину- 


дд ау @а2 


сами 1, 3, о, изМФнили бы свой смыслъ; то же самое произошло бы съ ли- 


шями ОР, ОР’, и линя РР’, изм5няясь по направлено, пошла бы въ сторону, про- 
тивоположную рад1усу кривизны, составляющему въ этомъ случа съ осями углы, 
косинусы которыхъ по знаку противоположны 4с0$и, 46058, 4с0$1; но такъ какь въ 
настоящемъ случа 4$ отрицательно, то эти косинусы выражаются попрежнему, какъ 
по величин, такъ и по знаку, посредствомъ 


4соза 4с0$8 46051 
48 4$ ' 4$ ‘ 





ВЫРАЖЕН!Е ДЛЯ ВТОРОЙ КРИВИЗНЫ 


$ 589. Вторая кривизна кривой есть отношене угла между двумя безконечно- 
близкими соприкасающимися плоскостями къ безконечно-малой дуг, раздфляющей 
ихъ точки прикосновеня; называя черезъ &, о, С углы, составляемые осью соприка- 
сающейся плоскости съ осями координатъ, пишемъ: 





‚ _ 4х4 — ауфх \ 
С | 
созыв # — Ч (1) 
р 
__ 42 — аж 
0$ &— К: = ‚ 
ГД 
О = (4ха?у — ауа?х)*-- (ауа?з — агат} (а2Фх — ах4?)?; (2) 
по одной изъ формулъ ($ 584) для радуса кривизны р имфемъ: 
4 
В = р } | (3) 
и, слфдовательно, 
ахфФу — аут 
058 = Ра 
2078 — Пе? | 
с0$0 = Ву ОБ. и Я (4) 
аза?х — 4х4" 
с0$6 =р ЕЕ 


Уголъ между двумя соприкасающимися плоскостями равенъ углу между нормальными 
къ нимъ прямыми; поэтому, если черезъ начало координатъ провести параллели осямъ 
двухъ безконечно-близкихъ соприкасающихся плоскостей и на каждой изъ нихъ отло- 
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жить длину, равную единиц, то разстояе между полученными такимъ образомъ 
точками измфритъ уголъ м между двумя соприкасающимися плоскостями. ТакЪ какъ 
координаты этихъ двухъ точекъ, очевидно, слБ5дуюция: 
0$, С05$0, С0$6, 
с0$#-—- 4с051, с0$5-- @с0$%, 058 -Р @с0$6, 


то 


\= (4с0$#)* -- (@соз5} -- (@соз")" . (5) 


1 
Представляя вторую кривизну черезъ _, 0 опред$леню имЪемъ: 


5 
х 95? (6) 
и, слЪдовательно, 
1 _ (946035) (Я воз) - (46036)? _ (7) 
жи 45? 


Представляя, для сокращенля, черезъ 
4(1—2) Ви—у-С0—2)=0 


уравнене соприкасающейся плоскости, имфемъ: 


Со. ) 
У ^“- В+ 0? 
В 
60$ — —————— | 8 
У № в- 0? ’| (8) 
с0$6 — С 


и А? -|- Ва (? 5 
отсюда выводимъ: 


(В? -|- (а А — АВАаВ— А04С 


460$ —= | 
(4 -- В? -- 0) В | 

фс0$0 — _ (© 4)аВ-— ВСас— Ваал — р _ (9) 
(4: В + 

созе — + В*)4С — бАаА— СВав 
(42 -- В? - 0) № 





и, посл$ легкихъ упрощен, не зависящихъь оть вида выраженй, представленных 
буквами 4, В, С, имЪемъ: 
= (4603)? -- (@с0зо}? -- (40528 = 


| А? -- В? -- С? , 
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или, что то же самое, 


— _У(в40— саву (бал — даб (дав 844" (1) 
и = 4? -- В С’ 


но мы имфемъ: 


Л = 4у4?г — 424? В = 42425 — аха?г, С — ахфу — ауа?х, 
АА — ау: — ага?у, ЧБ = 424% — 4хазг, АС = ахфу — ауа3х, 


откуда 
ее в В ыы а — — ахад — ФуаВ — 9?гас: 
сл5довательно, 
/‘Ва— сав + (СаА— ААС? (АаВ— ВАА» 
у (Бао — (ав) -- (СаА — дас) | (даВ— Вад) _ аАа?х — аВа?у —- 4Са?2, 
У 422 ду’ аг 
„ — 98(@А4х -- авФу г а(7г) (11) 
1 А? -- В: —- (2 
и, наконецъ, 
я — 1 _ 444 г авФу- ат. (12) 
48 то Я ВО" - 


Мы нашли ($8 584): 
42- В? ©? = Каз (у -- (а — (аа, 
и, значить, выражеше - можно представить подъ видомъ 


Е 
г аз Е ау — (а 


или, что то же самое, посл$ подстановки значений 44, аВ, ас, 


1_ _ Аба ВФ 08 
х аж - (у - (8) — (45° 


ФормУЛЫы СЕРРЕ 


$ 590. Въ каждой точк$ кривой двоякой кривизны можно разсмотрфть три 
взаимно-перпендикулярныхъ прямыхъ, положете которыхъ глубоко связано со свой- 
ствами кривой, а именно: касательную, главную нормаль и перпендикуляръ къ со- 
прикасающейся плоскости. Намъ изв$стны формулы, выражаюция косинусы угловъ, 
образуемыхъ каждымъ изъ этихъ направлен! съ осями. Дифференщалы этихъ коеси- 
нусовъ выражаются также изящно и удовлетворяютъ важнымъ уравненямъ, дан- 
нымъ Серре, съ которыми мы сейчасъ и познакомимся. 
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Нусть «, В, 1 будуть углы, образуемые съ осями касательною въ нЪкоторой 
точк$ кривой; &, о, с — углы, образуемые перпендикуляромь къ соприкасающейся 
плоскости; А, в, у— углы, образуемые главною нормалью. 


Обозначая, какъ всегда, черезъ -. И > дв кривизны кривой, имфемъ ($ 587): 














С0$А == р о. 
совраер 98. о 
С0$У=р мы 


откуда выводимъ: 


(2) 





4$ 
4с0$% — -р` 05%. 


Дифференталы угловъ & о, & можно выразить аналогичнымъ образомъ: дЪйстви- 
тельно, если черезъ начало координатъ провести перпендикуляры къ двумъ без- 
конечно-близкимъ соприкасающимся плоскостямъ и на каждомъ изъ НИхъЪ отложить 
длину, равную единиц$, то прямая, соединяющая дв такимъ образомъ полученныя 
точки, очевидно, будетъ перпендикулярна къ оси соприкасающейся плоскости и, сл%- 
довательно, параллельна этой плоскости; кром$ того, она лежитъ въ плоскости, пер- 
пендикулярной къ перес$чентю двухъ безконечно-близкихъ соприкасающихся плос- 
костей, и, значитъ, параллельна нормальной плоскости; изъ этихъ двухъ условй вы- 
текаетъ, что она параллельна главной нормали и составляетъ съ осями углы ^, №, у; 
дв$ точки, соединенныя этою прямою, им$ютъ координатами 


с05Ё, С0$%, с05$6, 
с05Ё-- 4с03ё, с05% -- 46050, с0$6 —- 46036; 


сл®довательно, 
С05А = 2000 ; | 
У (96032)? - (96035): -- (4608$ 
4с055 
ОУ еси | (3) 
у (4с08 5} -- (4с0в5)? -- (а 080 
46035 
С0$У — 


у (4032): -- (4с035)? -- (4 сов о | 


Называя же черезъ д уголъ между двумя смежными соприкасающимися плоскостями, 
имфемъ: 


АНБ СЕ 5 ООО НЕО а . 
\—У (4035) - (@с085}} - (40086)? = , 
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поэтому уравненя (3) принимаютъ видъ 











4603 
С0$А — 23 
‚ 460$5 
СО$ 4 == Е 
46036 
СО$Уу — 7 В. 
откуда 
ЧСОвЕ— ом А .| 
4080 — авось Ах 
ух ? | (4) 
405 — ео», и 
} 


5 591. Дифференщалы трехъ другихъ косинусовъ, 4с0$», 4созь, 4с0зу, выво- 
дятся изъ только-что полученныхЪъ. ДЁйствительно, такъ какъ три разсматриваемыя 
прямыя образуютъ трегранный уголъ съ тремя прямыми двугранными углами, то 
сумма квадратовъ косинусовъ угловъ, образуемыхъ ими съ какою-угодно прямою, 
напр., съ осью Х-овъ, равна единид, и мы имфемъ: 





с05?а —- с05?А -- с0$2ё = 1; (1) 
отсюда выводимъ: 
соза4соза -|-- с0о5^4с0$^ —- с0$460$# == 0, (2) 
и, слЪдовательно, 
05 с0$ё 
40$ = — о ас0за— у 4с035, (3) 


или, по зам$н$ 4с0$а и 4с0$ё ихъ найденными значен1ями, 





4с0$А —= — (ее --. 4$. | (4) 


0 г 
Такъ же находимъ: 





4с0$ и, —= — (+ С ` 45, | 
(5) 
| 


| 6057 | 085 
40$ — — (ет —- =) 45. 


$ 592. Предыдущия формулы позволяютъ вычислить для какой-угодно кривой 
производныя одной изъ координатъ, взятыя по дуг, въ функщи угловъ, опредЖ- 
ляющихъ касательную, двухъ кривизнъ кривой и ихъ производныхъ. 

Въ самомъ дфлЪ, имфемъ: 








3 — С0$4, 

фх _ 4с0за __ 1 

ая 4 3 0039 

45 2, 1 Чо 4-- 1/6е0$а |, с0$8\ 
аз = С0$А-—«- р а СОАеНА =. } 
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и ясно, что слфдуюция производныя можно вычислять посл$довательно, замфняя 
4соз^, 4с0$а и 4с0$6 ихъ значен1ями; мы увидимъ, что въ нихъ будутъ входить 


14 
помимо трехъ косинусовЪъ, только кривизны НХ, т И ИХЪ Производныя. 


Ось СОПРИКАСАЮЩЕЙСЯ ПЛОСКОСТИ 


8 593. Перпендикуляръ, возставленный къ соприкасающейся плоскости въ 
центр соприкасающатося круга, часто называется осью соприкасающемося круз. Эта 
прямая есть пересБчеше двухъ безконечно-близкихъ нормальныхъ плоскостей. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть ММ’ будетъ безконечно-малая дуга кривой двоякой 
кривизны и ММ, —проекщя этой дуги на соприкасающуюся плоскость въ точк$ /1. 
НересБчене двухъ нормальныхъ плоскостей въ концахъ плоской дуги МЛМ, есть, 
очевидно, ось соприкасающагося круга этой дуги ММ,, или также ось соприкасаю- 
щагося круга дуги М, который, какъ мы видфли (8 682), является общимъ для 
обфихъ дугъ; поэтому достаточно доказать, что зам$на нормальной плоскости въ М, 
къ дугБ ИМ, нормальною плоскостью въ М’ къ дуг$ ММ’ не измфнитъ предфла упо- 
мянутаго перес$чен1я. Уголъ между двумя плоскостями, одну изъ которыхъ мы же- 
лаемъ замфнить здФсь другою изъ нихъ, равенъ углу между касательными, къ кото- 
рымъ он перпендикулярны, т.-е. углу касательной къ дуг6 ММ’ съ соприкасаю- 
щеюся плоскостью въ М; этотъ уголъ ($ 567) есть безконечно-малая второго порядка. 
Такимъ образомъ, для совпадемя нормальной плоскости къ ММ’ въ М’ съ нор- 
мальною плоскостью къ ММ, въ М, достаточно ее повернуть на безконечно-малый 
уголъ второго порядка вокругъ н$фкоторой прямой, проходящей черезъ точку М’, и 
затБмъ заставить всЪ$ ея точки пройти безконечно-малыя прямыя третьяго порядка, 
равныя и параллельныя М'М,: легко видфть, что каждое изъ этихъ двухъ перем$- 
щевй изм$няетъ безконечно-мало перес$чене съ неподвижною плоскостью, образующею 
съ разематриваемою плоскостью безконечно-малый уголъ перваго порядка. 

$ 594. Вычислете легко приводитъ къ тому же заключеню. Пусть х, у, 2 будутъ 


координаты разсматриваемой.точки на кривой двоякой кривизны. Уравнене нормальной 
плоскости есть 


(—2)ах-—(и—уау Е 0. (1) 


Чтобы получить уравнене безконечно-близкой нормальной плоскости, нужно измфнить 
х, у, 2 соотв®тетвенно на х-- 4х, у--4у, 2-42, и, значитъ, увеличить первую 
часть уравнешя (1) на его дифференщалъ. СлБдовательно, прямая перес$ченя двухъ 
нормальныхъ плоскостей получится отъ совм$фетнаго разомотр$ная уравневя (1) съ 
его дифференцщаломъ 


(— же (и—уту-о—2ф:— а — ду? — а? =0. (2) 
Представляя уравнен1е соприкасающейся плоскости въ видъ 


4(1—2)-- В(и—у-+0@—9=0, 
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имБемъ (8 574): 
Ах -- Вау -—- Саг = 0, 
Ат - Ву ОР =0. 


Эти уравнен1я показываютъ, что об$ плоскости, представленныя уравненлями (1) и (2), пер- 
пендикулярны къ соприкасающейся плоскости, къ которой, слдовательно, перпен- 
дикулярно и ихъ перес$чене. Это перес$чение проходитъ, кромЪ того, черезъ центръ 
кривизны, который, будучи расположенъ на главной нормали, на разстояюи р отъ 
точки 2, 9, 2, имфетъ координатами 


2х 224 42: 
хр” да, ур" а 2 р’ -1= - 


Эти координаты, подставленныя на м$сто &, 1,9, удовлетворяютъ уравнен!ямъ (1)и (2), въ 
силу изв5стныхъ соотношен!й 





ах? —- ауа?у —— ага? = 0, 
(=) (9%) + (8=) ==. 
49°) ' \ а3? 4? 6? 
$ 595. Такъ какъ центръ кривизны находится, по предыдущему, на прямой пере- 
сф$ченя двухъ безконечно-близкихъ нормальныхъ плоскостей, то его, очевидно, можно 


разсматривать, какъ перес$ченле главной нормали съ тою изъ безконечно-близкихъ 
нормалей, которая ее встр$чаетъ. 





Поверхность, СЛУЖАЩАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИМЪ МЪСТОМЪ ГЛАВНЫХЪ НОРМАЛЕЙ 


$ 596. Главныя нормали. кривой образуютъ линейчатую поверхность, которая 
никогда не бываетъ развертывающеюся. Для доказательства замЪтимъ, что поверх- 
ность, служащая геометрическимъ м5$стомъ главныхъ нормалей къ кривой, иметь 
касательною плоскостью, въ каждой точк$ этой кривой, самоё соприкасающуюся плос- 
кость кривой. ДЪйствительно, эта касательная плоскость содержитъ двЪ линии, рас- 
положенныя въ соприкасающейся плоскости, а именно, главную нормаль въ разсматри- 
ваемой точкЪ, которая служитъ производящею для поверхности, и касательную къ дан- 
ной кривой, которая, очевидно, принадлежитъ поверхности; если, поэтому, поверхность, 
представляющая геометрическое м$фсто положений главной нормали, была бы разверты- 
вающеюся, то каждая касательная плоскость оставалась бы одною и тою же вдоль про- 
изводящей и самая поверхность являлась бы огибающею соприкасающихся плоскостей 
данной кривой. Но (8 571) огибающая соприкасающихся плоскостей кривой есть раз- 
вертывающаяся поверхность, служащая геометрическимъ м$5стомъ касательныхъ къ этой 
кривой; она, очевидно, отлична отъ поверхности, служащей геометрическимъ м$етомъ 
главныхъ нормалей; такимъ образомъ возникаетъ противор$ че при допущенш, что 
эта посл5дняя — развертывающаяся. Только однф плосюя кривыя представляютъ 
исключен1е. Поверхность, служащая геометрическимъ м$стомъ главныхъ нормалей, 
и Поверхность, служащая геометрическимъ м$естомъ касательныхъ, превращаются 
тогда въ одну единственную плоскость — плоскость кривой. 
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$ 597. Изъ предылущаго замфчатя вытекаетъ, что геометрическое м$ето цен- 
тровъ кривизны кривой двоякой кривизны не имфетъ касательными главныя нормали 
этой кривой. ДЪйствительно, въ противномъ случа главныя нормали, будучи каса- 
тельными къ одной и той же кривой, образовали бы развертывающуюся поверхность: 
ВЪ этомъ существенное различе между теор1ею кривыхъ двоякой кривизны и теорлею 
плоскихъ кривыхъ. Кривыя двоякой кривизны имфютъ, правда, эволюты, теорлю ко- 
торыхъ мы изучимъ въ особой главф, но лишь въ случаЪ плоскихъ кривыхъ одна 
изъ нихъ совпадаетъ съ геометрическимъ м5стомъ центровъ кривизны. 

Н$еколько страницъ, написанныхъ знаменитыми геометрами, прибавили исто- 
ричесюай интересъ къ собственной важности предыдущаго зам чан1я. Въ самомъ дЪлЪ, 
Лагранжъ, когда писалъ теорлю аналитическихъь функшй, думалъ, что геометриче- 
ское м$сто Центровъ соприкасающихся круговъ можетъ, въ нфкоторыхъ случаяхъ, 
имть касательными главныя нормали кривой; онъ даже ищетъ необходимое для того 
услов1е и не зам5чаетъ, хотя Монжъ уже давно это высказалъ, что одн только плоская 
кривыя обладаютъ указаннымъ свойствомъ. Ошибка, ускользнувшая отъ знаменитаго 
автора, была указана Якоби, съ ч$мъ не согласился Пуассонъ, который, ошибаясь 
относительно подвергнутаго критикБ м$ета, оспаривалъ вначалф точность зам чаня, 
а зат5мъ не замедлилъ, по другому поводу, признать ее; вел$дъ за этимъ Пуансо 
показалъ, что самый анализъ Лагранжа приводить къ точному заключен!ю, 
стоитъ только продолжить его вычислевя немного дал$е. 

$ 598. Формулы, съ которыми мы познакомились, даютъ, притомъ, возмож- 
ность весьма просто доказать аналитически, что главныя нормали никогда не бы- 
ваютъ касательными къ кривой, представляющей геометрическое м$сто центровъ 
кривизны. 

Пусть 2, у, 2 будуть координаты точки кривой; а, 6, с— координаты центра 
кривизны; сохраняя прежния ($ 590) обозначеня, имЪемъ: 


а—=--рсо$А, 
р —у-- рсозь, 
6—2 -—-рсо5у, 
откуда 
да = ах -- р4созХ-|- соз^ар, 
а —= ду расо$ь-- созрар, 
ас = 42 —- р4со$у —- созур. 


Но если кривая, точки которой имфють коррдинатами а, 6, с, касательна къ главной 
нормали, то такъ какъ радусъ кривизны является тогда касательнымъ къ кривой, 
описываемой однимъ изъ его концовъ, и нормальнымъ къ кривой, описываемой 
другимъ концомъ, то его приращене 4р равно (8 21) перем$щен!ю перваго конца, и 
мы им\емъ: | 


а — созАар, @ — сози@р, 4 = созуар. 


Сл$довательно, уравнен!я въ этомъ случа приводятся къ 
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ах —- р4с0$). = 0, 
Чу —- р4соз = 0, 


42 —— р4созу = 0. 


Замзняя въ этихь уравнемяхъ 4х, 4у, 42 ихъ значенями с0$а4з, с0$845, с0$4$, й 
4с0$^, 4с0$в, @созу значенями, найденными въ 8 591-мъ, выводимъ:: 


0 в __ 
= 6055 =0, 
0 

-; 605% =0, 
2 соз5 —=0 
у 


'Такъ какъ радусъ кривизны не можетъ быть нулемъ (8579), то эти уравнен1я требуютъ, 
чтобы 7 было безконечно-большимъ и чтобы, слЪдовательно, кривая была плоскою. 

$ 599. Доказавъ, что главныя нормали кривой не могутъ образовать разверты- 
вающейся поверхности, естественно себя спросить, будетъ ли это услове для нихъ 
единственнымъ и можетъ ли всякая косая поверхность разсматриваться, какъ геоме- 
трическое м$фсто главныхъ нормалей къ нанесенной на ней кривой. Но рёшен!е этого 
вопроса не можетъ обойтись безъ н$которыхъ выводовъ изъ теорми поверхностей и 
потому будетъ изложено въ другой главЪ. 

Въ настоящий же моментъ отыщемъ еще выражен!е для угла, образуемаго двумя 
безконечно-близкими главными нормалями, а также опред$лимъ величину и положене 
ихъ кратчайшаго разстоямя, и этимъ закончимъ учене о законф размфщетя глав- 
ныхъ нормалей къ кривой. 


Пусть ММ’ (черт. 13) будетъ безконечно-малая дуга кривой двоякой кривизны, 


М 


М’ 





Черт. 73 


ММ — главная нормаль въ Ми ЛГ М№' — такая же нормаль въ М’; эти дв$ прямыя 
не встрфчаются, но между нормалями, проведенными черезъ точку М’ къ кривой ЛЕГ, 
есть одна МО, встрёчающая ММ№, и точка перес$четя О представляетъ ($ 595) какъ 
разъ центръ кривизны ММ’. ДЪйствительно, двф нормали МО, МО ветрЪтятея не- 
прем$нно на пересБчени нормальныхъ плоскостей въ Ми въ М’, т.-е. на оси сопри- 
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касающагося круга, прямая же 1/М№, какъ расположенная въ соприкасатощейся плос- 
кости, перес$четъ эту ось неизб$жно въ самомъ центрЪ соприкасающагося круга. 
Утолъ между прямыми 11'0, ММ’ равенъ, если пренебречь безконечно-малыми 
второго порядка, углу между соприкасающимися плоскостями въ точкахъ Ми М’. Въ 
самомъ ДФлЪ, плоскость, содержащая МО и ММ’, есть нормальная плоскость въ 
точк$ ДГ; она составляетъь съ плоскостью МММ, безконечно-мало отличающейся 
отъ соприкасающейся плоскости, уголъ, безконечно-близюй къ прямому, и уголь ОМ М' 
можно разсмотрЪть, какъ наклонеше ММ къ плоскости МММ’. Эта послфдняя со- 
ставляетъ съ соприкасающеюся плоскостью въ /М безконечно-малый уголъ перваго по- 
рядка, для совпаден1я же ихъ между собою достаточно повернуть №/ММ’ вокругь МО; 
тогда разстояня различныхъ точекъ /ГМ' до этой плоскости измЪнятся только на 
безконечно-малыя второго порядка, и, сл5довательно, углы, образуемые прямою ЛГ М№' 
съ соприкасающеюся плоскостью въ М и съ плоскостью МММ’ будуть отличаться 
другъ отъ друга на безконечно-малую второго порядка; а такъ какъ пересБчете со- 
прикасающихея плоскостей въ /{ и М’ безконечно-мало отличается ($ 569) отъ каса- 
тельной, то прямая ЛГМ’, принадлежащая одной изъ этихъ плоскостей, представитъ, 
въ предфлф, перпендикуляръ къ этому перес$ченю, и, значитъ, ея наклонеше къ 
другой плоскости можно принять за м$ру угла между обфими плоскостями. Такимъ 


образомъ, обозначая ЛПМ’ черезъ 4 и называя, какъ всегда, вторую кривизну 


1 4$ 
черезь —, находимъ, что уголь ОМ'М' равенъ нЕ: 


$ 600. Ведя черезъ какую-нибудь точку пространства параллели тремъ пря- 
мымъ ММ, ММ’, М'О, получаемъ трегранный уголь съ прямымъ двуграннымъ 
угломъ. СоотвЪтетвенный сферическай треугольникъ можетъ быть принятъ за прямо- 
линейный; слфдовательно, квадратъ плоскаго угла, противолежащаго прямому дву- 
гранному, равенъ сумм$Ъ квадратовъ двухъ другихъ плоскихъ угловъ. Но уголъ 


45 
между ММ№' и МО, какъ мы только-что сейчасъ видЪфли, равенъ о далфе, такъ 


какъ лин1я М0 равна радусу кривизны р, то уголъ между М0 и МТО есть ее 


отсюда заключаемъ, что тремй уголъ, составляемый ММ и ММ, равенъ 





45? 45? 1 1 
и = 45 и Е о 
Таково выражен1е для угла между двумя безконечно-близкими главными нормалями. 
Безковечно-малый трегранный уголъ, только-что нами разсмотр$нный, даетъ также 
наклонен1е соприкасающейся плоскости, параллельной одному изъ его плоскихъ угловъ, 
къ плоскости, параллельной двумъ безконечно-близкимъ главнымъ нормалямъ, ко- 
торая параллельна плоскому углу, противолежащему прямому двугранному; косинусъ 
этого угла равенъ отношеншю двухъ прилежащихъ плоскихъ угловъ, т.-е. 
48 
__ В 


———Шш—Ш—————- 


1 
И И 
45 а ИЕ 


р 





значить, тантенсъ этого угла равенъ >. 
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Плоскость, параллельную двумъ главнымъ нормалямъ, можно разсматривать, 
какъ проходящую черезъ одну изъ нихъ ММ, по которой она, очевидно, будетъ пе- 
ресБкать соприкасающуюся плоскость; слФдовательно, уголъ, составляемый ею съ 
этою соприкасающеюся плоскостью, равенъ ея наклоненю къ касательной къ кривой, 
перпендикулярной къ ММ, и, значитъ, равенъ дополненю угла, образуемаго каса- 
тельною съ кратчайшимъ разетоян1емъ между двумя главными нормалями. Отеюда 


у 
вытекаетъ, что тангенсъ этого послЗдняго угла равенъ г 


Если кривая— плоская, то т безконечно-велико; дёйствительно, само кратчайшее 
: р 2 


разстоян1е въ такомъ случа равно нулю, но его направлене, всегда опредфленное, 
перпендикулярно къ плоскости кривой и, сл5довательно, къ ея касательной. 

Зная направлен1е кратчайшаго разстоян1я между безконечно-близкими главными 
нормалями, не трудно вычислить и его длину; въ самомъ дфлЪ, она равна проекши 
дуги 45 на это извфетное направлете, т.-е. произведеню 4$ на косинусъ угла, тан- 


у. 
генсъ котораго есть о 


Поэтому кратчайшее разстояше между двумя безконечно-близкими главными нор- 
малями выразатся формулою 








СОПРИКАСАЮЩАЯСЯ СФЕРА 


$ 601. Когда сфера проходитъ черезъ соприкасаюнийся кругъ кривой, въ точк® М, 
то разстояне этой сферы до точки М’, расположенной на кривой на безконечно-маломъ 
разстояи перваго порядка отъ М, меньше разетояя той же точки №’ до соприка- 
сающагося круга и, сл$довательно, самое большее, третьяго порядка. Но между всЪми 
этими сферами есть одна, приближающаяся къ кривой безконечно болфе остальныхь; 
ея разстояе!е до точки ЛГ представляетъ безконечно-малую порядка выше третьяго. 
Сейчасъ мы докажемъ существован1е такой сферы, называемой соприкасающегося 
сферою, и опред$лимъ ея рамусъ и положене ея центра. 

Разсмотримъ кривую двоякой кривизны и соприкасаюпийся кругь въ точкЪ 
М (черти. 14). Пусть ДТ будетъ точка кривой, безконечно-близкая къ М, и 'Р—раз- 


М А | , 
—_ 


_ Черт. 74 
стоян1е точки М’ до соприкасающагося круга въ Л[, представляющее безконечно-ма- 
лую третьяго порядка. Вообразимъ сферу, проходящую черезъ соприкасаюцийея 
60 
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кругъ 4/Р. Разетоян!е точки ЛГ до этой сферы будетъь прямая ЛР”, нормальная къ 
сфер$ и образующая съ М'Р въ пред$лВ прямоугольный треугольникъ, для кото- 
раго ГР является гипотенузою. Такимъ образомъ М’Р’ меньше М’Р, и отношеве 
этихъ двухъ лин есть синусъ угла при точкБ Р, т.-е. синусъ угла, подъ кото- 
рымъ №М'’Р пересфкаетъ сферу. Если, поэтому, сфера касательна къ прямой М’Р, то 
отношеше обоихъ разстояй въ предфлЪ равно нулю, и такъ какъ изъ нихъ М'Р— 
безконечно-малая третьяго порядка, то М’Р’— безконечно-малая высшаго порядка. 
Сфера, для которой это услове выполнено, называется соприкасающеюся сферою; она 
опредБляется кругомъ, содержащимся въ ней, и прямою, касательною къ ней въ точк$ 
этого круга. 

$ 602. Остановимся зд$сь и покажемъ, на этомъ новомъ примЪрЪ, сколько нужно 
мелочныхъ предосторожностей въ разсужденмяхъ надъ безконечно-малыми. Когда точка 
находится на безконечно-маломъ разстояни 4 отъ сферы, квадратъ касательной, 
проведенной изъ этой точки къ сфер. есть. произведене 4 на конечную лин!ю, рав- 
ную въ предфлЪ д1аметру сферы, и сл$довательно, если касательная — безконечно- 
малая третьяго порядка, то разстоян1е 4 — шестого порядка. На основан!и этого можно 
было бы утверждать, что разстояюме кривой до соприкасающейся сферы есть безко- 
нечно-малая шестого порядка. Лин!я ЛГР, въ предыдущемъ доказательствЪ, дЪйстви- 
тельно, третьяго порядка, и если она касательна къ соприкасающейся сферЪ, то 
нормаль къ этой сферЪ должна быть шестого порядка. Но это разсуждене, на видъ 
такое простое, неточно; соприкасающаяся сфера на самомъ дЪл5 есть предфльная 
сфера для той, которая проходитъ черезъ соприкасающийся кругь въ М, касаясь 
лини МР; для какого-либо положен1я точки М’ разстоян1е МР не касательно къ 
соприкасающейся сферЪ: оно лишь перес$каеть ее подъ угломъ, стремящимся къ 
нулю, и этого обстоятельства достаточно, чтобы касательная изъ точки М’ была без- 
конечно длиннфе прямой МР’. 

ДЪйствительно, пусть МТ (черт. 75) будетъ касательная и М’Р’ — прямая, ка- 


тм’ 


Черт. 75 


сательная въ предфл$ и перес$кающая сферу подъ безконечно-малымъ угломъ. Им%- 
емъ: 

М'Т _ за МРТ. 

И'Р'` зп ИТР’ 
оба синуса въ предёлЪ нули, но ничто не доказываетъ, что ихъ отношене конечно; 
Поэтому мы должны ждать‘ аналитическаго изучен1я вопроса, чтобы сказать съ 
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точностью, какого порядка разстояне кривой до соприкасающейся сферы. ЗдЪеь, при 
нашемъ доказательств, мы видимъ только, что оно порядка выше третьяго. 


ОПРЕДВЛЕН!Е СОПРИКАСАЮЩЕЙСЯ СФЕРЫ 


8 603. Доказавъ существоване, въ каждой точкЪф кривой, соприкасающейся 
сферы, отъ которой кривая удаляется, въ смежности точки прикосновеня, безконечно 
менфе соприкасалощагося круга, мы дадимъ сейчасъ способъ составить уравненте 
этой сферы и опред$лить по нему центръ и ращусъ. 

Пусть 


(а) --(и— 5+ —6:— №=0 (1) 


будетъ уравнен1е соприкасающейся сферы въ точкЪ кривой, координаты которой 
д, у, 2. Разетоян1е до этой сферы точки кривой, безконечно-близкой къ точк5 при- 
косновешя, должно быть безконечно-малою порядка выше третьяго ($ 602). Но это 
разстоян1е—одного порядка съ квадратомъ касательной изъ той же точки къ сферЪ, 
который выражается, какъ извфетно, первою частью уравнегя (1); значитъ, постоян- 
ныя а, 6, с, В должны быть таковы, чтобы уравнен1е (1) удовлетворялось при 
[—1, 1—1 %==2 И чтобы, кром$ того, первая часть являлась безконечно-малою 
порядка выше третьяго при замЪнЪ х, у, & координатами смежной точки, взятой на 
кривой на безконечно-маломъ разстояни перваго порядка. Принимая г, у, & за данныя 
функщи отъ перем$нной о, приращев1е которой аа соотв$тетвуетъ разсматриваемому 
перем5щен1ю на кривой, видимъ, что это услове равносильно тому, чтобы при измЪ- 
нен!и а на «-Г 4, въ первой части уравнен!я (1), и разложен зат$мъ по степе- 
нямъ 4 коэффищенты членовъ съ 4а, 4а? и 4“? были по нулю. СлФдовательно, должно 
приравнять нулю три первыхъ производныхъ отъ первой части, или, что то же самое, 
три первыхъ дифференщала, которые мы вычислимъ, оставляя независимую пере- 
мфнную неопредБленною. 
Итакъ, для опред$лен1я координатъ а, 6, с центра кривизны будемъ имЪть: 


(х— а)ах -(у— в )4у-- (2 — в)4г=0, | 
(2 —а) = --(у— Фу — оф а -- ау -Наг = 0, ‚ (2) 
(х— а) Вх (у— В) Фу--(: — в) а?= -— зах —- Зау4?у —- 3424? =0. | 


8 604. Три предыдущихъ уравнен1я выражаютъ, что центръ соприкасающейся 
сферы есть общая точка трехъ безконечно-близкихъ нормальныхъ плоскостей. ДЪЙ- 
ствительно, первое изъ уравневй (2), если разсматривать въ немъ а, 6, с, какъ пере- 
м5нныя, .представляетъ нормальную плоскость въ точк$ (х, у, =), а тогда два слБдую- 
щихъ, являющихся первымъ и вторымъ дифференщалами отъ перваго, будучи раз- 
смотр$ны совм$етно съ нимъ, представятъ общую точку трехъ безконечно-близкихъ 
нормальныхъ плоскостей. 

Нормальныя плоскости кривой огибаютъ развертывающуюся поверхность, произ- 
водящими для которой служатъ оси соприкасающихся плоскостей; ребро возврата, къ 
которому всЪ производяция поверхности касательны, имфетъ (8 571) соприкасающи- 
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мися плоскостями эти самыя нормальныя плоскости, и каждая точка этого ребра воз- 
врата, которую можно разсматривать, какъ общую точку трехъ безконечно-близкихъ 
соприкасающихся плоскостей, совпадаетъ съ центромъ соприкасающейся сферы, пе- 
ресБчемемъ трехъ безконечно-близкихъ нормальныхъ. плоскостей къ данной кривой. 

СлЪдовательно, центръ соприкасающейся сферы въ каждой точкЪ кривой есть 
соотв$тственная точка ребра возврата развертывающейся поверхности, огибающей 
нормальныя плоскости данной кривой и имфющей роОдАии оси соприка- 
сающихся круговъ. 

$ 605. Центръ `соприкасающейся сферы есть, по предыдущему, точка встрЪчи 
трехъ безконечно-близкихъ нормальныхъ плоскостей. Для вычислен1ая его координатъ 
нужно разсмотрЪть совм$стно уравнен1е нормальной плоскости съ двумя его первыми 
дифференщалами, но можно легко придать этимъ ие боле простой видъ и 
получить бол5е изящный результатъ. 

Если обозначить попрежнему ($ 590) черезъ «, В, 7 углы, составляемые каса- 
тельною съ осями координатъ, то уравнен1е нормальной плоскости будетъ 


(1 — 2)с05%-- (и — у)созВ--(+ —2)со0$у = 0; (1) 


дифференталъ, раздФленный на 4$, есть 











— с0за-— — 058 — с0$1 5. =0: (2) 


__ 405 |. == ее: т ат ау Че 
(1—2) „(и --(® — 2) ЕЕ с 


Если назвать черезъ ^, в, у углы главной нормали съ осями, то это урн ВЪ 
силу доказанныхъ форму (8 587), приметь видъ 


<= @ — в) с0з\ (и — у)созв--(@— 2)с0$у] —1==0. . _ (3) 


Прежде чЪмъ приступить къ вторичному его дифференцированию, очевидно, можно 
умножить его на о; 





оу О (4) 
дифференцалъ ея а | | 


о $ [79 
++ — ое в: =0; (5) 


ть 


((— 2) 








4с0$Х 460$ 4с03% 
замфняя здЪсь г о —4‹ ИЖЪ значенлями ($ 691) и умножая на ,, мо- 








жемъ написать: 
(#— 2)с035 -(и— 9)с0$0 (в — 2) 056 —т-.=0. о (6) 
Полученное уравнеше предетавляетъ плоскость; параллельную соприкасающейся плос- 


кости ий проходящую черезъ центръ соприкасающейся. сферы; координаты котораго 
; и, ® опредфлятея изъ уравненй (1), (4), (6). _ 
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Если въ этихъ уравненяхъ перенести во вторую часть послёдее члены и за- 
т5мъ, по возвышени въ квадратъ, сложить вс три уравнетя, то, принимая. во вни- 
мае соотношевя, связываюпая. косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями тремя 
взаимно-перпендикулярными прямыми, найдемъ: 


(а --и— оф =рР-" (4%), 


что представляетъь выражен1е квадрата радтуса соприкасающейся сферы. 
$ 606. Къ тому же результату можно придти чисто геометрическими соображе- 
ями. 
_ Въ самомъ ДЪлЬ, центръ бсоприкасающейся сферы расположенъ на ребрЪ возврата 
поверхности, служащей геометрическимъ м%$стомъ осей соприкасающихся круговъ. 
Пуеть М и ЛМ’ (черт. 76) будутъ дв безконечно-близюя точки разсматриваемой 


М м’ 





_ Черт. 7 6 


кривой, и `5 — безконечно- ‘уалая“ " дуга ММ"; МО, М0’ — соотвЗтственные ращусы 
кривизны, ‘и 06: 0’С — оси соприкасающихся круговъ, которыя можно разематривать, 
какъ ‘пербеБкающеяся въ центр$ С соприкасающейся. ‘сферы. Лив!я М0, находясь въ 
нормальной ИлОбКоСти `КЪ МЛМ, является касательною къ 'развертывающейся повёрх- 
ности, И; ‘сл®довательно, направлен!я ОМ, ОО’, ОС ‘лежать въ одной плоскости. Пусть 
—\ будетъ. уголъ ОСО’, составляемый осями соприкасающихя круговъ. въ ЛЁи Г; 


1 
обозначая попрежнему. вторую. кривизну черезъ — ‚ имфемт: 
Я 


с оа 1 : ан 
Полагая .ОСб—=Р и обозначая. черезъ 6 уголъ О’ОС, также, очевидно, имфемъ: 


00’. зп 
и, слфдоважельно, гост 


‚ и. 00' 5 


Такъ. какъ ливни 10; М0: нормальны къ ММ’, чо „ихъ разность 4 равна 
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ОО'со$(МО, М'О’) (8 21): принимая же во вниман!е, что МО перпендикулярна къ ОС, 
имБемъ: 


с0$(МО, М О’) = $т6, 


и, слЪдовательно, 
ОО’ т = Фо: 


отсюда заключаемъ, что 
(0 
[—л— 
: 43’ 
и такъ какъ рамусъ МС сферы представляетъ гипотенузу треугольника МОС, то, 
наконецъ. имфемъ: 


В == о? —- 78 (3%) 


$ 607. Когда кривизна кривой постоянна, то 2—0, и предыдущее уравнене 


даеть В —=р. Соприкасаюшийся кругъ въ этомъ случаВ есть большой кругъ сопри- 
касающейся сферы. Длина [ обращается въ нуль. Такимъ образомъ, ребро возврата 
поверхности, огибающей нормальныя плоскости, является въ этомъ случа$ геометри- 
ческимъ м$стомъ центровъ кривизны. Монжъ замфтилъ, что эта кривая имфетъ, какъ 
и данная, постоянный рад!усъ кривизны, и что каждая изъ нихъ въ этомъ случаЪ 
будетъ .геометрическимъ м$стомъ центровъ кривизны другой. 

Въ самомъ дЪлЪ, называемъ черезъ 5 данную кривую и черезъ » ребро воз- 
врата поверхности, огибающей нормальныя плоскости, которое въ этомъ случаЪ есть 
заразъ и геометрическое м$сто центровъ кривизны, и геометрическое м$сто центровъ 
соприкасающихся сферъ. Касательныя къ кривой » будутъ осями соприкасающихся 
круговъ ю, и, сл5довательно, нормальныя плоскости » — соприкасающимися плоско- 
стями для ©; огибающая этихъ нормальныхъ плоскостей есть такимъ образомъ раз- 
вертывающаяся поверхность, для которой ю является ребромъ возврата, и, значитъ, 
кривая ХФ есть геометрическое м$сто центровъ соприкасающихся сферъ кривой Х. 
Такъ какъ кривыя 5 и » таковы, чте нормальная плоскость къ каждой изъ нихъ 
есть соприкасающаяся для другой, и такъ какъ главная нормаль есть пересЪчене со- 
прикасающейся плоскости съ нормальною, то об кривыя имЪютъ одн$ и т же главныя 
нормали, и эти нормали соединяютъ ихъ соотвФтственныя точки. Отсюда вытекаетъ, 
что для кривой », также какъ и для кривой 2, ращусъ соприкасающейся сферы 
совпадаеть съ главною нормалью, и что 5, геометрическое м$5ето центровтъ соприка- 
сающихся сферъ кривой >», есть также геометрическое мЪсто центровъ кривизны 
послЪдней. 


ОПРЕДВЛЕН!Е НЬКОТОРЫХЪ БЕЗКОНЕЧНО-МАЛЫХЪ ВЕЛИЧИНЪ 


$ 608. Разстояне точки кривой до безконечно-близкой соприкасающейся плоскости. — 
Пусть ММ’ (черт. 77) будеть безконечно-малая дуга кривой двоякой кривизны, ко- 
торую мы обозначимъ черезъ 45; проектируемъ эту дугу’ на плоскость, перпендику- 
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лярную къ касательной въ М. Пусть Р—проекщшя точки М, Р’— проекшя М’, РТ— 
касательная къ кривой РР’въ точк$ Ри Р'Т’— касательная въ Р”. 


М 





Черт. 77 


Соприкасающаяся плоскость кривой МИ’ въ точк$ 11 есть МРТ; она парал- 
лельна №М’Р’, и, слЪдовательно, разстояне, которое мы желаемъ вычислить, равно 
перпендикуляру Р'О, опущенному изъ точки Р’ на эту плоскость, или, что то же 
самое, на линю РТ. Соединяя точки Ри Р’ прямою литей и составляя такимъ 
образомъ прямоугольный треугольникъ ОРР', им$емъ: 


Р'0 =РР' эт ОРР'. (1) 


Множитель РР’, разстоян!е точки М’ до касательной въ М, есть безконечно-малая 
второго порядка, и мы имЪфемъ (8 586): 


РР! — 
5 тЫ (2) 


Итакъ, намъ остается вычислить только уголъ ОРР', но здЪеь-то и представляется 
особое затруднеше, которое мы отм$тимъ въ концё вычислен1я и релфдетне ко- 
тораго разсуждеше, весьма правдоподобное на видъ, приведетъ насъ сейчасъ къ не- 
точному результату. 

Уголъ Г, составленный касательными РТ, Р’Т’, изм5ряеть наклоненйе соприка- 
сающейся плоскости въ М къ плоскости, параллельной двумъ касательнымъ въ М 
и М’; этотъ уголъ, какъ половина (8 566) угла между двумя смежными соприкаса- 

$ 
ющимися плоскостями, равенъ -_, при чемъ, понятно, отбрасываются безконечно- 
малыя второго порядка. Уголь ТРР’, повидимому, долженъ равняться половин$ пре- 
$ е 
дыдущаго, т.-е. у„, такъ что формула (1) даетъ, для разстоятя точки М’ до сопри- 


касающейся плоскости въ М, 


Ро— 
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Но особое обстоятельство дфлаетъ этотъ результалъ неточнымъ. Дуга РГ’ предста- 
вляетъ, дЪйствительно, исключительный случай. Ращусъ кривизны въ точк ГР ра- 
венъ нулю. Въ самомъ дфлЪ, уголъ смежности Г дуги РР’ есть безконечно-малая 


перваго порядка, т.-е. одного порядка съ дугою М’, обозначенною черезъ $; дуга же 1", 
3 


хорда которой равна 5 второго порядка. Отношеше угла смежности къ длинЪ дуги 
такимъ образомъ безконечно-велико, и рамусъ кривизны равенъ нулю. 

Теорема, изъ которой мы вывели уголъ ТРР', здзеь не приложима, и намъ 
нужно, для вычислетя этого угла, прибЪгнуть къ другимъ соображен1ямъ. Отнесемъ 
дугу РР’кьъ двумъ прямоугольнымъ осямъ, расположеннымъ въ ея плоскости, беря 
за ось А-овъ касательную РТ и за ось У-овъ перпендикуляръ къ этой касательной, 
проведенный черезъ точку Р. Абсциесу точки Р’ въ этихъ осяхъ можно разсматри- 


— 


5? : | а 
вать, какъ равную РР’ Т.-е. 55; УГОЛЪ РГТ', имфюний тантенсомъ -*, равенъ 55} 


ах 
итакъ, мы имфемъ: 
а=5, (3) 
=. (4) 
откуда заключаемъ: 
т 
ие _© 


при этомъ, какъ всегда, отбрасываются, о чемъ излишне даже напоминать, безконечно- 
малыя порядка высшаго противъ оставляемыхъ. 


Изъ уравнения (4), въ силу доказанной теоремы (8 549), выводимъ: 


3 


1 т 
= 3 (29)? =-, (6) 
и, слЪдовательно, 
ты 
91022 2 $. ы 
ов; 3 3, (7) 


—- есть тангенсъ угла Р’РТ, онъ можеть замфнить синусъ въ формул? (и), И МЫ, 


а, имЪемъ: 
Е а 
==. ут в (9 


Таково раветояне одного ИЗЪ КОНЦОВЪ ВЕ очко-фой дуги $ ДО м Е 
плоскости въ другомъ концф. ` 


5 609. Разстояме между двумя безконечно- близкими касательными. — Такъ какъ ка- 
сательная въ 2 проектируется въ точку Р, & касательная вь М — по прямой РТ, 


то кратчайшее разстояне между этими двумя касательными есть перпендикуляръ РК 
опущенный изъ точки Р на Р’Т’, и мы, очевидно, имЖемъ: 


К = РР' зп РР'К. 
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5? 
По предыдущему 77” —“5;; ЧТО касается угла РР’К, то онъ представляетъ разность 


$ 
двухъ уже вычиеленныхъ угловъ КТР, 1РГР’, изъ которыхъ первый равенъ 3 


$ ь 
а, второй <); Такимъ образомъ имБемъ: 


м. > жара 
РЕК = 2 г _ №7’ 
и, слБдовательно, 
| а 
РК = ——. 
1207 
Таково выражение для кратчайшаго разетоян1я между двумя касательными въ кон- 
цахъ безконечно-малой дуги $5. 
Этими двумя изящными теоремами мы обязаны О. Бонне (О. Воппе{). 


ОПРЕДЪВЛЕН!Е ЭВОЛЮТЫ 


$ 610. Эволюта кривой есть такая вторая кривая, касательныя къ которой 
встр5чаютъ первую и къ ней нормальны. 

По этому опредБлению для полученя эволюты кривой достаточно провести къ 
ней рядъ нормалей по такому закону, чтобы ихъ совокупность образовала разверты- 
вающуюся поверхность, ребро возврата которой будетъ эволютою. 

Эту поверхность можно получить сл5дующимъ образомь: черезъ первую точку 21 
кривой ведемъ произвольнуто нормаль: зат$мъ, черезъ точку ЛГ, смежную съ 2, 
вторую нормаль, встрёчающую первую; черезъ точку 1/”, смежную съ Л, нормаль, 
встр5чающую вторую, и т. д. Каждая изъ этихъ нормалей, когда задана ея начальная 
точка, опред$ляется изъ условя находиться въ соотвЪтетвенной нормальной плоскости 
н встрёчать данную прямую. Ихъ совокупность образуетъ многоугольникъ, который, 
при безконечномъ сближеви точекъ М, М’, имфетъ пред$ломъ эволюту. Такъ какъ 
первая нормаль, исходящая изъ точки 41, произвольна, то каждая кривая имфетъ 
безчисленное множество эволютъ. ВКривая двоякой кривизны называется, подобно 
плоской кривой, эвольвентою своей эволюты. 


ДлинА ДУГИ ЭВОЛЮТЫ 


$ 611. Эволюты кривой двоякой кривизны раздфляютъ характеристическое свой- 
ство эволюты плоской кривой: дуга эволюты равна разности касательныхъ въ ея 
концахъ, отсчитанныхъ отъ точекъ касавя до ихъ перес$чен1я съ эвольвентою. 

Доказательство, данное въ 8 22-мъ, прилагается безъ измфнен1я. Когда прямая 
движется, оставаясь касательною къ кривой, проб$гаемой однимъ изъ ея концовъ, и 
нормальною къ кривой, проб$гаемой другимъ ея концомъ, изм! геше ея длины между 
двумя какими-нибудь положен1ями равно длин$ дуги, къ которой прямая оставалась 
касательною, при чемъ для доказательства безразлично, движется ли прямая въ одной 
и той же плоскости, или нЪтЪ. 
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Мы видфли ($ 21), что изм$невше длины безконечно-мало перемф$щающейся прямой. 
есть сумма перем5щенй ея концовъ, соотвЪтственно проектированныхт на напраг- 
лен1е прямой. Когда такимъ образомъ одинъ изъ конповъ перемфщается касательно къ 
прямой, соотвфтетвенный членъ въ измфнени длины равенъ безконечно-малой дугЪ. 
которую пробЪгаетъ этотъ конецъ; значитъ, чтобы эта дуга представляла вес измф- 
нен1е длины, необходимо и достаточно, чтобы перемф$щен!е другого конца было нор- 
мально къ прямой. Поэтому, если отложить (чсруи. 78) на касательных къ какой- 









м № 


Черт. 78 


нибудь кривой такя длины 111, ПГТ’, Л "Т", разности между которыми были бы равны 
дугамъ между ихъ точками касатя, при чемъ первая длина 411' совершенно произвольна, 
то геометрическое м$фсто точекъ 1, Т’, 1” будетъ нормально ко всЖмъ касательнымъ; 
слфдовательно, оно представляетъ эвольвенту данной кривой. 

Предыдупий результатъ можно выразить иначе, а именно, что когда нить, на- 
вернутая на кривую ММ” и укр$пленная въ одномъ изъ своихъ концовъ непо- 
движно, развертывается съ постояннымъ натяжен1емъ развертываемой части вдоль 
прямой лини въ направленйи касательной, проведенной въ той точкЪ, гдЪ эта часть 
отдфляется отъ кривой, каждая изъ точекъ нити опишетт эвольвенту. 

$ 612. Предыдущимъ доказательствамъ можно легко придать аналитическай вилъ. 

Пусть Ь и, ® будутъ координаты какой-утодно точки данной кривой 5, и 
х, у, г — координаты той точки, которую мы получаемъ, отлагая на касательной въ 
точЕ$ $5 н,о оть точки касаня длину Г. Ишемъ необходимое и достаточное услове, 
чтобы кривая >, геометрическое м$ето точекъ 2, 9,2, была эвольвентою кривой 9. 


Называя черезъ а, В, 7 углы, составляемые съ осями касательною въ точк» 
и, имемъ: 


= -- [с0$а, | 
у=и-- со$В, (1) 
8 —®% —- < 0$1; 


отсюда выводимъ: 


4х = 4 —- 9 с0$а-- соза 4, | 
ау —= ди 14с038 -|-- созВа, \ (2) 
42 — 4% -- 4 с0$1 -- с0$17 41. | 


. 


Свладываемъ эти уравнен1я, предварительно умноживъ первое изъ нихъ на соза, 
второе на со$В и третье на со$т; принимая при этомф во внимане уравненя 


с05?а —- с0$28 | с0$21 = 1, 
с05а44с0$% —- со5В4со$В -|- с0$1у4с0$7 == 0, 


627 
будемъ имЪть: 
(лоза —- 4ус038 -- 9260$1 = соза Е -- со$В4и —- со$луе Е 41. (3) 


Называя же черезъ 45 дифференщалъ дуги кривой 5, имфемъ: 


{ ди 
059 — =, созВ — =, С08°1=-с, 


и уравнене (3) принимаетъ видъ 


ар ай а’ | 


ахсо$а —- 40$ —- 4260$ = т | 


= 4$ -— 4. 
Такимъ образомъ, необходимое и достаточное услове, чтобы 45-Р = 0, заключается 
въ томъ, чтобы первая часть была нулемъ и чтобы, слЪдовательно, касательная къ 
кривой %Х, составляющая съ осями углы, косинусы которыхъ пропорщональны 
ах, Чу, 42, была перпендикулярна къ прямой [, составляющей углы а. В, 1. 

$ 613. Главная нормаль эволюты параллельна, въ каждой точкЪ, ссотвфтетвенной 
касательной эвольвенты. 

Вь самомъ дЪлЪ, разсмотримъ дв смежныя нормали, перес$кающая эвольвенту 
въ ЛГи ЛГ (черт. 19) и касатюцияеся эволюты въ соотв$тственныхъ точкахъ Ги 7”. 
Главная нормаль въ Г перпендикулярна къ 1/Т и расположена въ соприкасающейся 


М 


т — М” 
Черт. 19 


плоскости кривой Т1’, которая (8 571) касается по М/Т развертывающейся поверх- 
ности, служащей геометрическимъ м$стомь прямыхъ 111, Т’Л, и, слЪдовательно, 
содержитъ касательную къ кривой 1/Л/', расположенную на этой поверхности. Главная 
нормаль въ Г и касательная въ 1/, лежащая въ одной плоскости и перпендикулярныя 
об къ прямой Л/Т, параллельны между собою. 

8 614. Легко доказать то же свойство посредетвомъ вычислевя. Въ самомъ 
ДЪлЪ, называя черезъ & и, х координаты точки 1, черезъ 2, у, 2 координаты точки М 
и черезъ [ разстояв1е между ними, мы нашли ($ 612): 


4х — 4 —- @соза —- соза 4, | 
Чу = ав -—- 4с0$8 —- созваь | 
42 = ав Е 4с0$1 -- с0$14; | 


(1) 


но мы имБемъ: 


Ц -- 48 = 
‘И, Кром$ того, 
4 а ен 
35 ==60$1, у = С05В, 55 == С0$1; 
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слБдовательно, 
Е —- соза = 0, 
и —- соз ВАТ = 0, \ (2) 
4» —- со == 0, 


и уравневя (1) приводятся къ 


4х = 40$ ©, 
Чу —= 4с0$8, 
г — 4051. 


(3) 


Они доказываютъ, что направлен!е, составляющее съ осями углы, косинусы 
которыхъ пропорщональны (л:, ду, 42, или, что одно и то же, касательная КъЪ эволь- 
вент$ параллельна направлен, составляющему углы, косинусы которыхъ пропор- 
щональны ({с03“, 4с0$8, 4051, т.-е. параллельна главной нормали эволюты. 


Поверхность, СЛУЖАЩАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКИМЪ МВСТОМЪ ЭВОЛЮТЪ 


$ 615. Каждая точка эволюты есть перес$чене двухъ безконечно-близкихъ нор- 
малей эвольвенты. Значитъ, она расположена на перес$чени двухъ безконечно-близ- 
кихъ нормальныхъ плоскостей послФдней, т.-е. на оси соприкасающейся плоскости; 
вс эволюты кривой расположены, такимъ образомъ, на поверхности, служащей гео- 
метрическимъ м$етомъ осей соприкасающихся круговъ. Эта поверхность, геометриче- 
ское м$ето эволютъ, есть также геометрическое м$сто послБдовательныхъ пересЪчен1й 
нормальныхъ плоскостей эвольвенты, т.-е. развертывающаяся поверхность, огибающая 
эти нормальныя плоскости и имфющая ($ 604) ребромъ возврата геометрическое 
мЪсто центровъ соприкасающихся сферъ. 

$ 616. Эволюты, расположенныя на этой развертывающейся поверхности та- 
ковы, что по развертывании певерхности на плоскость вс$ онЪ переходятъ въ прямыя 
лини. Слфдовательно, онф—кратчайпия лини, каюя можно провести между двумя 
изъ ихъ точекъ на развертывающейся поверхности. 

Въ самомъ дфлЪ, такъ какъ главная нормаль эволюты параллельна касательной 
въ соотвЪтетвенной точкЪ эвольвенты, то она перпендикулярна къ нормальной плос- 
кости этой посл$дней, т.-е. къ касательной плоскости развертывающейся поверхности, 
служащей геометрическимъ м$етомъ эволютъ. Такимъ образомъ, въ каждой точкЪ 
эволюты ея главная нормаль, а сл5довательно, и заключающая эту нормаль соприка- 
сающаяся плоскость перпендикулярны къ касательной плоскости развертывающейся 
поверхности, на которой нанесена разсматриваемая эволюта. Но мы тотчасъ пока- 
жемъ, что кривая, соприкасающаяся плоскость которой въ каждой точкЪ нормальна 
къ развертывающейся поверхности, на которой она нанесена, переходитъ въ прямуо 
лин при развертывании этой посл$дней. 

Для этого ищемъ, какова кривизна линш, въ которую переходитъ при развер- 
тывани развертывающейся поверхности какая-нибудь нанесенная на ней кривая. 
Бели эта кривизна окажется нулемъ, разсматриваемая кривая переходитъ въ пряму!о. 
Раземотримъ сначала многогранникъ, ребра котораго представляютъ посл$довательныя 
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перес5чен1я ряда плоскостей; достаточно будеть предположить, что посл$довательныя 
плоскости безконечно сближалотся, чтобы этотъ многогранникъ замфнился разверты- 
вающетося поверхностью, къ которой полученные результаты будутъ прилагаться, 
какъ къ пред$лу. Пусть АМ, ВМ, ВР (черт. 80) будуть три послФдовательныхъ 
ребра многогранника, и пп, ир—дв$ стороны многоугольника, нанесеннаго на поверх- 


В 





Черт. 80 


ности. Чтобы развернуть многогранникъ на плоскость, нужно посл$довательно вра- 
щать каждую грань вокругъ ребра, соединяющаго ее со смежного гранью. При этомъ 
движени стороны тп и пр не измфнятся по длинЪ, но измВнится уголъ между ними, 
или, что то же самое, между ихъ продолжен1ями. Пусть пр’ будетъ положене ир послЪ 
вращен1я. Полагаемъ мир = г, тир =е; пр, пр’ двЪ производяпия конуса, для ко- 
тораго 2.6 служитъ осью; значитъ, ихъ плоскость въ предЪлЪ касательна къ этому 
конусу и, слдовательно, перпендикулярна къ плоскости Вир’, или, что то же самое, 
къ тур. Такимъ образомъ можно, переходя къ предЪлу. разсматривать трегран- 
ный уголъ прр»п, какъ имюшИЙй прямой двугранный уголъ при ребрБ пр, и если 
ПОЛОЖИТЬ 
тир = тур’ =>, 


то, называя черезъ 0 двугранный уголъ, составляемый гранями рир и рит, будемъ 
ИМЪтТЬ: 


{ап = = {а1п#зс0$8, 


/ 


йли, что то же самое, при безконечно-малыхъ = И <, 


$ — =С0$8. 


} 


Таково соотношене, связывающее уголъ смежности = кривой, полученной при раз- 
вертываюи, съ угломъ смежности г первоначальной кривой; 6 обозначаетъ, очевидно, 
уголъ между соприкасающегося плоскостью пред$льной кривой и плоскостью, касатель- 
ного къ развертывающейся поверхности, проведенною черезъ касательную къ этой 
кривой. Такъ какъ элементъ кривой при развертыван!и не измфняется по длинЪ, то 
отноптен1е кривизнъ есть отношен!е угловъ смежности, и, сл$довательно, называя 
черезъ р рамусъ кривизны кривой, нанесенной на развертывающейся поверхности, и 
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черезъ о радусъ кривизны лини, въ которую переходитъ разсматриваемая кривая при 
развертывавйи поверхности, имЪемъ: 


1 
Чтобы -— было нулемъ, т.-е. чтобы лия, въ которую переходить кривая при раз- 
о 


вертывани, была прямою, необходимо и достаточно, чтобы со$@ равнялось нулю, т.-е. 
Чтобы соприкасающаяся плоскость кривой была нормальна къ поверхности, на кото- 
рой эта кривая нанесена. 

$ 617. Вс5 эволюты кривой переходять въ прямыя лиши при развертыван1и 
развертывающейся поверхности, на которой эти эволюты расположены. Но обратное 
предложен1е не было бы точнымъ: всякая кривая, нанесенная на развертывающейся 
поверхности и при развертывании этой посл$дней переходящая въ прямую линию, не 
будетъ вел$детв1е этого эволютою. 

Прямыя, въ которыя переходятъ вс эволюты, сходятся въ одной точк$. 

Цйствительно, вообразимъ развертывающуюся поверхность, огибающую нормаль- 
ныя плоскости данной кривой, и на ней вс эволюты этой кривой. Пусть будеть 
навернута на ней плоскость, которую мы станемъ развертывать, вращая ее послЪдо- 
вательно вокругъ различныхъ производящихъ. Въ любой моментъ производимаго дЪй- 
ств!я эта плоскость касается поверхности по производящей и на развернутой уже 
части мы видимъ различныя эволюты въ вид$ прямыхъ, соединяющихся съ частями, 
оставшимися еще на поверхности; этихъ послфднихъь прямыя касаются какъ разъ 
на упомянутой производящей, по которой развернутая уже часть поверхности соеди- 
няется съ оставшеюся. Вс эти точки, въ которыхъ различныя эволюты только-что 
перес$кали одну и ту же производящую развертывающейся поверхности, соотвЪт- 
ствуютъ одной и только одной точк$ первообразной кривой, соприкасаюцийся кругъ 
которой имЪетъ осью эту производящую; касательныя къ различнымъ эволютамъ 
сойдутся въ этой точкЪ. Такимъ образомъ, когда касательная плоскость, разверты- 
ваясь, коснется послБдовательно развертывающейся поверхности по вс$мъ производя- 
щимъ, развертываюе эволютъ преобразуеть ихъ въ каждый моментъ въ рядъ пря- 
мыхъ, сходящихся въ одной перем$нной точк$, которая, будучи увлекаема подвиж- 
ною касательною плоскостью, опишетъ какъ разъ данную кривую; очевидно, то же 
самое произойдетъ и въ конц развертыван1я, и веЪ эволюты дадутъ прямыя, ехо- 
дяпияся въ одной И той же точкЪ. 

$ 618. Кривая, служащая геометрическимъ м$стомъ центровъ кривизны данной 
кривой, расположена на поверхности, служащей геометрическимъ м$стомъ осей сопри- 
касающихся круговъ и содержащей во эволюты, но сама она никогда не представ- 
ляеть эволюты. Каждая изъ ея точекъ есть основан!е перпендикуляра, опущеннаго 
изъ соотвЪтетвенной точки данной кривой на соотв$тетвенную производящуто разверты- 
вающейся поверхности. Мы только-что видЪли, что каждая изъ точекъ первообразной 
кривой, связанныхъ по предположенио, съ соотвфтственными производящими . развер- 
тывающейся поверхности и вращающихся вмЪфстЪ съ касательными плоскостями при 
развертыван!и этой посл$дней, опишетъь самую же кривую по мЪрЪ. развертываня 
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подвижной плоскости, навернутой, по предположеню, на поверхность, такъ что всЪ 
онЪ соберутся, по окончании дЪйстня, въ ту самую точку, въ которой сходятся пря- 
мыя, получаемыя отъ развертывания различныхъ эволютъ. Такимъ образомъ, точки 
кривой, служащей геометрическимъ м$стомъ центровъ кривизны, будутъ, по раз- 
вертыван, основамями перпендикуляровъ, опушенныхъ изъ неподвижной точки 
на прямыя, въ которыя переходятъ производяпия, т.-е. на касательныя къ кривой, 
получаемой отъ развертыван1я ребра возврата, служащаго геометрическимъ м$етомъ 
центровъ соприкасающихся сферъ. 

$ 619. Такъ какъ эволюты переходятъ, при развертыванш содержащей ихъ раз- 
вертывающейся поверхности, въ прямыя, исходяния изъ одной точки, то каждая изъ 
этихъ прямыхъ в отдфльности представляетъ не только соотв$тствующую ей эво- 
люту, но и всБ касательныя къ этой эволютЪ, увлекаемыя, по предположению, раз- 
вертыванемъ вмЪет$ съ касательными плоскостями, въ которыхъ онф лежатъ. Раз- 
сматривая дв$ разныя эволюты, видимъ, что касательныя къ этимъ эволютамъ, со- 
отвфтетвующия одной и той же точк$ первообразной кривой, расположены въ одной 
и той же плоскости, нормальной къ этой посл$дней, и слЪдовательно, въ одной и 
той же плоскости, касательной къ развертывающейся поверхности — геометрическому 
мфсту эволютъ. оначитъ, развертыване не изм$нитъ угла между ними, и, сл$дова- 
тельно, этотъ уголъ равенъ углу между двумя прямыми, представляющими по раз- 
вертыван эти дв$ эволюты. Поэтому, разсматривая дв$ эволюты одной и той же 
кривой двоякой кривизны и двЪ труппы нормалей къ этой послфдней, каждая изъ 
которыхъ представляетъ группу касательныхъ къ одной изъ двухъ взятыхъ эволютъ, 
заключаемъ, что эти нормали будутъ перес$каться по двЪ$ на данной кривой подъ 
постояннымъ угломъ. Другими словами, разсматривая нормали, огибаюция первую 
эволюту, видимъ, что для полученя нормалей, огибающихъ вторую эволюту, доста- 
точно повернуть каждую изъ первыхъ на постоянный уголъ вокругь точки ея 
встрЪчи съ кривою, не выводя ее, понятно, изъ той нормальной плоскости, въ кото- 
рой она лежитъ. 

$ 620. Разсматривая рядъ нормалей, огибающихъ одну и ту же эволюту, ви- 
димъ, что уголъ, составляемый одною изъ нихъ съ соотв$тственною соприкасаю- 





О 
Черт. 81 


щеюся плоскостью, измфняется отъ одной точки до другой ин, при замфнЪ одной 


652 


эволюты другою, получаетъ въ каждой точкВ постоянное приращене. Олфдовательно. 
‚ дифференщалъ этого угла не зависитъ отъ разсматриваемой эволюты. 

Этотъ дифференщаль равенъ углу между двумя безконечно-близкими соприка- 
касающимися плоскостями. 

Въ самомъ дБлЪ, пусть ЛГ и ДМ (черт. 81) будуть двЪ безконечно-близюя 
точки кривой двоякой кривизны. Разсматриваемъ ту изъ эволютъ, къ которой каса- 
тельна главная нормаль въ //; такъ какъ наклонене этой нормали къ соприкасалю- 
щейся плоскости равно нулю, то искомый дифференщалъ есть наклонеше соприка- 
сающейся плоскости въ ЛГ къ той изъ нормалей въ точк$ М’, которая встрЪчастъ 
нормаль 110. Но мы видЪли ($8 599), что это наклонен!е есть какъ разъ уголъ между 
соприкасающимися плоскостями въ Ли въ ЛГ. 

$ 621. Анализъ легко приводить къ тому же заключено. Такъ же, какъ въ 
$ 590-мъ, разсмотримъ въ точкф М данной кривой касательную, главную нормаль 
и перпендикуляръ къ соприкасающейся плоскости, образующие трегранный уголъ съ 
тремя прямыми двугранными углами. Пусть а, В, 1, А, в, уъёь, Е будутъ углы, со- 
ставляемые этими тремя прямыми съ осями координатъ; обозначаемъ черезъ ^’, ь.,.у’ 
углы, составляемые съ т5ми же осями тою изъ нормалей, которая касательна къ 


разсматриваемой эволютЗ; называя черезъ 6 уголъ этой нормали съ осью соприка- 
сающагося круга, имЪемъ: 


0$0 — с0$}'с03Е | с0з' с050 -[ с0$у'с050, (1) 
откуда, дифференцируя, находимъ: 


— 511040 = с05)4с0$&-- с0$ш4с0$0 -- с0зу'4с0$5 —- 
-- с0$Е4с0$^' -- созо 4созь, -|- с0$2 4с0$у’; (2) 


дай 


называя черезь Фл уголь между двумя безконечно-близкими соприкасающимниея 
плоскостями, имЪемъ: 

4С0$& == 41 С0$*., 

4050 = 410$, 

4с0$° —= 410$; 


кромф того, 4с0$^/, 4со$», 4с0$у пропоршональны косинусамъ угловъ, составляе- 
мыхъ съ осями главною нормалью эволюты, параллельною ($ 613) касательной эволь- 


венты; отсюда вытекаетъ, что сумма трехъ послднихъ членовъ уравневня (2) равна 
нулю, и это уравнете приводится къ 


— 511646 —= 41(с0$^\с0$)/ -- созр.со$ и -- с0$УС0$У’). (3) 


Множитель при Фи во второй части есть косинусъ угла между главною нормалью 


данной кривой и нормалью, касательной къ эволютЪ; очевидно, онъ равенъ $т0, и 
мы, слздовательно, имЪемъ: 


49 — — @\, 


что и доказываетъ наше предложенте. 
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УРАВНЕН!Е ЭВОЛЮТЪ 


$ 622. По развертыван!и на плоскость развертывающейся поверхности, заклю- 
чающей въ себф вс$ эволюты, производящия будутъ представлены прямыми литями, 
касательными къ одной и той же кривой, въ которую переходитъ ребро возврата. 
Эволюты переходятъ въ прямыя, перес$каюпия эти различныя касательныя. Называя 
черезъ чи а, углы, подъ которыми одна и та же эволюта пересЖкаетъ дв произво- 
дяшия развертывающейся поверхности, и черезъ @ уголъ, составляемый этими произ- 
водящими по развертывании, очевидно, имфемъ: 


а— 0 =. 


Дал$е, для разыскавя уравнен1я эволютъ, вычисляютъ уголъ @, относяпайея къ 
какой-угодно производящей, выбравъ предварительно на развертывающейся поверх- 
ности начальную производящую, которой соотвфтетвуетъ уголъ я. Такое разыскаше 
требуетъ употреблетя интегральнаго исчисленя. Дифференталъ 48, уголъ между 
двумя безконечно-близкими производящимн развертывающейся поверхности, есть, 
въ самомъ дЪл5, уголъ между двумя соотв$тетвенными соприкасающимися плоскостями 
данной кривой и можетъ быть принятъ за извфетный. Предполагаемъ, что ® выра- 
жено въ функщи координатъ соотв$тственной точки данной кривой. Пусть о будетъ 
радлусъ кривизны въ этой точкЪ, и р, —ея разетояне до соотв$тетвенной точки 
эволюты. Разсматривая прямоугольный треугольникъ съ гипотенузою о, и катетомъ р, 


г 1 
видимъ, что противоположный посл$днему уголъ есть а, и, слЪдовательно, 


0 


РЕНЕВНЕ \ 


= 1-28). 


Это значене о, дастъ возможность, по выбор а,, опредфлить точку эволюты, соотвЪт- 
ствующую данной точк$ эвольвенты, и координаты точки могутъ такимъ образомъ 
выразиться въ функщи лишь одной перемЁнной, исключен!1е которой дастъ уравнея 
кривой. | 

$ 623. 0. Бонне предложиль, для аналитическаго опредлевя эволютъ, болЪе 
прямой методъ, къ которому мы впослЪдетвши вернемея. Зд5еь же мы только пока- 
жемъ, какъ онъ сводитъ эту задачу къ опред$леню функши, удовлетворяющей нз- 
которому дифференщальному уравнен!ю. 

Соприкасающаяся плоскость эволюты содержитъ касательную и главную нор- 
маль; первая изъ этихъ ли нормальна къ эвольвентЪ, а вторая (8 613) параллельна 
касательной къ этой посл$дней. Отсюда сл$дуетъ, что соприкасаюцаяся плоекости 
эволюты являются плоскостями, проведенными черезъ касательныя къ данной кривой, 
и притомъ такими, что пересчете каждой изъ нихъ съ безконечно-близкою плос- 
костью есть нормаль къ кривой. 

Выражая это свойство, мы и находимъ указанное уравнене. 

Пусть 


—=а2--р, у=в-9 (1) 
62 
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будутъ уравненя касательной къ данной кривой, гдЪ а, 60, р, 9 — извЪетныя функши 
отъ одного и того же параметра ох, удовлетворяюция (8 572) условю 


4а _ 4 ‘о 
ар — 44° т 


Соприкасающаяся плоскость эволюты, проходя черезъ прямую (1), имфетъ уравнешемь 


#—аа—р)--Ми—№—9=0, (3) 


гдз ^ представляетъ неизвЪетную функцио отъ о. Касательная къ эволют%, являясь 
пересБченемъ двухъ безконечно-близкихъ соприкасающихея плоскостей, выразится 
уравнетемъ (3) и его дифференщаломъ 


г4а —- ар —- Х(245 -- 49) — а (у— 6 8—9 =0. (4) 


Услов1е, чтобы прямая, представленная уравнен1ями (3) и (4), была перпендикулярна 
къ касательной данной кривой, есть 


(2-1 52 1) -- (646 — ада) — ^?(а46 -- Баа) = 0, 


и если найти функшю ^, удовлетворяющую этому уравнению, то будемъ имЪть общее 
уравнене соприкасающихся плоскостей эволюты, откуда можемъ ($ 575) вывести 
уравнене этой посл$дней. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Даны уравнен1я кривой; узнать, будеть ли она вся расположена на одной ин той же сферЗ. 

2. Плоскость, проведенная черезъ касательную и черезъ точку кривой, взятую на безконечно- 
маломъ разстоян1и отъ точки касавя, образуетъ съ соприкасающеюся плоскостью уголъ, равный 
одной третп угла между двумя безконечно-близкими соприкасающимися илоскостями. 

3. Перпендикуляръ, общИЙ для двухъ безконечно-близкихъ касательныхъ, образуетъ съ пер- 
пендикуляромъ къ одной изъ соотв$тетвенныхъ соприкасающихся плоскостей уголъ, равный ноло- 
вин$ угла между двумя безконечно-близкими соприкасающимися плоскостами. 

4. Ланы двЪ кривыя, взаимно-касательныя въ точкф 0; отъ этой точки на каждой изъ нихъь 
откладывается безконечно-малая длина, равная $. Найти предфльное направлеше лин, соединяющей 
БОНЦЫ ЭТИХЪ Даннъ. | 

5. Центры кривизны всфхъ проекмй кривой на плоскости, проведенныя черезъ касательную 


вЪ точ, расположены на ‘одной и той же прямой, перпендикулярной къ соприкасающейся илос- 
кости Еривой. 


ГЛАВА ПЯТАЯ 


Теор!я кривизны поверхностей 


КРИВИЗНА НОРМАЛЬНЫХЪ СЪЧЕН!Й 


$ 624. Кривизна поверхности въ точкЪ не представляетъ такого простого по- 
нятя, какъ кривизна кривой лини, и для ея познан1я необходимо, повидимому, опре- 
дфлить не только кривизны сЪченй, но еще и кривизну лин! двоякой кривизны, 
проходящихъ черезъ разсматриваемую точку. Эти различныя кривизны связаны, для 
всякой поверхности, зам чательными законами, съ которыми мы и познакомимся въ 
этой главЪ. 

Изучимъ сначала кривизну сЪчен1й на поверхности нормальными плоскостями. 
Примемъ за ось 2-овъ нормаль 02 въ точкЪ О разсматриваемой поверхности, а за 
оси Х-овъ и У-овъ взаимно-перпендикулярныя прямыя, проведенныя въ плоскости, 
касательной въ точк$ 0. Пусть 2 =(х, у) будетъ уравнете поверхности, отнесенной 


42 42 
КЪ ЭТИМЪ ОСЯМЪ; 2, а И ау 


кривизну с$чев1я на поверхности плоскостью, проведенною черезъ ось 2-овъ и на- 
клоненною подъ угломъ « къ плоскости 2О0ОХ. Уравнен!е такой плоскости есть 
9 —= ап. 

Отнесемъ кривую, по которой она пересЪкаетъ данную поверхность, къ двумъ 
осямъ, расположеннымъ въ ея плоскости, изъ которыхъ одна 02 совпадала бы какъ 
разъ съ осью 2-овъ, а другая ОХ, была бы слФдомъ этой плоскости на плоскость ХУ. 
Называя черезъ х, и 2, координаты какой-нибудь точки кривой относительно этихъ 
новыхъ осей и черезъ х, у, з координаты той же точки относительно первоначаль- 
ныхъ осей, очевидно, имфемъ: 


‚ очевидно, вс$ трое по нулю при х=0, у=0. Поищемъ 


7, За, | а, (1) 


и такъ какъ точка находится на поверхности, уравнене которой есть 2 =9(х, у), то 


2, =9(%, с05а, &, то). 
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Это—уравнеке кривой, отнесенной къ осямъ 07, ОХ,, расположеннымъ въ ея плос- 
кости. Радусъ кривизны опредфляется по формулЪ 


[+ (=) 


= =—— (2) 


"2: 


а? 








9. =0, потому что кривая, 
21 

: ря 
очевидно, касательна къ оси Х,-овъ. Для вычислен!я — ‚ Достаточно продифферен- 


въ которой нужно положить х, =0 и, слФдовательно, 





цировать два раза по х, уравнене 


2 — (1, 9), 


принявъ во вниман1е соотношен1я (1); такимъ образомъ получаемъ: 





42 _ 42 ах 42 ау __ Че РО 
Г О а (3) 
и, дифференцируя снова по х,, пишемъ: 
а: 5 2 
Шт а а, та “ат - (4) 


Формулы (3) и (4) относятся къ какой-утодно точкЪ кривой пересБчен!я; чтобы вы- 
вести отсюда значеюмя производныхъ въ точкъ 0 начал5 координатъ, нужно въ 


этихъ формулахъ положить х=0, у=0; тогда г = 0; производныя второго 


42 42 42 
порядка =, 7. ду’ ау? ПРИМутъ опред5ленныя значешя, которыя мы обозначимъ че- 


резъ 4, В, С, и мы будемъ имЪть: 


42 
3% 

ФФ; 

дж — — 4 с05? 4% —- 2Взтасоза -- Сзт? а 


такъ какъ 2 ничфмъ не отличается отъ 2,, То эти значеня, подеставленныя въ урав- 
нене (2), дадутъ радусъ кривизны р: 


1 
? — Асоза = 2В та с0$% -- Оз? а’ 


Эта формула вполнф рфшаетъ задачу; она показываетъ, что законъ изм$нен1я радгуса 
кривизны 6 всегда одинъ и тотъ же и что только численныя значен1я трехъ постоян- 
ныхъ 4, В, С измняются отъ одной поверхности къ другой. 

_8 625. Съ перваго взгляда можеть показаться необычайнымъ, что законъ измЪ- 
_неня радлусовъ кривизны с$ченй какой-нибудь поверхности выведенъ независимо 
оть частнаго опред$леня посл$дней. Въ самомъ дфлЪ, ничто, повидимому, не свя- 
_вываетъ между собою различныхъ значенй рад!уса кривизны. Когда дается точка 
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поверхности и нормаль въ этой точкЪ, сБченя поверхности различными плоскостями, 
проведенными черезъ нормаль, остаются произвольными и независимыми другъ оть 
друга. Каковы бы ни были кривыя, лить бы только он сл$довали одна, за, другою, 
вилоизм5няясь, по непрерывному закону, ихъ совокупность образуетъ поверхность, 
и ничто, очевидно, не ограничиваетъ закона, по которому могуть изм$няться ра- 
длусы кривизны. Такое весьма простое разсужден1е показываетъ только, что дока- 
занная выше теорема должна представлять исключен1я. Уже самое ея доказатель- 
ство, если всмотр$Ъться въ него по-внимательнЪе. приводитъ къ тому же заключен!ю. 
2 04 0? 
= 0, у==0, опред$ленныя значен1я, обозначенныя нами черезъ 4, В, С, но можетъ 
случиться, что разсматриваемыя выражения, будучи хотя и опред$ленными функщями 
ОТЪ д И 9, явятся неопред5ленными для этой частной системы значен!1й перем$нныхъ. 
Подобное обстоятельство имфетъ. напр., м$ето при зависимости упомянутыхъ выра- 


. . 4 . 
жений отъ отношеня >. значене котораго, для х —=0, у—= 0, произвольно. Впрочемъ, 


ДЪйствительно, мы допустили, что производныя принимаютъ, при 





эти исключен1я, являюш1яся лишь въ особенныхъ точкахъ н$фкоторыхъ поверхностей, 
не представляютъ важности: они такъ же мало ослабляютъ общую теоршю кривизны, 
какъ мало влляетъь существоване угловой точки въ родф вершины конуса на устра- 
нен1е существоваюя касательной плоскости. 


1 : 
$ 626. Кривизна р всякаго нормальнаго с$ченмя выражается посредствомъ 


1 
зе 4с05*а — 3Взтас0$% —— С9п?а. 


Постоянныхъ 4, Б, С, измняющихся отъ одной поверхности къ другой, и отъ одной 
точки къ другой на одной и той же поверхности, достаточно, когда онф извЪфстны, 
для опредБленя кривизнъ всЪхъ нормальныхъ счерйй. 


проходитъ черезъ тах!- 


/ 


| 
При изм$нени угла « трехчленъ, представляюций И. 


шит и тшипит своего значеня, которые мы получимъ оба за-разъ. приравнявъ 
производную нулю; такимъ образомъ имфемъ: 


(С — 4)5т3а —- 2Бс0$3а = 0, 


_ ЭВ 
{апо ра = АС: 


Это уравнене даетъ для х безконечное число значеюй, которымъ соотвфтетвуютъ, 

какъ извфстно, два взаимно-перпендикулярныхъ направлен!я. Вторая производная 
1 

отъ -- есть 


(С — 4)с0$3а —4БзтЭо. 


Замфняя здфсь послБдовательно « двумя значешями а и 5’, обрашающими пер- 


вую производную въ нуль, получаемъ, очевидно, дв величины съ противополож- 
ными знаками. Слфдовательно, одна изъ нихъ соотвЪтствуеть тахйпит?’у, а другая 
штата? у. 


638 


$ 627. Два взаимно-перпендикулярныхъ нормальныхъ сЪчен1я, кривизны кото- 
рыхъ представляютъ тахиптит и тшипит, называются главными сфчешями поверх- 
ности въ разсматриваемой точк». 


Если мы примемъ плоскости этихъ двухъ сфчешй, существоване которыхъ 
теперь доказано, за плоскости 2А ин (У, то тахитит и шшипит кривизны будуть 


соотвЪтетвовать значенямъ а = 0, “=, и въ обоихъ этихъ случаяхъ мы будемъ 
ИМЪТЬ: 


{ап За — 0; 


значить, постоянная Б должна равняться нулю, и выражене для кривизны какого- 
угодно с$чен1я принимаетъ видъ 


1 | 
> А со5? а —- СУ? а. (1) 
Чтобы получить кривизны максимальную и минимальнуто, которыя мы назовемъ 
1 1 п ь 
черезъ > и т, нужно послФдовательно положить «=0, а=-., и мы найдемъ 
1 2 


1 1 
р —=4А, ь =0(, такъ что общее выражеше кривизны нормальнаго сЪчен!1я можно 
1 2 


представить подъ видомъ 


1 1 и и 
— — — С05° а — —$ШТ?а. р 
т ге 2. (2) 


Изъ этого уравненя выводится замфчательная теорема. 
Кривизны въ точк$ О двухъ взаимно-перпендикулярныхъ нормальныхъ сфченй 
мы получимъ, замфняя а въ уравнени (2) послФдовательно двумя значенями 


« И ®--—; такимъ образомъ будемъ имфть: 


1 1 5 о 
— = —— С0$`° ——$11 70) 
т}. 


1 ЕЁ 

у 1 ® э 1 о 
нь и г. — © 

с. 2 Е, р «-—|- Е, С057®, 


откуда 

1 1 1 1 

ЕТ 
а это показываетъ, что сумма кривизнъ двухъ взаимно-перпендикулярныхъ сБченй 
постоянна и равна сумм$ кривизнъ максимальной и минимальной. 

$ 628. Мы должны замЪтить, что формула для рад1уса кривизны, сообщая по- 

ел5днему тотъ или другой знакъ (8 492), этимъ самымъ указываетъ на характеръ 
| # 1 
кривизны. Значитъ, общее выражеюше для р можетъ быть, смотря по обстоятель- 
ствамъ, положительнымъ или отрицательнымъ, и значете нуль, когда оно его достиг- 


нетъ, пипилий?а собою, .вообще, не предетавитъ. Если, поэтому, рамусъ кривизны 
сфчетя безконечно-великъ, то не должно, по нашему анализу, принимать его за. 
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максимальный радусъ кривизны, и соотвфтотвующее ему сфчене не есть, вообще, 
главное. 


Раземотримъ, напр., косой гиперболоидъ; между вс$ми нормальными сЁчен1ями 


вокругъ одной точки есть два прямолинейныхъ, для которыхъ кривизна ^ равна НУЛЮ. 


. 1 
Это не главныя сЪченя: дёйствительно, ты обращаясь въ нуль, мфняетъ знакъ и не 
пр1обр$таетъь максимальнаго значея. Главными сфчен1ями будуть тЪ, которыя со- 


. 1 
отвфтствуютъ наибольшимъ абсолютнымъ значен1ямъ е 


‚ одному — положительному 


и другому — отрицательному. Такимъ образомъ, главными сфчен!ями будутъ два с$- 
чен1я съ противоположными кривизнами, каждое изъ которыхъ имфетъ минимальный 
радлусъ кривизны между вс$ми с$чен1ями, изогнутыми въ одномъ и томтъ же направлен!и. 


ЕКРИВИЗНА НАКЛОННАГО СЪЧЕНТЯ 


5 629. Раземотримъ теперь наклонное с5чете поверхности и поищемъ выражене 
его радтуса кривизны въ н®которой точк$. Беремъ какъ всегда за ось (-овъ нормаль 
къ поверхности въ разсматриваемой точк$ и направляемъ ось А-овъ по прямой 
перес$ чения касательной плоскости и плоскости разсматриваемаго сЪченя. Эта плос- 
кость, проходя такимъ образомъ черезъ ось Х-овъ, будеть имфть уравнешемъ 


/ = 2{апт, 2 (В) 


гд$ 71 обозначаетъ уголъ, образуемый ею съ плоскостью Х2. Пусть 


= (и, у) (2) 


будетъ уравнене поверхности. Отнесемъ кривую перес$чен1я къ двумъ такимъ прямо- 
угольнымъ осямъ, расположеннымъ въ ея плоскости, одною изъ которыхъ была бы 
ось А-овъ, а другою—сл$дъ плоскости кривой на плоскость У; называя черезъ х,, 2, 
координаты точки кривой относительно этихъ двухъ осей и черезъ х, у, 2 координаты 
той же точки относительно трехъ первоначальныхъ осей, очевидно, имБемъ: 


д; 


и == 1 
2—2. С0$1, \ (3) 
У — =, $111, | 
и уравнеше (2), слФдовательно, даетъ: 
2, С0$1 — $(%,, 2, 1), (4) 


что представляетъ уравнеше кривой относительно осей, расположенныхъ въ ея плос- 
кости. Выражен!1е радуса кривизны есть. 


г, \ 7“ 
‚+ И. (5) 
ат - 
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42. 2 
Для получен1я входящихъ сюда производныхъ —-*, == беремъ производную по х 


4х: ° 4.2? 
отъ уравненйя 
2 = ф(х, 1/); 
принимая во вниман!е формулы (3), будемъ имЪть: 


42 __ @8 а @2! 


да С. 517 (6) 


аа 
4%. 2? 
такъ какъ мы желаемъ имЪть значене только при 5, =0, то вычислене можно 
упростить. Въ самомъ дЪлЪ, такъ какъ кривая, очевидно, касательна къ оси Л-овъ, 


42 
то ж. въ разсматриваемой точкЪ обращается въ нуль; въ той же точкЪ, очевидно, 
мы 


42 
Это уравнен!е дастъ значене 2 ‚ беря снова производную по х,, получимъ Но 


2 с 
обращается въ нуль и Я А такъ какъ эти выражеютя входятъ множителями въ 


посл5дей членъ второй части и такъ какъ для полученная производной отъ произве- 
ден1я нужно дифференцировать за-разъ только одинъ множитель, то оба члена, соста- 
вляюцще эту производную, будуть по нулю при 5, =0, и ихъ поэтому безполезно 
писать. Такимъ образомъ, для точки О будемъ имЪть: 


Ре фе 
др С0$ т = даа ‚ (7) 
откуда 
22 
42, _ 92? 
ах. 6057 " (8) 


Фе 
Здесь а соотвзтствуетъ точкф, координаты которой х=:0, у=0, и, значить, 
является опред$ленною постоянною, которую мы обозначимъ черезъ .4. СлЪФдовательно, 
| : 42 : 
принявъ еще во внимане, что к равно нулю, для значения радлуса кривизны р. бу- 
1 
демъ имЪть: 
__ ©0571 
а 9) 


При 1==0 эта формула представить рад1усъ кривизны нормальнаго сЪчен1я, прове- 


деннаго черезь ось Х-овъ, и мы имЪфемъ, называя его черезъ ру, 


1 
о: | (10) 
Изъ уравневйй (9) и (10) выводимъ: 
ру == РуС0$1, (11) 


а это показываетъ, что радусъ кривизны наклоннаго с$чемя равенъ произведен!ю 
радтуса кривизны нормальнаго сЁченя, имфющаго ту же касательную, на © 
угла между плоскостями обоихъ офченй, 
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КРИВИЗНА ЛИН!И ДВОЯКОЙ КРИВИЗНЫ 


$ 630. Изъ предыдущей теоремы можно вывести радусъ кривизны какой-утодно 
лини. нанесенной на данной поверхности. ДЪйствительно, мы сейчасъ докажемъ, что 
кривизна, въ какой-угодно точкЪ, ливши, нанесенной на поверхности, равна кривизн® 
плоскаго сфченя поверхности соприкасающеюся плоскостью разсматриваемой лини 
ВЪ ЭТОЙ ТОЧКЪ. 

Въ самомъ дЪлЛЪ, соприкасающаяея плоскость находится, въ смежности своей 
точки соприкосновев!я, на безконечно-маломъ разстояни третьяго порядка отъ кривой, 
т.-е., какъ изложено выше ($8 562), точка, взятая на кривой на безконечно-маломъ 
разстояни перваго порядка отъ точки соприкосновен1я, находится на безконечно-маломъ 
разстояти третьяго порядка отъ соприкасающейся плоскости. Отсюда, очевидно, вы- 
текаетъ, что она находится также на безконечно-маломъ разстояни третьяго порядка 
отъ перес$чен1я поверхвости соприкасающеюся плоскостью, и, слВдовательно, если 
оставить въ сторон единственно возможный случай исключен!я, когда соприкасаю- 
щаяся плоскость касательна къ поверхности, обЪ кривыя имфютъ одинъ и тотъ же 
соприкасающийся кругъ. 

Отсюда слФдустъ, что радусъ кривизны какой-угодно кривой, нанесенной на 
поверхности, равенъ произведению радтуса кривизны нормальнаго сЪчен1я, имфющаго 
ту же касательную, на косинусъ угла, составляемаго плоскостью этого сЪченя съ 
соприкасающеюся плсскостью разсматриваемой кривой. Изъ вефхъ кривыхъ, нане- 
сенныхъ на данной поверхности и им5ющихъ общую касательную, кривая съ наи- 
большимъ радусомъ кривизны есть та, соприкасающаяся плоскость которой нор- 
мальна; ихъ, очевидно, безчисленное множество. 


ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ ЛИН!Я (15 пе п!п!Ита) нА КАКОЙ-УГОДНО ПОВЕРХНОСТИ 


$ 631. Изъ предыдущей теоремы вытекаетъ, что геодезическая лишя на какой- 
угодно поверхности владфетъ т$мъ свойствомъ, что въ каждой ея точкЪ соприкасаю- 
щаяся плоскость нормальна къ поверхности. Въ самомъ дфлЪ, очевидно, что если 
нфкоторая лия есть кратчайптая между двумя ея крайними точками, то она и подавио 
кратчайшая изъ ве$хъ, каюя можно провести между двумя какими-угодно промежу- 
точными точками и, въ частности, между двумя безконечно-близкими точками, произ- 
вольно выбранными на ея длинЪ. Но когда даны двЪ безконечно-близкля точки по- 
верхности, то такъ какъ хорда соединяющей ихъ дуги опредфленна, эта дуга будеть 
тВмъ меньше (8 517), ч$мъ больше ращусъ кривизны; съ другой же стороны, каса 
тельная опредБленна, потому что ее можно разсматривать, какъ совпадающую съ 
заданною безконечно-малою хордою; такимъ образомъ, радусъ кривизны будетъ 
тахипит, если соприкасающаяся плоскость нормальна къ поверхности, и это услов1е 
должно выполняться въ каждой точкЪ геодезической кривой. 

Эта теорема была уже доказана (8 616) для развертывающейся поверхности; 
мы ее выведемъ ниже изъ другой теори и часто будемъ имфть случаи для ея 
приложения. 
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Боль оБщтя ФорРМУЛЫ, ОТНОСЯЩТЯСЯ КЪ КАКИМЪ-УГОДНО ОСЯМЪ 
КООРДИНАТЪ 


$ 632. Получивъ обиия формулы, позволяющая выразить радусъ кривизны 
какой-угодно кривой, нанесенной на поверхности, въ функши главныхъ радусовъ 
кривизны и элементовъ, опред5ляющихь похожее зоприкасающейся плоскости этой 
кривой, необходимо снова пересмотрЪть ту же теорю, не дЪлая никакихъ предполо- 
жений относительно косрдинатныхъ осей, чтобы имфть возможность находить, для 
всякой поверхности, отнесенной къ какимъ-угодно осямъ, положене главныхъ сЗчен1й 
и выраженте ихъ кривизнъ. 

Разсмотримъ какую-нибудь кривую, расположенную на данной поверхности, 
отнесенной къ какимъ-угодно осямъ, и ноищемъ выражеше ея радлуса кривизны. 


Если х, у, 2 координаты точки кривой, нормальная плоскость въ этой точкЪ 
имфетъ уравнен1емъ 


((— 2) (и— уу —эаг=о0. (1) 


Уравнене безконечно-близкой нормальной плоскости получимъ, изм$няя хи, на 
х-—- ах, у 49, 242, такъ что прямая перес$ченя обфихъ плоскостей, т.-е. ось 
соприкасающагося круга, будетъ представлена уравнешемъ (1) совм$етно съ его 
дифференщаломъ 


({—2)4?х —- (и— у ау (и —2)4?г — ах? — ду? — 42? = 0. (2) 


Эта прямая, выраженная уравнен1ями (1) и (2), перпендикулярна къ соприкасаю- 
щейся плоскости разсматриваемой кривой въ центрЪ кривизны этой кривой; нахо- 
дясь въ нормальнной плоскости кривой, нанесенной на поверхности, она, рае 
встр$титъ нормаль къ поверхности, уравнен1я которой 


р ж--р(%— 2) =0, 


3 
и— у 9(0— 2) =0, (3) 


и совокупность четырехъ предыдущихъ уравненй даетъ для координатъ точки пере- 
сфченя 


=#— т, 
и=у—-, (4) 
= 
при чемъ 
| 422 — ра?х — 94?у = ПОа$?. (5) 


8 
Пусть. м. будеть часть нормали къ поверхности, взятая между поверхностью и точ- 
вою, координаты которой мы только-что опредфлили. Искомый радусъ кривизны 
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есть, очевидно, проекщшя № на соприкасающуюся плоскость кривой. Поэтому, обозна- 
чая черезъ @ уголъ, составляемый нормалью къ поверхности съ радусомъ кривизны 
кривой, будемъ имЪть для выражен1я радтуса кривизны р 


о — №с0$8, (6) 


но такъ какъ уравнения (4) даютъ 
2 Та 
№ = (1—2) (ие —а=-ЕЕХ, (7) 
то, принявъ во внимане уравнеше (5), находимъ: 


с0$ 1 1-90? | 
22 2 9 (8) 
4 Ра 145 
Далфе мы имфемъ: 
{2 —= рах-- вау; 
дифференцируя это равенство по дугВ $ разсматриваемой кривой и полагая 


ра —.7 в А в == 
4272 7 ахау ” ау ? 
ВЫВОДИМЪ: 
= — рат -- ау тах? —- Эзахау -— уз, 
и, сл5довательно, 
Фг — рат — 442у = т4? -- Эзазау —- у, (9) 
что даетъ: 


«3 ( 4х 144) | #[ 
ВРЕТ (=) а 


называя же черезъ о, В, 1 углы, образуемые съ осями касательною къ кривой, 
пишемъ: 


4) (10) 


В = тсо$* а -—- 2560$&с0$ В -[- #с052 В (11) 


и, наконецъ, имЪемъ: 





а У! 7-9 с0$8 ` (12) 


`` 7^С05?а -- 2560326038 - Ее0з?8 ° 


Эта формула показываетъ, что такъ какъ я и В остаются постоянными, то о про- 
порщонально со$9. Если соприкасающаяся плоскость разсматриваемой кривой нор- 
мальна къ поверхности, то уголъ 9 обращается въ нуль, и множитель со$6 приво- 
дится къ единиц®; формула (12) выражаетъ тогда радлуеъ кривизны нормальнаго 
сБчен1я, проведеннаго черезъ разсматриваемую касательную. Мы видимъ, что для 
полученя радуса кривизны всякой другой линш, расположенной на поверхности и 
имфющей ту же касательную, нужно умножить радусъ нормальнаго сфчешя на коси- 
нусъ угла, образуемаго имъ съ ралусомъ кривизны разематриваемой кривой. 
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$ 633. Если ограничиться разсмотрёемъ нормальныхъ сЪчеюмй въ данной 


точк$ О поверхности, то общее выражеше ихъ радтуса кривизны, по предыдущему, 
будетъ 


ее и 9" 


7603 а-- 2$ 603 «058 -- $6052 В 


— 
— 
— 


р, 4, т, $,1— частныя производныя, приводяпияся для разсматриваемой точки къ по- 
стояннымЪъ, численное значен1е которыхъ должно считаться извфетнымъ. Изъ коли- 


чествъ, измфняющихся съ направлетемъ с$четя, будутъ только углы а и В, состав- 
ляемые касательною съ осями А-овъ и У-овъ. 


Для опредфлен1я направленй главныхъ сфчешй нужно разыскать, при какихъ 
значеняхъ « и В наступаетъ тахипит или шшипит для знаменателя 


"с05*%-—- 25с05&с0$В -|- #с0$28; (2) 


с05х и с0$3 евязаны съ угломъ 1, который касательная составляетъ съ осью 2-овь. 
уравнешемъ 


с05? а Е 05° В = с0$21 =1, (3) 
имБюЮщЩимъЪ вето при всякомъ направлети, и соотношешемъ 
с057 —=1рс0$4-- асозВ, (4) 


выражающимъ, что направлене касательной перпендикулярно къ нормали, образуо- 
щей, какъ извЪстно, съ осями углы, косинусы которыхъ пропорщюнальны р, 4, —1. 
Исключене созу между двумя уравневшями (3) и (4) даетъ: 


(1-- р?)с0$*«-- 2р4 соасозВ —Н (1 - 92)с0$28 =1; (5) 


такъ какъ выраженте (2) должно достигать тахипип’а или пшитип”а подъ условемъ, 


чтобы удовлетворялось уравнене (5), то нужно приравнять нулю два дафференщала, 
и мы имЪемъ: 


(гсоза —- 5с0$8)@со5а -|-- (3с0$а —- #с0$8)4со$В = 0, 
@--р?)соз«-- расозВ]4с0$а-- [(1 -Ё 4*)с0$В  р9с0за]4с0$8 = 0. 


Исключая отсюда дифференщалы, находимъ: 


хс03а | $6058 $6058 + $6054 (6) 
(1- 2) соза--р9 с038 "у - 9) с038-- р9с0за’ 





Тт.-е. 


[291—(1--42)з] соз' В--[а--2°)+—а--9?)*] Зы —2*)з—р94"|с0$°«=0, (7) 


и это уравнене вмфетЪ съ соотношетями (3) и (4) опредфлитъ направлене главныхъ 
нормалей. Можно легко показать, что ихъ направлен1я взаимно-перпендикулярны. 
Въ самомъ дЪль, пишемъ уравнеше (7) подь видомъ 


`Асо5?В -- ВсозасозВ -|- Ссоз* а = 0. (8) 
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Обозначая черезъ а, В, 1, а, В, 1’ углы, составляемые касательными къ главнымъ 
сфчешямъ съ осями, имемъ: 

с0$1 = рс0за -- 4созр, 

6057’ = рсозо' —- 4со$В’, 


и уравнен1е, выражающее перпендикулярность, 
с0$4С05% —— с0$8с0$8'—- с0$1С0$17' —=0 
можеть быть замБнено уравнешемъ 
с05%соЗа (1 -|- 12?) --- созВсо$В' (1-Е 4?) -- 29 (с0$&6с0$8' -- с0$Всо$4) = 0, 


или, по раздёлени на с0$Всоз8', уравнешемъ 


605% 6054’ со а’ 
в. оз (Е--Р')-На-- 4-29 (а-я) =0. (9) 


058 ° ©0955 











05а 05а! 
058” с0$В’ 
извфстная; поэтому имЪфемъ: 


. т 0$ а 
два корня уравненя (7), В'Ъ которомЪъ с0з8 разсматривается, какЪъ нНе- 








с05а 08$ _ А 
058 ° с058' С’ 
608х | а’ 

оса: 9. 
с05В ' 038 С 


и уравнене (9) принимаетъ видъ 
А Б 
(тр) +@атт)— 29 =0, 


Аа) + ба 4)— Ва =0, 


что обращается въ тождество при замфн$ А, В, С ихъ значенями. 

$ 634. Направленля главныхъ нормалей опред$лены; намъ остается найти вы- 
ражен!е соотв$тственныхъ рад'усовъ кривизны. Для этого возвращаемся къ урав- 
нен1ю 


ИЛИ 


зы: УИ (1) 
} С05*а -- 2$ с05а с05В -- #с03°8 
и къ соотношенно 
тс0за -- $6058 __ #6058 -- $603“ (6) 
(1- 2°) с0за | р9с0зВ  (1-[ 9*)с0$8 -- р9соза` 


Если умножить на соо оба члена дроби, образующей первую часть уравневя (6), и 
на со5} оба члена дроби, образующей вторую часть, и затфмъ сложить отдЪльно 
числителей и отдфльно знаменателей, то числитель полученной такимъ образомъ 
дроби, равной каждой изъ двухъ остальныхъ дробей, будетъ какъ-разъ знаменате- 
лемъ Л значеншя р, а знаменатель, въ силу уравневя (5), будеть равенъ единиц. 
Сл$довательно, имемъ: 


` ге0ба -- $с038 » 
ПР) еозе Нав (10) 
#6058 + $605% ^^ __ 11 


(1- 9") 038 -! р4605а — 
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Исключая между этими уравнетями отношение г 


находимъ: 


(1-2 --4)2" —Ва- ране — Я — я =0 (12) 
И такъ какъ 
р Ут -- 2-4? 
у УЛ, 7 
то 
в — $) риа 7-2") +а-т)т — 2ра$ -Е (1 --2° 9) =0. (13) 


Это уравнеше имЪфетъ корнями два главныхъ рад!уса кривизны поверхности въ раз- 
сматриваемой точк$; эти радусы всегда вещественны; дфйствительно, легко показать, 
что корни уравнев1я всегда вещественны; въ силу соотношен1я, связывающаго р съ 1), ° 
достаточно доказать, что это такъ для уравнен1я (12) съ неизв$етною Д. Но это 
уравнете можно представить подъ видомъ 


Ра”) — рат) —й— 6—9) =0, (14) 


а въ такомъ случаБ ясно, что, подставляя послБдовательно на мфето 7) въ первой 
части значеня 


мы получимъ знаки --, —, --; значитъ, уравнен1е имфетъ два вещественныхъ корня, 


одинъ меньше, а другой больше Е Подставляя вместо этой дроби 


же нашли бы, что одинъ изъ корней меньше, а другой больше 


$ 
12?’ мы такъ 


$ 
1-9. 
$ 635. Изъ предыдущихъ замчан!й вытекаетъ, что оба корня уравнешя съ О 
и, слБдовательно, оба значетя р могутъ быть равны только при 


ее ба 
12° 19’ 


кромЪ того, общее значене этихъ двухъ дробей будетъ тогда, очевидно, значетемъ 0, 
удовлетворяющимъ уравнен!ю (14), и мы должны имЪть: 


$ — 240 = 0, 


Т.-е. каждая изъ дробей должна равняться за 


СлБловательно, необходимыми и достаточными условями, чтобы радусы кри- 
визны были равны между собою, являются равенства 


И 3 
1-2 1+9 29° 


г Важно замЗтить, что ихъ два и что велфдетне этого они вм5етЪ съ уравнешемъ по- 
° верхности опредфляютъ конечное чиело точекъ, въ которыхъ вс нормальныя с%- 
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ченя имБютъ одну и ту же кривизну; эти точки называются точками округлен1я 
(отЬШсС$). 
5 636. Уравнене 


Дсо$?В —- Вс0$ас0$8 -— Ссо$?а = 0, (1) 


которому удовлетворяютъ косинусы угловъ, образуемыхъ однимъ изъ главныхъ на- 
правлен1й съ двумя изъ координатныхъ осей, приводитъ къ замфчательному соотно- 
шенио между безконечно-малыми изм$нен1ями количествъ г, у, 2, р, 9, когда мы пере- 
м5щаемся посл$довательно по каждому изъ двухъ сфченй. Въ самомъ дЪлЪ, обозна- 
чимъ буквою @ дифференщалъ, относящийся къ перемфщен1ю по одному изъ сВчевй, 
и буквою 6 дифференшалъ при перем$щенши по другому сфчению; значеня со$3 и 
05а, соотвфТетвуюция первому сБченю, пропоршональны у и ах, а соотв тетвующя 
. ь о 4 6} 
второму сБ5ченио, пропоршональны бу и 05; сл$довательно, 3 И > являются двумя 
корнями уравнения 





Ай БиС =0, (2) 
и мы имЪемъ: 

в ие 

4х °`° 5х А? 

ду бу __ В 

о: а © 


Кром того, принимая во внимаве значетшя 4, В, С, имфемъ тождественно: 


Ат —- (1 — В. 


Отсюда заключаемъ, что 





‚; 4 бу ау | 5 
` « 
А (жа) =, 


42 (т8х —- $69) -— 4у(56% ву) = 0, 
а такъ какъ 
"0; —- 36у = бр, $9%-—- Ву =64, 
то 
4х6р —- 4964 =0; (3) 
также, очевидно, имфемъ: 
бар -- 8,44 = 0. (+) 


Эти два уравнетя выражаютъ весьма важную теорему, къ которой мы еще вер- 
немся; они выражаютъ, что нормали къ поверхности, проведенныя чЧерезъ двЪ 
безконечно-близюмя точки главнаго сфченя, можно разсматривать, какъ встр$чаю- 
пияся, если пренебречь безконечно-малыми второго порядка. ДЪйствительно, коси- 
нусы угловъ, образуемыхъ съ осями касательною къ главному сфченю, пропорщо- 
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нальны 4х, Чу, 42, а косинусы угловъ, образусмыхъ нормалью, пропоршональны 
р, 9—1. Такъ какъ эти два направлетя взанмно-перпендикулярны, то 


рах — а49у— а2=0. (5) 


Нормаль въ точк®, координаты которой х-Р 6х, у-- 09, =—-02, образуетъ съ осямн 
углы, косинусы которыхъ пропоршональны р-- 5, 9—-69, —1; значитъ, необходимое 
и достаточное услове, чтобы она была перпендикулярна къ касательной главнаго с$- 
чен!я въ точкЪ 2, у, 2, есть 


4х(р -- бр) - 4у(а -- 84) — 42 =0, 


что приводится, въ силу равенства (5), къ 


хор —- 464 =0. (6) 


Итакъ, это уравнев!е выражаетъ, что касательная къ одному изъ главныхъ сФченй 
въ н$которой точкЪ перпендикулярна къ нормали, проведенной къ поверхности черезъ 
безконечно-близкую точку другого главнаго сфченя. Для этого необходимо и доста- 
точно, чтобы дв$ смежныя нормали встр$чались и находились въ одной и той же 
плоскости, перпендикулярной къ разсматриваемой касательной. Вирочемъ, такъ какъ 
при вычислени были отброшены безконечно-малыя второго порядка, то, строго говоря, 
ветр5чи двухъ нормалей не происходить, и мы должны только говорить, что ихъ 
кратчайшее разстояе есть безконечно-малая порядка выше перваго. Принимая во 
внимане, что дв$ ветр$чаюцияся безконечно-близкля нормали расположены въ плос- 
кости главнаго сБченя, видимъ, что точка ихъ встрфчи есть какъ разъ центръ кри- 
визны послЪдняго, и разстояе этой точки до поверхности равно одному изъ глав- 
ныхъ рамусовъ кривизны. 

$ 637. Предыдупия теоремы приводятъ къ одному весьма простому и не без- 
полезному въ н$которыхъ случаяхъ соотношеню, характеризующему направлен!я 
главныхь сЪченй. 

Обозначимъ черезъ Х, У, Й косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью разсма- 
триваемой поверхности съ координатными осями, и разсмотримъ главное с$чеше въ 
точк$, координаты которой #2, 9,2; безконечно-близкая точка того же сБченмя иметь 
координаты х--4х, у--44, 2—-42; косинусы угловъ, образуемыхъ съ осями нор- 
малью въ этой точкЪ, будуть Хх ах, У АУ, 2-40; обЪ нормали, какъ сказано 
выше, встр5чаются въ центр кривизны разсматриваемаго нормальнаго сБчен1я; на- 
зываемъ черезь В ращусъ кривизны этого сФчен1я; обф нормали и безконечно-малая 
дуга 48, раздЪляющая ихъ начальныя точки на поверхности, образуютъ равнобедрен- 
ный треугольникъ. Проекция 4х основан!я на ось Х-овъ равна разности проекщй 
двухъ другихъ сторонъ, т.-е. ВаХ, и мы, слЪдовательно, имфемъ: 


" 2х. ® че. 
ах В’ 
такъ же находимъ:. 
| ду 1 
у ВЕ’ 
ай р 





а2` В: 
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значитъ, 


ах _ ау _ 42 
2 бо 4. 


Это услове является къ тому же характеристическимъ и выражаетъ, что точка, коор- 
динаты которой х-- 4х, у-— 49, 2-42, находится на главномъ счени въ точк® 2; 9, 2. 
Изъ него не трудно было бы вывести уже найденное выше уравнен!е для опредфленя 
тлавныхъ сЪчений. 


Геометрическое доказательство предыдущихъ теоремъ 
Индикдтрислла 


$ 638. Предыдущия теоремы и, въ особенности, ту, которая даетъ законъ изм%- 
неня кривизны нормальныхъ сБченй въ нзкоторой точкЪ поверхности, можно легко 
вывести и изящно представить при помощи кривой, разсмотрённой впервые Дюпе- 
номъ (Рирт) и названной имъ же индикатрисою. 

Индикатриса поверхности въ точк$ 4/ этой поверхности есть с$чете на безко- 
нечно-маломъ разстоянши отъ точки 4/ плоскостью, параллельною касательной плос- 
кости въ 1. Нужно только при этомъ имфть въ виду, что если кривая пересБченя 
имБетъ конечные разм$ры, какъ, напр., у поверхностей съ противоположными кри- 
визнами, пересфченныхъ ихъ касательною плоскостью, то назване индикатрисы 
дается только той части кривой перес$ченя, которая расположена на безконечно- 
маломъ разстояни отъ точки 41. 

Мы начнемъ съ доказательства сл5дующей теоремы: 

Бо всякой точкль поверхности индикатриса есть кривая второзо порядка. 

Беремъ за ось -овъ нормаль къ поверхности въ разсматриваемой точкз и за. 
плоскость АУ касательную плоскость въ этой точкЪ. Пусть 


2=9(2, у) _ &) 


будетъ уравнене поверхности, отнесенное къ этимъ осямъ. Плоскоеть, параллельная 
касательной плоскости, будетъ имфть уравнешемъ г =й, и индикатриса, проектиро- 
ванная въ настоящую свою величину на плоскость ХУ, выразится уравненемъ 


№ — ф(х, 9). | (2) 


Такъ какъ здЪсь х и у безконечно-малыя для ве$хъ точекъ индикатрисы, то, развер- 
тывая вторую часть по теорем Маклорена, будемъ имть: 


в (о) (4), 2 (4 -Нз [(в%): ие (пад 1 в (8) -+® 


гдБ А безконечно-малая ($ 276) относптельно предшествующихъ членовъ; кромЪ того, 
во всей строгости имфемъ: 


> @&\ _ @\ о 
$ (0,0) = 0, | (2 ры (55) = 0, 
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потому что поверхность проходитъ черезъ начало координатъ и касательна въ этой 
точк$ къ плоскости ХУ; уравнеше индикатрисы приводится поэтому къ 


о (а). ТЕ 2 (=), Ре з (5 4), А. 


Пусть 5’, у’ будутъ координаты точки, принадлежащей подобной кривой, имфющей 
центромъ подоб1я начало и отношешемъ подобя 7; будемъ имЪть; 


2—5, 9 ==, 
Ее 
и 2 (2%). т 7? \ахау ее т? \ ау? ]о -В 


или, по умножении на 7”, 





‘ 3 3 ы 
Эт — Хх (55) 25 (=). гу > (1 9), —- 2т? В. 


Нредполагаемъ, что м? растетъ въ то время, какъ / убываеть и при томъ такъ, 
что т?й имфеть конечный предфлъ #. Тогда хи у’ будутъ также имфть конечные 
предфлы, и т?А пойдетъ къ нулю, потому что А безконечно-малая относительно 


членовъ, сдБлавшихся посл$ умноженшя на т? конечными. Значатъ, въ предЪлЪ 
имБемъ: 





а (У (в), У (5), (3) 


и кривая, подобная индикатрис$, есть кривая второго порядка, им$ющая центромъ 
начало координатъ. 

$ 639. Индикатриса можетъ быть эллипсомъ или гиперболою; эти два случая 
соотвфтствуютъ двумъ весьма различнымъ видамъ, каме можетъ имфть поверхность 
вокругъ разсматриваемой точки. 

Когда индикатриса есть эллипеъ, то при перемфн% № на — й и, значитъ, й на — , 
уравнен1е представить мнимую кривую; сл$довательно, плоскости, проведенныя по 
одну только сторону касательной плоскости, перес$каютъ поверхность по веществен- 
нымъ кривымъ. Такимъ образомъ, поверхность вся цфликомъ находится по одну 
сторону своей касательной плоскости, и эллиптичесяй видъ безконечно-малаго счен1я 
плоскостью, смежною съ этою касательною плоскостью, достаточно показываетъ, что 
поверхность походитъ на эллиптическй параболоидъ въ смежности его вершины. 

Когда индикатриса есть гипербола, то при перем н® й на — й и, значить, А на — ^ 
кривая, представленная уравненемъ (3), остается вещественною. Отсюда заключаемъ, 
что плоскости, проведенныя параллельно по какую бы то ни было сторону касатель- 
‚ной плоскости, пересБкаютъ поверхность, которая такимъ образомъ выходить распо- 
ложенною по 06$ стороны посл$дней и, слБдовательно, пересфкаетъ ее. ИзелЪдуя 
тогда различныя сфчен1я въ разсматриваемой точк$ плоскостями, нормальными къ 
поверхности, видимъ, что одни изъ этихъ сфченй будутъ надъ касательною плос- 
костью, друйя подъ нею; первыя будутъ перес$каться плоскостью, проведенною па- 
раллельно касательной плоскости по одну изъ ея сторонъ, а вторыя — плоскостью, 
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проведенною параллельно по другую изъ ея сторонъ, такъ что каждая индикатриса 
имфетъ вещественные рад1усы-векторы, соотв$тетвующие нормальнымъ сЗченямъ, 
изогнутымъ по одну изъ сторонъ плоскости, и мнимые радусы-векторы, соотвЪт-. 
ствующе нормальнымъ сБчентямъ, имбющимъ противоположную кривизну. Лено, что 
при одновременномъ раземотр$ён!и двухъ индикатрисъ, соотв$тетвующихъ сфченямъ 
съ той и съ другой стороны касательной плоскости, вещественные радусы-векторы 
одной соотв$тетвуютъ мнимымъ ратмусамъ другой, и обратно; впрочемъ, это видно 
изъ уравневя (3), потому что приписывая # и, значитъ, Ё два равныхъ по абсолют- 
ной величин, но противоположныхъ по знаку значен1я, получаемъ дв$ сопряжен- 


ных гиперболы, имфющихъ обпйя асимптоты. но расположенныхъ въ различныхъ 
углахъ. 


ЗАКОНЪ КРИВИЗНЫ НОРМАЛЬНЫХЪ СВЧЕН!Й 


$ 640. Теперь мы можемъ изучить законъ изм$нен1я кривизны нормальныхъ 
сБченй поверхности вокругъ данной точки. Пусть М (черт. 89) будетъ эта точка, 





Черт. 89 


М7 — нормаль, АВА — индикатриса съ вершинами А и /’. Ведемъ черезъ нормаль 


МЕ какую-нибудь плоскость, перес5кающую поверхность по кривой 1Н; ращусъ 
жк 2 


кривизны этой кривой опредфляется по формул$ (8 499) 28 = Зи и такъ какъ 011 


имфетъ одно и то же значеше для различныхъ нормальныхъ сЪфченй, то радусъ 
кривизны пропорщюналенъ квадрату радуса индикатрисы, служащаго слдомъ для 
плоскости разсматриваемаго сБчевя. Отсюда тотчасъ видно, что сфчен1я съ наиболь- 
шею и съ наименьшею кривизною им$ютъ сл$дами оси индикатрисы и, слфдовательно, 
взаимно-перпендикулярны. Ером$ того, соотношен!е, связывающее радусъ кривизны 
какого-угодно с$ченя съ двумя радтусами, максимальнымъ и минимальнымъ, совпа- 
даеть съ соотношешемъ, связывающимъ квадрать д1аметра коническаго сфченя съ 
квадратами двухъ осей кривой; поэтому, называя чёрезъь К и А максимальный и 


минимальный рад1усы и черезъ р радусъ, соотвфтствуюций сБчен!ю, образу ющему 
уголъ ф съ сЪБченемъ, радусъ котораго А’, будемъ имЪть: 


ВА, А 
—_ Асоз- Е’ зт? 


4* 
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о Е- 6059 Е зе, 


что какъ разъ и есть полученное выше (8 627) соотношенте. 

$ 641. Случай, когда индикатриса представляетъ гиперболу, долженъ быть изелЪ- 
дованъ 06060; повидимому. занимаюций насъ методъ прилагается только къ сБче- 
нямъ, соотвфтетвующимъ вещественнымъ рад1усамъ-векторамъ индикатрисы, и, зна- 
читъ, для изученая кривизны другихъ сфчен1й, необходимо разсмотр$ть вторую инди- 
катрису, которая опред$ляется плоскостью, расположенною по другую сторону касё- 
тельной плоскости. Однако, на самомъ дфлБ этого не требуется, и раземотрБше 
только одной индикатрисы можетъ дать кривизну вс$хъ сБчевий безъ исключения. 
ДЪйствительно, замфчаемъ, что двЪ индикатрисы, расположенныя съ обфихъ сторонъ 
касательной плоскости, представляютъ сопряженныя гиперболы и что, сл$довательно, 
вещественные радусы-векторы одной изъ нихъ получаются черезъ умноженя 


на. У—1 мнимыхъ радусовъ друтой, направленныхъ по тому же д1аметру. А такъ какъ 
радусы кривизны пропоршюональны квадрату рад1уса индикатрисы, то все ихъ можно 
вывести изъ одной только гиперболы, принимая при этомъ во внимание, что квадраты 
мнимыхъ радусовъ, будучи отрицательными, даютъ какъ разъ отрицательные радусы 
для сБчевй съ кривизною, противоположною кривизнз сБчешй, радусы которыхъ 
приняты за положительные. 

Въ случа, когда индикатриса представляетъ гиперболу, существуютъ два ©5- 
ченя, радусъ кривизны которыхъ безконечно-великъ. Это — сфчен1я, имфюция сл%- 
дами на касательную плоскость асимптоты индикатрисы. Они отдфляють сЪчен!я, 
изогнутыя въ одномъ направлени, относительно касательной плоскости, отъ сфченй, 
изогнутыхъ въ противоположномъ направленш; имя нулевую кривизну, они будутъ 
расположены на безконечно-маломъ разстояви второго порядка отъ касательной плос- 
кости и, слБдовательно, будуть касательными къ кривой, по которой эта плоскость 
пересЪ$каетъ поверхность. 

Можетъ показаться необычайнымъ, что эти сЪфченя, ращусъ кривизны ко- 
торыхъ безконечно-великъ, отличны отъ сФченй, рамусъ кривизны которыхъ есть 
шахиииш; это происходить отъ того, что выражеше, которое подводятъ къ 
шахишпит’у или шиитит’у, обратно радусу кривизны и можетъ принимать отри- 
цательныя значеня, меньышя нуля, а это значитъ, что кривизна, когда и достиг- 
нетъ нуля, не будетъ еще, говоря аналитически, возможно наименьшею. ПредЖль- 
ными кривизнами будутъ наибольшия абсолютныя кривизны сЪчеюйй въ одномъ и 
въ другомъ направлени. . 

8 642. Можеть случиться, что индикатриса будетъ параболическаго рода; но 
такъ какъ по виду своего уравневшя она всегда кривая съ центромъ, то она въ 
этомъ. случа приведется къ двумъ параллельнымъ прямымъ; сЪчене съ наименьшею 
кривизною имфетъ тогда безконечно-большой радусъ кривизны, а другое, перпенди- 
_кулярное къ нему, имфетъ конечную кривизну. Это бываетъ обыкновенно въ исклю- 
чительныхъ точкахъ; но для особаго класса развертывающихся поверхностей инди- 
.. Батриса, какъ мы увидимъ дальше, повсюду параболическая. 
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КрРИВИЗНА НАКЛОННАГО СЪЧЕНТЯ 


$ 643. Пусть ОТ будетъ прямая, касательная къ поверхности въ точк$ 0; ве- 
демъ черезъ эту прямую и черезъ нормаль ОХ къ поверхности плоскость, перес- 
кающуго поверхность по кривой ок, и вторую плоскость, составляющую съ первою 
уголъ 6 и пересБкающую поверхность по кривой ок’. Для сравнен1я кривизнъ этихъ 
двухъ сЪчен1й беремъ на лин ОТ, очевидно, касательной къ нимъ обоимъ, безко- 
нечно-малую длину ОМ и въ точк$ 1 возетавляемъ въ плоскости каждой кривой 
перпендикуляры 1/1, 1/1, уголъ между которыми будетъ 9, измфряющий наклонен!е 
этихъ плоскостей: кривизна первой кривой есть (8 499) 








2 МТ 
мо’ 
а второй 
МГ’. 
ом. 
м1 ТТ 
такимъ образомъ ихъ отношен!е равно Г. Но треугольникь ЛИТ въ предЪлЪ 


прямоуголенъ при точкЪ 1, потому что ИТ, параллельная нормали въ 0, безконечно- 
близка къ прямой, нормальной къ поверхности въ /. и [1' въ пред лЪ касательна къ этой 
поверхности; значить, принимая во внимане, что уголъ 10/Г равенъ 9, имфемъ: 


И1 


иг == <0$8, 


и, слБдовательно, отношен1е двухъ кривизнъ есть с0$0. Итакъ, радусъ кривизны 
наклоннаго сВчен1я равенъ, какъ мы уже видЪфли (8 629), произведеншю радтуса кри- 


визны соотвзтетвеннаго нормальнаго сЪ$ченя на косинусъ угла между плоскостями 
обоихъ сЗченй. 


СоПпрРЯЖЕННЫЯ КАСАТЕЛЬНЫЯ 


$ 644. ДвЪ касательныя, параллельныя двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ инди- 
катрисы въ точкЪ Л, носятъ назван!е сопряженныхъ касательныхъ. Если раземо- 
тр$ть на поверхности точку 1(', безконечно-близкую къ ЛГ, то пересфчене касатель- 
ныхъ плоскостей въ 1 и въ 1/ дастъ, въ предБлЪ, касательную, сопряженную 
съ МГ. Въ самомъ дЪфлЪ, плоскость индикатрисы, проходящей черезъ точку 2/’, 
параллельна касательной плоскости въ 4, и прямая ея пересБченя съ касательною 
плоскостью въ ЛУ’, т.-е. касательная въ 4/'’ къ индикатрис®, параллельна пересченио 
обфих‘ь касательныхъ плоскостей. Но эта касательная параллельна также таметру, 
сопряженному съ даметромъ, оканчивающимся въ 2’ и совпадающимъ въ предфлЪ съ 
направлешемъ 4/1/'; итакъ, доказано, что направлене 4/4/'’ и перес$чеше двухъ каса- 


тельныхЪ плоскостей параллелгны, въ предёфлЪ, двумъ сопряженнымъ д1аметрамъ 
индикатрисы. 
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$ 645. Разсмотримъ цилиндръ, описанный около поверхности, и пусть 1141 бу- 
детъ безконечно-малая дуга, принадлежащая кривой прикосновен1я. Направлене Л/Л/’ 
есть направлене, сопряженное съ производящею цилиндра въ М. ДЪйствительно, 
плоскости, касательныя къ поверхности въ // и въ 41/', касательны въ То же время 
къ цилиндру; значитъ, ихъ перес$ченше представляетъ въ предЪлЪ производящую ци- 
линдра, которая, сл$довательно, есть касательная, сопряженная съ направленемъ 171/”. 

Также очевидно, что то же соотношене и по тфмъ же соображенямъ суще- 
ствуеть между производящею какой-угодно развертывающейся поверхности, опи- 
санной около данной поверхности, и касательною къ кривой прикосновегпя. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. Давы двЪ перес$каюпияся поверхности; чтобы получить кривизну линш пересфченя въ 
одной ИЗЪ ея точекъ, можно поступить слфдлующимъ образомъ: провести черезъ разематриваемую 
точку двЪ плоскости, соотвфтетвенно касательныя къ двумъ поверхностямъ; каждая изъ цихъ пере- 
сфчетъ другую поверхность по пЗкоторой кривой; если отложить на пормали къ каждой изъ этихуъ 
кривыхъ длину, равную ея кривизн$, то длагональ параллелограмма, построеннаго па этихъ лияхъ, 
совпадетъ съ направленемъ главной нормали къ кривой перес$ченя и измфритъ кривизну этой 
послЪдней. 

2. Ланы двЪ поверхности, взаимно-касательныя въ которой точкЪ; зная направлен1е ихъ 
главныхь сфчевш п величину пхъ радусовъ кривизны, пайти касательпыя къ обЪимъ вфтвямъ 
кривой ихъ пересБченя. 

3. Приложить предыдупий методъ къ разыскаюю касательпой кт пересвченио кольцевой по- 
верхности (Фип %0ге) одпою изъ ея касательныхъ плоскостей. 

_ 4. Если провести черезъ точку поверхности ® пормальныхъ сЁчен!, послБдовательныя плос- 


. 2 
кости которыхъ составляли бы между собою уголъ, равпый —„› То средпяя между кривизнами 


этихъ сБченш не зависить нп отъ числа ий, пи отъ выбора первой плоскости. 


ГЛАВА ШЕСТАЯ 


Учен!е о нормаляхъ къ одной и той же поверхности 


НЕ СУЩЕСТВУЕТЪ, ВООБЩЕ, ПОВЕРХНОСТИ, НОРМАЛЬНОЙ КЪ ПРЯМЫМЪ ПУЧКА 


$ 646. Расположене въ пространствЪ$ нормалей къ одной и той же поверхности 
подчиняется необходимымъ законамъ, самое существован!е которыхъ далеко отъ оче- 
видности 4 р7107:. Привычка переносить, по аналопи, въ геометр1ю трехъ измрен!й 
результаты плоской геометрии привела бы, напротивъ, къ мысли, что никакого за- 
кона существовать не должно. ДЪйствительно, по какому бы закону ни сл$довали 
прямыя одна за другою на плоскости, но только такъ, чтобы черезъ каждую точку 
плоскости проходила одна изъ нихъ, всегда существуютъ кривыя, перес$каюция ихъ 
подъ прямымъ угломъ. значитъ, свойство быть нормальными къ одной и той же 
кривой не налагаетъ на прямыя пучка никакого особеннаго условя; но мы впали бы, 
вмБстБ съ н$которыми искусными геометрами, въ грубую ошибку, заключая отсюда 
по аналопи, что прямыя, слФдуюпия въ пространств$ одна за другою но такому за- 
кону, что черезъь каждую точку проходить одна изъ нихъ, можно всегда перес$чь 
подъ прямымъ угломъ одною и тою же поверхностью. Для этого онф должны удовле- 
творять весьма опредзленнымъ усломямъ, изученшю которыхъ и посвящается эта 
глава. 

$ 647. Мы начнемъ съ доказательства, что прямыя, сл5дуюния одна за другою 
по какому-угодно закону, не будутъ, вообще, нормальными къ одной и той же по- 
верхности. 

Въ самомъ дфлЪ, разсмотримъ такой пучокъ, чтобы черезъ каждую точку про- 
странства проходила одна изъ составляющихъ его прямыхъ, и пусть 4Б будетъ 
какая-нибудь одна изъ этихъ прямыхъ. Предположимъ, если это возможно, что поверх- 
ность ©, нормальная ко вс$мъ прямымъ пучка, перес$каетъ АБ въ 2/; ищемъ, въ 
какой точк® эта поверхность © ветр$титъ другую лин!ю 4’Б’', принадлежащую пучку 
и расположенную на конечномъ разстояни отъ АВ. Соединяемъ для этого произ- 
вольною кривою С’ нЪкоторую точку лиши АВ съ точкою лини А'Б'; прямыя пучка, 
встрёчаюцйя кривую С, образуютъ линейчатую поверхность №, производяпя которой, 
по предположен!ю, нормальны къ поверхности ©; слфдовательно, перес$чене поверх- 
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ностей Хи \ есть кривая, проходящая черезъ точку 4/ и расположенная на линей- 
чатой поверхности », вс производяцйя которой она перес$каетъ подъ прямымъ 
угломъ; такъ какъ такое свойство опред$ляетъ ее вполнф, то точка ЛГ’, въ которой 
она встр$чаетъь А’Б’, является также опредфленною, и эта точка Л/’ представляетъ, 
очевидно, перес$чее прямой АВ’ съ неизв$стною поверхностью ©. Но кривая (С, 
соеднняющая прямыя АБ и АБ’ произвольна; значитъ, ее можно замнить безчис- 
‚леннымъ множествомъ другихъ кривыхъ и тфмъ самымъ подставить, на место по- 
верхности ©, безчисленное множество другихъ линейчатыхъ поверхностей, им5ющихъ 
общаго съ первою только крайния производяция. На каждой изъ этихъ поверхностей 
кривая, нормальная къ производящимъ и псходящая изъ точки 41, будетъ, вообще, 
перес$кать АБ’ въ точкЪ, отличной отъ другихъ точекъ перес$чен!я; отсюда заклю- 
чаемъ, что пересБченю прямой 4Б” съ поверхностью 5 должно назначить безчис- 


ленное множество различныхъ положенй, а это показываетъ, что такой поверхности 
не существуетъ. 


НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВТЕ ДЛЯ СУЩЕСТВОВАНТ1Я ПОВЕРХНОСТИ 


$ 648. Прямыя, составляюция пучокъ, должны, по предыдущему, удовлетворять 
нфкоторымъ условямъ, чтобы существовала поверхность, перес$кающая ихъ подъ 
прямымъ угломъ. Сейчасъ мы отыщемъ аналитическое выражене этого условия. 
Разсмотримъ каждую изъ прямыхъ, составляющихъ пучокъ, какъ исходящую 
изъ точки ея встр$чи съ данною поверхностью, выбранною притомъ какъ-угодно. 
® Пуеть х, у, 2 будуть координаты одной изъ этихъ точекъ отправлешя, и Х, У Й— 
косинусы угловъ, составляемыхъ съ осями соотв$тетвенною прямою. Такъ какъ 
точка х, у, 2 лежитъ на данной поверхности, то = есть извфстная функщя отъ 5х и у; 
предположимъ, что ^, У, 0 равнымъ образомъ даны въ функши отъ тЪхъ же перс- 
мфнныхъ. Если на каждой изъ прямыхъ пучка отложить отъ точки отправлевя 


цлину [, изм5няющуюся отъ одной точки къ другой, то координаты 2, у,,2, ея 
’ конца будутъ 


х, =Ж-Н ИХ, | 
у — У Е, © (1) 
2, =2-- 1, 


й чтобы поверхность, геометрическое м$сето точекъ 1, у,,2,, перее$кала нормально 
вс$ разсматриваемыя прямыя, должно имЪть: 


Хах, -- Уау, —- баз, = 0. (2) 


Въ самомъ дфлЪ, это уравнене выражаетъ, что направлете, образующее съ осями 
углы, косинуеы которыхъ Х, У, 7, перпендикулярно къ направленно, образующему 
углы, косинусы которыхъ пропорщональны 4х, , ду,, 43. 

Уравненя (1) даютъь: 


4х, ==а2 ах -Р Ха, 


ау, == ау-- ЧУ -—- УЧ, (3) 
42, = Аг -- М7 -- 241; 
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отсюда, принимая во внимане очевидныя соотношен1я 


А? -- У 7? =1, 
ах - УаУ- 247 =0, 
выЫвоДимъ: 
Хах, -- Уаду, -- 242, = Хаз-- Уду-- 2-4, (4) 


слфдовательно, условное уравнене (2) равносильно 
И = — (Хаз-- Уду-| 242). (5) 


Уравневе поверхности, представляющей геометрическое м$сто точекъ х, у, 2, даетъ 
соотношен1е вида 


42 —= рах -= 94у, 


гд8 ри 4 извфстныя функщи отъ х и у; уравнете (5) принимаетъ поэтому видъ 


а — —(А-р2)ах — (У ад )ау, (6) 
что равносильно 
1 =—(Х--2), %=-(У-+) (7) 
Дт _ А гро), ау =" 1) 


и такъ какъ, какова бы ни была функшя, обозначенная буквою 


а _ аз 
ахау  ачуах?’ 


то два этихь уравненая требуютъ соотношетя 


4(Х--р2) _ а(У- 92) о^ 
м 4 (3) 
гДЪ Х, У, И, р и 4 выражены, конечно, въ функши отъь хи у. 

Уравнене (8) выражаетъ необходимое услов1е для существоваюя вормальной 
поверхности къ даннымъ прямымъ. Мы увидимъ въ другой главЪ, что оно доста- 
точно для существован!я функщи [ опред$ляемой уравненями (7). Итакъ, это урав- 
нен1е (8) р5шаетъ предложенную задачу, но ему можно, какъ мы сейчасъ пока- 
жемъ, придать болЪ$е простой видъ и истолковать геометрически, что играеть большую 
роль въ теор1и поверхностей. | 

$ 649. Когда разсматриваесмый пучокъ прямыхъ данъ, поверхность. отъ которой 
пдутъ эти прямыя, вполнф произвольна и, очевидно, нисколько не вмяеть на суще- 
ствован1е или несуществован!е поверхности, пересБкающей пучокъ подъ прямымъ 
угломъ. Чтобы истолковать уравневще (8). предполагаемъ, что произвольная поверх- 
ность, которую можно назвать начальною поверхностью, нормальна къ одной изъ 
прямыхъ пучка; кромЪ того, предположимъ, что эта послЪдняя параллельна оси /-овъ; 
тогда для этой прямой и для ея точки отправлемя, расположенной на произвольной 
поверхности, пересБкающей ее подъ прямымъ угломъ, будемъ имФть: 


А=0, У=0, 2=Ь р=0, 9=0; 
65 
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уравнен1е (8) приметъ въ такомъ случаЪ, въ этой точкЪ, видъь 


АХ | ар _ ЧУ | @4 
а 


— 48 ТГ 4 (Ь 
(ИТ 44 
и такъ какъ всегда те Г то оно приводится къ 
АХ аУ 
Зах: | (2) 


Пусть 4/М (черт. 83) будетъ разематриваемая прямая, параллельная, по предноло- 





Черт. 83 


женю, оси (-овъ. Принимая во вниман!е равенство Х = 0, заключаемъ, что числи- 
тель частнаго т представляетъ безконечно-малое значен1е, которое принимаетъ Х при 


безконечно-маломъ перемфщени точки отправлешя М параллельно оси У-овъ. Чиели- 


аУ | 
тель частнаго -„_ представляетъ, по той же причин$Ъ, безконечно-малое значене, ко- 


торое принимаетъ У, когда точка М получаеть перем$щене 4х, параллельное оси 
Х-овъ. Разсмотримъ поэтому дв безконечно-малыя прямыя одинаковой длины, 
МА, МБ, исходяпая изъ точки М и параллельныя: одна оси Х-овъ, другая оси 
У-овъ; уравнеше (2) выражаетъ, что прямая АМ,, исходящая изъ точки , обра- 
зуетъ съ осью У-овъ такой же уголъ, какой прямая ВМ, образуетъ съ осью Х-овъ; 
другими словами; что, очевидно, приводитъ къ тому же самому, прямая, исходящая 
изъ А, образуетъ съ плоскостью №МА такой же уголь, какой прямая, исходящая 
изъ Б, образуетъ съ плоскостью ММВ. КромЪ того, такъ какъ косинусы угловъь, со- 
ставляемыхъ первою прямою съ МВ и второю съ МА, равны между собою и по ве- 
личин%, и по знаку, то об прямыя расположены или за-разъ внутри двуграннаго 
угла ВМА, или за-разъ вн его. Зам$чая, что оси координатъ произвольны и что 
найденное услове есть геометрическое значене уравненя, выражающаго существо- 
ван1е нормальной поверхности къ разсматриваемымъ прямымъ, видимъ, что если 
предыдущее услове удовлетворяется для двухъ прямыхъ МА, МБ, то оно, тЪмъ са- 
мымъ, будетъь удовлетворяться для двухъ какихъ-угодно другихъ направлевй, пер- 
пендикулярныхъ между собою и къ М№. 

Предполагаемъ, что дв$ прямыя, исходяп!я изъ точекъ Аи В и направлевныя 
по одву сторону начальной поверхности, находятся обф внутри двуграннаго угла 4.456; 
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если безконечно-малая прямая Л.А вращается вокругъ М до совпадешя съ МВ, то ея 
конецъ будетъ перем5щаться по четверти круга, проходящей черезъ А, п прямая, исхо- 
дящая изъ этого конца и бывшая вначал$ АМ№,, окончить совпаденемъ съ ВМ,; для 
этого же, очевидно, нужно, чтобы она перес$кала плоскость, проходящую черезь МХ 
и черезъ ея точку отправлен1я, и, слЗдовательно, на пробЪгаемой четверти круга най- 
дется такая точка С, что прямая, исходящая изъ С, будетъ расположена въ плос- 
кости ММС. Разсматривая безконечно-малую прямую М), равную МС и перпен- 
дикулярную къ МС и кь ММ, видимъ, что та изъ прямыхъ пучка, которая отправ- 
ляется изъ точки Г), образуетъ съ плоскостью МАШ такой же уголь, какой прямая, 
отправляющаяся изъ точки С, образуетъ съ ММС, т.-е. уголъ, равный нулю. Итакъ, 
существуютъ, въ смежности каждой прямой МХ, двБ друпя прямыя, принадлежаця 
пучку и расположенныя въ двухъ взаимно-перпендикулярныхъ плоскостяхъ, проходя: 
щихъ черезъь ММ. 

Эта теорема, открытая Монжемъ, играетъ важную роль въ теори поверхностей. 

8 650. Мы докажемъ прямо, что нормали къ какой-угодно поверхности выпол- 
няютъ только-что найденное услове, ип дадимъ въ то же время боле опредБленное 
выражен!е закона, по которому он распред$ляются вокругь какой-нибудь одной 
ИЗЪ НИХЪ. 

Разсмотримъ какую-нибудь поверхность, отнесенную къ тремъ прямоугольнымъ 
осямъ координатъ и представленную уравнешемъ 


2=9(т, 3). (1) 
Полагаемъ, согласно нашему обычному обозначен!ю, 


42 _ 42 __ Ч 


@ _ аа _ 
И аи ФТ ато _ я 


7, ау ме, —— ==; 


называя черезъ & з, С текупйя координаты, имфемъ для нормали уравнен1я 


Е—#--р(6—2)=0, } 
та 9о е 


Беремъ за начало точку О поверхности и за ось (-овъ нормаль въ этой точкЪ; 
такъ какъ 5, 9, 2,р,4 нули въ точкЪ 0, то уравнешя нормали въ этей точкЪ при- 
ведутея къ 

==, 
== 0. 


Пусть х,, у,, 2, будутъ координаты точки О,, взятой на поверхности безконечно- 
близко къ 0; такъ какъ р и 4 въ точкБ О равны нулю, то значеня р,, 4, этихъ 
производныхъ, соотвЪтетвующия точк$ О,, будутъ, если пренебречь безконечно-малыми 
второго порядка, 
ар ар . 
Ру да -Г Ду) — 7%, --з,, 


44 44 ыы | 
4; — ааа ау = 84, - #4; 
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слфдовательно, уравнен!ями нормали въ этой точк® являются 
а, я, 5) 6—2) =0, | (3) 
вк Е (52, Не у.) (5 2.) — 0: | 


) 
называя черезъ а уголъ, который плоскость 200, образуетъ съ 20^Л. и черезъ 0 раз- 
стоян!е 00,, имфемъ, пренебрегая какъ всегда безконечно-малыми второго порядка, 





2, =6С0$9, 
и (4) 
4 — 05119. 

Нормаль въ 0, можно опредфлить посредствомъ безконечно-малаго угла, который она 
образуетъ съ проекшею на плоскость 200,, и посредетвомъ угла ®, который эта 
проекщя образуетъ съ осью 2-овъ; первый уголъ 8 есть положительное или отрица- 
тельное дополнене угла, составляемаго нормалью въ 0, съ перпендикуляромъ къ 
плоскости 000, проведеннымъ черезъ точку О въ плоскости 0ОХ. Называя же 
черезъ ^ уголъ нормали въ О, съ осью 7-овъ, видимъ, что косинусы угловъ, обра- 
зуемыхъ съ осями Х-овъ и У-овъ, на основании уравнев!й этой прямой. будутъ 


= 60$. (7% - 51), — 605 / (5%, - (1, ), 


— 60$ (7`С0$а —- 5512), —650$^ ($С0$9 —- #9119); 


далфе, перпендикуляръ къ плоскости 200, образуетъ съ осями углы, косинусы 
которыхъ 


За —5С0$%0; 


значить, принимая во вниман1е формулу косинуса угла между двумя прямыми и 
отбрасывая безконечно-малыя второго порядка, что даетъ возможность предположить 
с0$\ —=1, имфемъ для угла 9, составляемаго нормалью въ 0, съ плоскостью #00,, 
формулу 

$118 = 6[(1 — 7) $тасоза — $(с0$?0. — $т?а)], 


или, подставляя безконечно-малую дугу на место ея синуса, 


9 = =8[(# — 7) па -- 2560524. (5) 


Если подставить вм5сто направлен1я ОО, перпендикулярное направлене ОО,, то въ 


т: . 
ормулахъ нужно измфнить а на «-—- —; 5Ут2а и с0$3а перем$нятъ тогда знакъ, 
2 


сохраняя ту же самую абсолютную величину и, слфдовательно, уголъ 09,, соотвЪт- 
ствующй точЕкЪ О., будетъ, при прежнемъ, конечно, значении 65, равенъ, но противо- 
положенъ по знаку углу 9,, соотв$тствующему точк$ О,. 

Значеше а, при которомъ уголъ ®, равенъ нулю, дается уравненемъ 


(Е— г) зт 3“ —- 2560$2а = 0, 
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ИЛИ 


го 
бл 





ап52а — 5—. (6) 


Такимъ образомъ, существуютъ два взаимно-перпендикулярныхъ направлен1я, для 
которыхъ уголъ 0 равенъ нулю, когда отбрасываются безконечно-малыя второго по- 
рядка. Для всякаго направлен!я, составляющаго съ первымъ конечный уголь, уголъ в 
является безконечно-малою перваго порядка. 
Если бы мы взяли, тотчасъ же, ось Х-овъ и ось У-овъ въ направлешяхъ О0., 
00., для которыхь уголъ, обозначенный буквою 0. равенъ нулю, уравнене 
2$ 


будеть имфть рёшешемъ «=0, =, и мы, слфдовательно, должны имЪфтТь $ =0. 
Мы видЪли ($ 627), что оси, для которыхъ выполняется это услов!е, представляютъ 
касательныя къ главнымъ сфченямъ. Такимъ образомъ мы снова приходимъ къ по- 
лученному уже результату (8 636): нормаль въ н$фкоторой точк$ поверхности и нор- 
маль въ безконечно-близкой точкф, расположенной на одномъ изъ главныхъ сфчен!й, 
взаимно пересБкаются; эта теорема всегда предполагаетъ, что безконечно-малыя вто- 
рого порядка отбрасываются. 

Если допустить оси касательными къ главнымъ сфчешямъ, для которыхъ. какъ 
мы только-что говорили, $ равно нулю, то выражевн1е для утла 6 упрощается, и мы 
имфемъ: 
0 — 58(# — 1) та. (7) 

$ 651. Направлене нормали къ разсматриваемой поверхности въ точкЪ О,, без- 
конечно-близкой къ 0, можно, какъ мы говорили, опрел$лять двумя углами. Первый 
есть уголъ 0, образуемый этою нормалью О,№ съ плоскостью 200,, проходящею 
черезь ея точку отправлеюя и черезъ нормаль 02. Мы только-что вычислили обшее 
его выражене. Второй изъ двухъ угловъ представляетъь наклонен:е къ Ой проекщи 
нормали въ (0, на плоскость 200,. Для полученшя этого второго угла ® замЪчаемъ, 
что {апх строго равенъ косинусу угла, который О, еоставляетъ съ ОО,, раздф- 
ленному на косинусъ угла, образуемато О,\ съ 07. Въ самомъ дЪлЪ, если принять 
200, за плоскость 2А и за ось А-овъ касательную въ О къ безконечно-малой 

оИЬ ОО,, то, такъ какъ координаты точки 0, равны т,, 0 и 2,, проекщя на плос- 


кость А нормали, проведенной въ О,, будеть имфть уравнешемъ 


А — <, = ап5%(й — =); (1) 
отсюда выводимъ: 
| _ Х- 
апбо— (2) 


и, принимая во вниман!е, что координаты Хи # проекщи точки нормали на плоскость №7 
одинаковы съ одноименными координатами самой точки, заключаемъ, что отношене 
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Х— 
2—3, 
и на ось (-овъ, т.-е. отношене косинусовъ угловъ, образуемыхъ этою нормалью съ 
двумя осями. ЗамЪтимъ, что въ предыдущей формулЪ уголъ ® обозначаетъ уголъ, соста- 
вляемый осью положительныхъ 2-овъ съ отр$зкомъ проекши, направленнымъ въ сто- 
рону положительныхъ Х-овъ; поэтому, если 07 (черт. 84) представляетъ ось 2/-овъ и 0, № 


есть, какъ мы и сказали, отношен1е проектй отрЁзка нормали на ось А-овъ 


№\|2 


О О 


4 


Черт. 84 


проекцио нормали на плоскость 200,, то значее {апх® по формул (2) выйдетъ 
отрицательнымъ, и намъ придется, обозначая черезъ ® безконечно-малый уголъ, подле- 
жаций изученю, измфнить знакъ этого значешя. Уголъ нормали съ 0 есть без- 
конечно-малая; значитъ, косинусъ этого угла, образующий знаменатель значен1я фапоо, 
можно замфнить единицею, и такъ какъ числитель представляетъ безконечно-малую, 
то допущенная ошибка отразится только на безконечно-малыхъ второго порядка. 
Подставляя въ то же время на мЪето угла ® его тангенсъ и дЪлая указанное выше 
измфнене знака, будемъ имЪть: 


е—с0$(0.№ 0.0). 


Для вычисленя этого косинуса замБчаемъ, что по уравневлямъ нормали О,М№ коси- 


нусы угловъ, образуемыхъ ею съ тремя осями, какъ уже сказано было выше (8 650), вы- 
ражаются формулами 


—8с0$/ (гс05а -- з5та), —6с0$^ ($с0$а -- {3та), с05Х, 


гдЪ ^ попрежнему обозначаеть уголъ разематриваемой нормали съ осью 7-овъ, а 
с—безконечно-малое разетоян!е 00,; косинусы угловъ, образуемыхъ ОО съ тфми же 
осями, будутъ 


— 05а — па и О0. 


СлЪдовательно, имфемъ: 
« — с0$00, № —=6с0$^(7с0$5?а - 25 та с0$а — (5129); 


такъ какъ ^ безконечно-малая, то въ этой формул можно, пренебрегая лишь без- 
конечно-малыми второго порядка, замфнить соз^ единицею. Еели, кромЪ того, пред- 
положить оси выбранными такъ, что производная $ будетъ равна нулю, то оконча- 
тельно будемъ имЪть: 


мо 6(7с0з2а -- [31129). < & (3) 
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. 0) . 
Отношеше — не отличается отъ найденнаго (5 627) выражен!я для кривизны с5- 


ченя поверхности нормальною плоскостью 200,. Въ самомъ дЪлЪ, легко видЪть, что 
проекцая нормали въ О, на плоскость 200, есть какъ разъ нормаль къ кривой пере- 
сфченя этой плоскости съ поверхностью. Значитъ, уголъ ®, образуемый этою нор- 


С Ф 
малью съ 0, есть полная кривизна безконечно-малой дуги длиною 8, и — пред- 


ставляетъ кривизну. Поэтому мы могли бы не вычислять утла ® и писать непосред- 
ственно уравнене (3), какъ слфдетые формулъ, относящихся къ кривизн® нормаль- 
ныхъ сВчений. 

$ 652. Уголъ, составляемый нормалью 0 въ точкЪ О съ нормалью въ безко- 
нечно-близкой точк$ О,, выводится легко изъ двухъ угловъ, обозначенныхъ буквами 
Фи «, которые теперь известны. ДЪйствительно, если черезъ точку пространства 
провести три прямыя, соотвфтственно параллельныя нормали 02, нормали О.М и 
проекщи О.М на плоскость 200,, то эти три прямыя образуютъ трегранный уголъ 
съ прямымъ двуграннымъ угломъ, которому соотв$тствуетъ безконечно-малый прямо- 
угольный сферичесюяй треугольникъ; этотъ послфдейй можно принять за прямоли- 
нейный, и, слБдовательно, въ немъ квадратъ гипотенузы будетъ равенъ суммЪ квад- 
ратовъ двухъ другихъ сторонъ. Но гипотенуза служитъ м$рою искомаго угла, а двъ 
друйя стороны представляютъ углы, обозначенные черезъ 0 и ®; значить, называя 
черезъ $ уголъ между двумя нормалями, им$емъ: 


2 — 62-1 2 — 0°(7'с05°а —- $12“) —- ($ —7)20* $124 с0$°а, 


-с- 


92 —0?(72С05а —- Ё 52а); 


таково выражене для угла ®, образуемаго двумя безконечно-близкими нормалями, 
при чемъ не должно забывать, что оси А-овъ п У-овъ касательны къ главнымъ с$- 
чен1ямъ. 

8 653. Производныя второго порядка, г и Ь связаны съ главными радусами 
кривизны весьма простыми соотношен1ями 


1 
В =-, 
1 


В, =, 
и, сл5довательно, найденныя выражен1я для угловъ 6, ® и % можно представить подъ 
ВИДОМЪ 


Иа : 
И (=-— в) т Эа, 


2 А В, 
< / С053а зт?а 
2—8 (5 + ) 


1 у * 
ва а 3 | 3 


гдф, припоминаемъ, 6 обозначаетъ разстояне между двумя безконечно-близкими точ- 
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камни, а «—уголъ между направлешемь соединяющей ихъ лиши и главнымь сЪче- 
мемъ, соотвфтетвующимь радусу кривизны А.. 
$ 654. Формула 





6 605% "а 
= 8 ( ЕТ т (1) 


даетъ средетво опредфлять въ нзкоторыхъ случаяхъ, изящнымъ образомъ, произве- 
дене радтусовъ кривизны поверхности. Въ самомъ дЪлЪ, выводимь изъ нея слЪду- 
ющую теорему: 

Если отъь точки О, взятой на поверхности, ращусы кривизны которой 1, 
и Л,, отложить на поверхности безконечно-малую длину ОО, въ направленш, обра- 
зующемъ съ главнымъ сЪченемъ, которому соотв$тетвуетъ ращусъ ЛД, уголъ, 


В, 
имфюпий тангенсомъ у ®, то уголъ $ нормали въ (0, съ нормалью въ О будетъ 
1 
00, 
В.В. 
Дфйствительно, полагая 





равенъ 


> 


Е а 
{ап5о = }› 
имЪемъ: 
с05 == _УВ _ , 
УЕ, + В, 
ЗП | аеать Ру ) 
УЕ, -- 2, 


и формула (1) даетъ: 


м в К. о а 1 
А и. ИИ Е ЕЯ 
у ; |, 1) за В.”( Те я] . В.П. 


$ 655. Когда рамусы кривизны—противоположныхъ знаковъ, предыдущую тео- 
рему необходимо измфнить: иначе, выбранное значене для фапеа выйдетъ мнимымъ; 


МЫ ДОЛЖНЫ ПОЛОЖИТЬ 
— В 
{ап о — у 3 
5 В › 














с0$9 — _У _ 
№. =“ В. 

$ = Ув, 
УЛ, ее [> 


и, сл5довательно, 


ВЯ КН | ада”. 
[вр. — 1.) ВВ В.В, ` 
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5 656. Направлете, соотвётствующее углу, опред$ленному въ двухь предыду- 
щихь параграфахъ, есть датональ прямоугольника, построеннато на осяхъ инди- 
катрисы, когда эта послфдняя— эллиптическая, и направлене асимптоты въ томъ 
случаЪ$, когда, при радтусахъ кривизны съ противоположными знаками, индикатриса— 
гиперболическая. | 

Приложимъ предыдущее зам$чане, которымъ мы обязаны 0. Бонне, къ разы- 
сканио закона, по которому изм$няется произведете главныхъ кривизнъ вдоль про- 
изводящей косой поверхности. Въ какой-нибудь точкЪ такой поверхности прямоли- 
нейная производящая направлена по асимптот$ индикаторнаго с$чен1я. Если поэтому 
отъ точки 1, расположенной на производящей, отложить на этой прямой безконечно- 
малую длину ЛМ’, то уголъ между нормалями въ точкахь М и М’, раздфленный на 


бы. 26 2524 
разстояе М1М`, дастъ искомое значете выражен1я | >Р. Мы видли ($ 102), что 
2 


тангенсъ угла, составляемаго касательною плоскостью къ косой поверхности съ не- 
подвижною плоскостью, проведенною черезъ производящую, которая содержитъ точку 
касан1я, пропоршоналенъ разстоян1ю этой точки касан1я до неподвижной точки про- 
изводящей; обозначая этотъ уголъ черезъ с и разстояе ОМ точки касатя 1 до не- 
подвижной точки О черезъ 2, имЪемъ: 


{ап2о — (2, 


при чемъ С остается постоянною на одной и той же производящей; отсюда заклю- 
чаемъ: 


х —= агапе (12, 





н, сл5довательно, 


аг У В.В Тб’ 
гДдЪ 2 обозначаетъ разстояе разсматриваемой точки до неподвижной точки, надлежа- 
щимъ образомъ выбранной на производящей. 
$ 657. Интересно остановиться на предыдущей формул для геометрическаго 
опредфленя положен!я точки О. служащей началомъ длины 2. и постоянной С для 
всякой производящей. | 
Пусть АБ, АБ’ (черт. 85) будутъ дв$ безконечно-близюмя производяния косой 


А О М В 
й О ГР С 
М’ В’ 

Черт. 85 


поверхности и ОО’—ихъ кратчайшее разстояне. Черезъ точку О’ ведемъ прямую О’С. 
параллельную ОМ. Пусть 1 будетъ какая-нибудь точка АВ. Изъ этой точки М опус- 
каемъ перпендикуляръ МР на лин!о О’С, который, очевидно, будетъ перпендикуляромъ 
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также и къ плоскости СО’В’. Изъ точки Р опускаемъ перпендикуляръ РГ’ на О’В’; 
ММ’ является, въ силу извфстной теоремы, перпендикуляромъ къ О’Б’. КромЪ% 
того, такъ какъ точки ЛГ и М безконечно-близки, лимя ЛМ’ лежитъ въ плос- 
кости, касательной въ ЛГ, которая, проходя также черезъ производящую, служить 
пред$ломъ плоскости О’ЛГГ. Уголъ между этою плоскостью и неподвижною плос- 


костью В’'О’С измФряется, очевидно, угломъ при ДГ прямоугольнаго треугольника 
РМ, и мы имфемъ, обозначая черезъ о дополневе этого угла, 


_ М'Р 
{апх о — ИР - 
Называя же черезъ = 


уголъ между двумя безконечно-близкими производящими, 
имемъ: 


РГ = О’М4апхе; 


отсюда, замБняя {апо= безконечно-малою дугою =, заключаемъ, что 


(апЕФ=ь.0'М,, 


ГД ТБ есть отношен1е угла между двумя безконечно-близкими производящими къ 


ихъ кратчайшему разстояншю; это отношене постоянно для одной и той же произво- 
дящей и служить выраженемъ количества, обозначеннаго буквою С’ въ предыдущемъ 
`параграфЪ; О’'М'’ — разстояе, обозначенное буквою 2. Мы видимъ, что неподвижная 
точка О, существовате которой было доказано ($ 102), есть, на каждой производя- 
шей, точка, въ которой изм5ряется ея кратчайшее разстояне до смежной произво- 
дящей. Постоянная С представляетъ отношене угла между обфими производящими 
къ ихъ кратчайшему разстояню. ЁВогда Я, для вехъ производящихъ линейчатой 
поверхности, безконечно-велико, поверхность ($ 103) — развертывающаяся. Произве- 
дене рамусовъ кривизны тогда безконечно-велико; слЪдовательно, одинъ иИзЗЪ нихъ 
безконечно-великъ и индикатриса приводится къ двумъ параллельнымъ прямымъ. 

$ 658. Предыдупия формулы содержатъ неявно всф обшая свойства нормалей 
къ поверхности въ смежности данной точки. Изъ слБдетий, какюя можно изъ нихъ 
вывести, мы ограничимся слБдующею теоремою, данною Штурмомъ: 

Ве$ нормали къ поверхности въ смежности точки О можно разсматривать, какъ 
встрёчающия дв неподвижныя прямыя, взаимно-перпендикулярныя и проведенныя 
черезь центры кривизны двухъ главныхъ сБчешйй въ плоскостяхъ этихъ с$чевй 
перпендикулярно къ нормали въ точк» 0. 

Очевидно, достаточно, для доказательства этой теоремы, отыскать пересЁчене 
какой-нибудь нормали съ плоскостями с$чешй и установить, что эти пересЁчен1я 
находятся на указанныхъ ливн1яхъ, если, понятно, пренебречь безконечно-малыми 
второго порядка. | : 

. . Беремъ за оси координать нормаль въ точкЪ О и касательныя къ главнымъ 
сфчешямъ. Пусть 2’, у’, 2’ будутъ координаты точки 0’; 8’, какь безконечно-малую 
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второго порядка, можно считать равною нулю; если & ч, С—текупия координаты нор- 
мали въ О’, то уравненя этой лини будуть 


Е—# —- (7% 59’) = 0, 
И— У 6 5 =0, 


и такъ какъ велфдетве особаго выбора осей 5—0, то они приводятся къ 


Е—' 77 =0, 
У =0; 


чтобы имть перес$чете съ плоскостью ЙХ, нужно положить \ =0; находимъ: 


да 


ь | < № 
значитъ, перес$чене находится на параллели оси Х-овъ, проведенной на разстоянш = и 


проходящей, слдовательно, черезъ центръ кривизны с$ченмя 20Х. Такъ же уви- 
димъ, что плоскость 20У перес$кается тою же нормалью на параллели оси У-овъ, 
проведенной черезъ центръ кривизны опредфляемаго имъ главнаго сЪчения. 

Штурмъ вывелъ изъ своей теоремы любопытное замчан!е. Если вокругъ точки 
поверхности начертить безконечно-малую замкнутую кривую *», То нормали къ по- 
верхности, исходящ1я изъ точекъ этой кривой, образуютъ линейчатую поверхность, 
производящая которой должна встр$чать кривую > и 06$ только-что опред$ленныя 
прямыя. Если, напр., кривая № имфетъ видъ круга, уравненйе поверхности весьма 
легко получить, и можно установить, что сБчемя, параллельныя плоскости круга, 
будутъ эллипсы, которые, для двухъ частныхъ положений, приводятся къ направляю- 
щимъ прямымъ. Этотъ результатъ, въ связи съ теоремою, которую мы докажемъ въ 
слфдующемъ параграфЪ, можно сдфлать очевиднымъ посредствомъ нижеуказаннаго 
остроумнаго и весьма простого опыта. | 

$ 659. Закончимъ эту главу доказательствомъ двухъ важныхъ теоремъ, относя- 
щихся къ теоми прямыхъ, нормальныхъ къ одной и той же поверхности. 

Если свЪтовые лучи, нормальные къ одной и той же поверхности, проникаютъ 
изъ одной однородной средины въ другую, также однородную, преломляясь по закону 
Декарта, то, какова бы ни была разд$5ляющая поверхность обфихъ срединъ, они бу- 
дутъ и посл преломленя нормальны къ одной и той же поверхности. 

Пусть х, у, 2 будутъ координаты точки О поверхности, раздфляющей двЪ сре- 
дины, ©, В, \—углы, образуемые падающимъ лучомъ съ осями координатъ, х, В, 1 — 
углы, образуемые съ тфми же осями преломленнымъ лучомъ, [—длина, отд$ляющая, 
на падающемъ лучЪ, точку х, у, 2, ГА посл$дюй ветр$чаетъ раздфляющую поверх- 
ность, отъ точки 4,,9,=,, ГДБ онъ пронизываетъ поверхность, къ которой, по пред- 
положен!ю, нормальны всЪ падающие лучи. Пусть, наконецъ, Ё будетъ длина, отло- 
женная на преломленномъ луч$ отъ поверхности, раздБляющей 06$ средины; требуется 
доказать, что эту длину Г можно такъ опредфлить, чтобы поверхность, описанная 
ея концомъ, была нормальна ко вс№мъ преломленнымъ лучамъ. 
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Называя черезъ х,, у., г, координаты конца длины Г, имфемъ: 
т =#--[60$%, у, =у--160$8, 2 =2- 16031, 
1. =--1с0$9, у, =у--[с0$8, 2. =2--Гсозт; 


изъ этихъ уравненй выводимъ: 


(1) 


4х, —ах--с0391--14с05а, ау, =ау--созВаА1--14с038, Ча, =а2-- созу-- 14031, | 
4х, —а%-Рсоза’а!--Т4соза’, ду, =ау--созз'аР--РсозВ', а2.==аг-РсозуР--Расозу. | $ 


Умноживъ три первыхъ уравнения (2) соотв$тственно на с0$%, со$В, с0$1, склады- 


ваемъ ихъ между собою; то же дВлаемъ и съ тремя другими, умноженными соотвЪт- 
ственно на с0$а, с0$В', с0$7’; получаемъ: 


41, с0$ а —- ау, с0$В-- 42, с0$у = @-- 4хсозо -- 4усоз8 -- 42с0$1, \ | 
4х, с0за' --- ау,с0$В'-- 42. с0$1' = АГ -Ё ажсоза' —- 4усозВ' -- 4=с0$1’; (3) 


такъ какъ поверхность, служащая геометрическимъ м$5стомъ точекь м, у, 2,, нор- 
мальна къ прямой, образующей съ осями углы а, В, 1, то 


ах, с0$% -- Ау, с0$8 -— а2, с0зу == 0, (4) 
и, слдовательно, первое уравнен1е приводится къ 
0 — 41 —- со5 вах -- созВау -- со$1 4, (5) 


гдЪ 4х, 4у, 42— проекти на оси координатъ произвольнаго перемфщен1я по поверх- 
ности, раздБляющей обЪф средины. Пусть 45 будетъ это перемфщене и ^\, в, у— углы, 
образуемые имъ съ осями; имЪемъ: 


4х — 45с0$\, Чу == 460$, 42 == @3С0$У, 
и, значитъ, уравнеше (5) принимаеть видъ 
0 — а1-—- 48(с0$ас0$^ -—- созВсозь -- с0$1С0$%), (6) 


или, если назвать через УТ уголь, составляемый направленемъ падающаго луча съ 
направлентемъ перем$щетя 45, 


0 = @-- 40$ 7. (7) 


Разсмотримъ теперь трегранный уголъ, образуемый падающимъ лучомъ, нормалью къ 
раздфляющей поверхности и перемфщетемъ 45$; называя черезъ + уголъ между па- 
дающимъ лучомъ и нормалью и черезъ ® двугранный уголъ въ разематриваемомъ 
трегранномъ угл, имфюпий ребромъ нормаль, пишемъ: 


с0$ 7 = $12059, 
и, елЪдовательно, уравнене (7) принимаетъ видъ 


0 = 41-- 45515058. (8) 
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Называя черезъ $ уголъ, составляемый преломленнымъ лучомъ съ нормалью, и за- 
мЪфчая, что по закону Декарта оба луча находятся въ одной плоскости съ этою нор- 
малью, точно такъ же увидимъ, что второе уравнеше (3) приметъ видъ 


соза 4, —- созВ’Ау, —- с0$4' г, = АГ -- 4з5тт с0$8; (9) 
называя черезъ 7” показатель преломленя, имфемъ: 
ЗПР —=7518; (10) 


слФдовательно, если принять [ =11, то АГ = га, вторая часть уравнения (9) въ силу 
уравнен1я (8) обратится въ нуль, и мы получимъ: 


0 — соз'ах, | соз8'ау, —- со$1'аг., 


а это и доказываетъ, что поверхность, служащая геометрическимъ м%стомъ точекъ, 
координаты которыхъ х., у,, 2., нормальна къ преломленному лучу. Чтобы получить 
эту поверхность, нужно, согласно уравненио Г =, отложить на каждомъ преломлен- 
номъ луч отъ раздфляющей поверхности длину, равную произведен1ю показателя 
преломлен1я на длину, которую должно отложить на соотвЪтственномъ падающемъ луч 
для получетя точки поверхности, нормальной къ падающимъ лучамъ; ясно притомъ, 
что длину Г такъ же, какъ и длину [, можно увеличивать или уменьшать на по- 
стоянную величину и получать такимъ образомъ параллельныя ‘поверхности. 

$ 660. По предыдущей теорем однородные свЪтовые лучи, исходяпе изъ одной 
точки в, елЪдовательно, нормальные къ концентрическимъ сферамъ, могутъ проходить 
различныя средины, отд$ленныя одна отъ другой какими-угодно поверхностями; они 
будутъ всегда, посл5 каждаго преломлен1я, нормальны къ одной и той же поверхности. 
Здфеь какъ разъ умЪ$стно указать на весьма простой опытъ, который можетъ, какъ 
мы говорили (8 658), служить пов$ркою вышедоказанной теоремы Штурма. 

Достаточно пропустить въ темной комнат черезъ весьма небольшое отверетге, 
продЪланное въ экранЪ, пучокъ однороднаго свЪта, падающаго на сферондъ стакана или 
на небольшую склянку, наполненную жидкостью и представляющую неправильную кри- 
вую поверхность; заднюю сторону покрываютъ бумагою съ небольшимъ отверстемъ про- 
извольной формы. Лучи, выходяпие черезъ это отверсте, вошли предварительно че- 
резъ такое малое отверсте въ экранф, что могутъ разематриватьея, какъ исходящие 
изъ одной точки; принимая исходяпий пучокъ на б$лую бумагу и постепенно удаляя 
эту посл5днюю, мы усмотримь виды различныхъ с$чешй и, въ особенности, замЪ- 
тимъ ДвЪ небольшия, бол$е или мене отстояшия одна отъ другой, свЪтлыя черточки, 
направлен1я которыхъ взаимно-перпендикулярны. 

$ 661. Когда прямыя пучка касательны къ одной и той же поверхности, не- 
обходимое услов1е, чтобы онф были въ то же время нормальны къ н$которой другой 
поверхности, принимаетъ весьма изящную форму; необходимо и достаточно, чтобы 
онф были касательны Еъ ряду геодезическихъ лин, нанесенныхъ на поверхности, 
или, что то же самое ($ 631), къ ливямъ, соприкасающаяся плоскость которыхъ нор- 
мальна въ каждой точк$ къ поверхности, на которой онЪ расположены. 

Замфчаемъ сначала, что если прямыя пучка касательны къ одной и той же 
поверхности и черезъ каждую точку проходгтъ олча изъ нихъ, то необходимо суще- 
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ствуетъ на поверхности рядъ кривыхъ, къ которымъ разсматриваемыя прямыя ка- 
сательны. Въ самомъ дфлЪ, каждой точк$ поверхности соотвЪтствуетъ, по предполо- 
женю, прямая пучка, расположенная въ касательной плоскости; движен!е же точки, 
очевидно, является опред$леннымъ, если она движется по поверхности, исходя изъ 
данной точки и направляясь постоянно, въ каждомъ изъ своихъ положевй, касательно 
къ соотв$тствующей этому положению прямой. Пройденная такимъ образомъ кривая 
имфетъ касательною въ каждой точк$ одну изъ прямыхъ пучка, и такъ какъ на-. 
чальная точка произвольна, то такая кривая, какъ мы и предвид$ли, проходитъ черезъ 
каждую точку данной поверхности. ПослЪ этого пусть 


= (1, у) (1) 


будетъ уравнен1е этой поверхности; называемъ черезъ Х, У, 1 косинусы угловъ, 
образуемыхъ съ осями прямою пучка; касающеюся этой поверхности въ точкЪ, коорди- 
наты которой х, у, г. Необходимое услов1е для существовавя, при соотношеши (1), нор- 
мальной поверхности ко вс$мъ прямымъ пучка заключается ($ 648) въ томъ, чтобы 
сумма 


Хах—- Уау- баг (2) 
была дифференталомъ н%Ъкоторой функщи отъ хи у. Но мы имЪемъ: 
42 — рах -- 944, (3) 


и, кромЪ того, такъ какъ направлене, опредБляемое косинусами А, У, 0, лежитъ 
въ касательной плоскости, то 


б=рХ-- 4%; (4) 
значитъ, выражене (9) принимаетъ видъ 
(Х--р2) ах (У -- 92)4. (5) 


Услоне, чтобы оно было дифференщаломъ и чтобы, сл$довательно, существовала 
нормальная поверхность къ прямымъ пучка, есть 


(Хх рй) _ а(У-- 92) 


ау ах ь (5) 
т.-е., въ силу уравненя 
ар _ 44 
ау ` ах’ 
ах ай 
= 94, (7) 


- при чемъ производныя взяты, понятно, послф того какъ А, У, 2 и въ функ- 
при только отъ перем$нныхъ ли у. 
Имфемъ: 


Х?-- У-- 121—=1, 
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сл5довательно, 


ЯХ. р 92 
и т У бе о, 


хе ИРУ щи =5, 





и уравнен!е (7) принимаетъ видъ 
ау ах Ёау\ „ах ах ду 


заключая въ скобки частныя производныя до замфны 2 его значетемъ черезъ 5 и у, 
имфемъ: 


ах = (=) д. [3 4. 

= \ ах \ 2 

ах {4-Х 4%, 

ау \49] 11а 

ЧУ ДУ\ 42 

ах _ =, )- (4), 

т = (6=)-+ (27) 42 

— Лач аг ) ау` 

Замфняя 2 черезъ рХ--9У и принимая во внимане эти уравнен1я, а также обо- 
значен1я о = р, 4, видимъ, что услове (8) приметъ видъ 


ах УЕ (ох, |= [хер -- У, ох, |; ©) 


называя черезъ 45$ безконечно-малую дугу кривой, къ которой разсматриваемая прямая 
касательна, имфемъ: 
__ @ __ @ __ а 
В» Таз» Ад 
И, значить, 
ах ах |, ух — 45 42 ‚ах, 4х а ах. 
ЧЕТ Уз ХТ), = в Гут - 4: 
точно такъ же 
ие 2 =; 


уравнеше (9) равносильно поэтому 


аХ _ ЧУ 
1% Ра’ 
ИЛИ 
ах а: 
45 45 
—=——; 10 
ы = (10) 
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Уз 


но Х*-—- У*-—- 7? =1 и, слФдовательно, 








< 1 уу 798 0. 
А зе я с == =0; (11) 
изъ уравнен1я (10) выводимъ: 
— ах 
кв 
ха О 
и, пользуясь уравнешемъ (11), пишемъ: 
2 — ах 
&__ 4. 
2 2 ’ 
нтакъ, наконецъ. 
ах 4х 48 
45 __.@8 __ . 03 
ое 1. 


а это доказываетъ, что направлене, образующее съ осями углы, косинусы которыхъ 
пропорщональны р, 4, —1, совпадаетъ съ направленемъ, образующимъ углы, коси- 


АХ АУ 47 
нусы которыхъ пропорщональны -т., <, <; Первое изъ этихъ направлен!Й есть 


направлете нормали къ поверхности ро, а второе направлеше главной нормали къ 
кривой №. Для совпадетя этихъ двухъ направлев!й необходимо и достаточно, чтобы 
соприкасающаяся плоскость кривой > была въ каждой точкф нормальна къ поверх- 
ности р. 

$ 662. Ту же теорему можно доказать геометрически сл5дующимъ образомъ: 
чтобы прямыя пучка были нормальны къ одной и той же поверхности, необходимо 
и достаточно (8 649), чтобы каждая изъ нихъ встрЪчалась съ двумя другими безко- 
нечно-близкими прямыми, расположенными во взаимно-перпендикулярныхъ плоско- 
стяхъ, проходящихъ черезъ разсматриваемую прямую. Раземотримъ, въ занимаю- 
щемъ насъ случаЪ, какую-нибудь прямую р, принадлежащую пучку, и теодезиче- 
скую линНю », къ которой она касательна. Одна изъ безконечно-близкихъ прямыхъ 
пучка, ветр$чающая линио Л), есть, очевидно, безконечно-близкая касательная лин %, 
и плоскость, въ которой об$. он лежатъ (8 563), является соприкасающеюся плос- 
костью этой кривой; такъ какъ вс$ прямыя пучка касательны къ поверхности, обо- 
значенной черезъ 5, то пусть А будетъ точка касан1я прямой О, и А’— точка ка- 
сатя второй безконечно-близкой прямой, которая, сооставляя часть пучка, встрЪ- 
чаеть прямую Ш); лишя АА’ представляеть въ предёлЪ касательную къ поверхности ›, 
для которой плоскость ОА’ будетъ, слдовательно, касательною плоскостью; одна 
изъ двухъ плоскостей, проходящихъ черезъ прямую ДР и черезъ безконечно-близкую 
прямую пучка, есть, такимъ образомъ, соприкасающаяся геодезической лини поверх- 


ности 5, а другая касательна къ этой. ОН отсюда слфдуетъ (8 631), что 
он. р-он дикуля ны: 
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Изучене предыдущаго доказательства можетъ подать поводъ для одного затруд- 
неня, на которомъ необходимо остановиться. Разсуждене, посредетвомъ котораго мы 
доказываемъ, ‘что плоскость, проходящая черезь прямую Л) и черезъ безконечно- 
близкую прямую пучка, касательна къ поверхности ©, повидимому, приложимо къ 
обБимъ прямымъ пучка, встрёчающимъ 7), а отсюда можно было бы заключить, что 
об плоскости, содержащая прямыя, не только не перпендикулярны между собою, 
какъ мы утверждаемъ, но приводятся, напротивъ, къ одной всего плоскости. Это про- 
тивор5ч1е происходитъ отъ того, что предложенйе, на которомъ основано разсужденте, 
представляетъ одинъ случай исключевня, относяпийся какъ разъ къ одной изъ пря- 
мыхЪъ, встрёчающихъ 2. Въ самомъ дфлЪ, мы допускаемъ, что плоскость, проходящая 
черезь прямую, касающуюся поверхности › въ точкВ А, и черезъ точку А’, безко- 
нечно-близкую къ 4, есть касательная къ поверхности © вел$детые того, что содер- 
житъ двъ касательныя прямыя къ этой поверхности: самоё прямую Ди лийю АЛ’, 
соединяющую двЪ безконечно-близкая точки. Но тутъ, очевидно, имфетъ м5сто исклю- 
чен1е, когда об этл прямыя совпадаютъ, т.-е. когда точка 4’ расположена на кривой, 
касательной къ прямой 0; въ такомъ случа общее разсуждене не годится, и плос- 
кость, проходящая черезъ точку А’ п черезъ прямую Ш, есть соприкасающаяся плос- 
кость кривой АА’. 


УПРАЖНЕНИЯ 


1. По какому бы закону ни слБдовали одна за другою въ пространствЪ прямыя, во только 
толеь, чтобы изъ каждой точки пространства выходила одна изъ нихъ, при чемъ пусть 4 будеть 
ты изъ нихъ, которая выходить изъ точки А, а АБи АС— дв$ безконечно-малыя лини, перпен- 
дикуларвыя между собою и къ АМ, углы, соотв тетвенно составленные прямою, пеходящею изъ 
точки ВБ, съ плоскостью №МАБВ, и ирлмою, исходящею изъ С, съ МАС, имЗють постоянную разность. 

2. Кратчайшее разетоян1е между нормалями къ поверхности, проведенными черезъ двЪ без- 
конечно-близюя точки А и ВБ, равио произведено разстояшя АВ па косинусъ угла, образуемаго 
имъ съ сопряженвымъ направленемъ на поверхности. | 

3. Если АБ, АС — два сопряженныхъ направлен1я въ точкЪ А поверхности и если А, А’ обо- 
значають разстоян1я точки А до точекъ, гд$ проведены кратчайния разстоян1я между нормалью 


у 1 1 
въ А и нормалами въ Б ип С, то сумма кт + ат постоянна и равна сумм$ гзавныхъ кривизиъ по- 
верхности. 

4. Предположимъ, что свЪтовые лучи, пормальные вначалЬ къ поверхности ©, пспытываютъь 
рядъ иреломлен. Обозначимъ черезъ Ё часть луча, содержащуюся въ первой срединЪ, между 
поверхностью © ип поверхностью, отдЪллющею первую средпну отъ второй, через Ё часть того же 
луча, содержащуюся во второй средип$, черезъ {’ часть, содержащуюся въ третьей срединЪф, н т. л., 
паконець, черезъ №, часть этого луча, содержащуюся въ послЁдией средины, между поел$днею раз- 
дфляющею поверхностью и одною изъ поверхностей, къ которымъ лучи вормальны въ посл$дней 
средна $; будемъ пм$ть: 


ав -- а а’... На,Ё, =е01$., 


гл$ а, а., ..., а, — постоянныл, завиесяния отъ показателей преломлеюя различныхъ срединт. 
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ГЛАВА СЕДЬМАЯ 


Теор!я линй кривизны 


ОПРЕДЪЛЕН!Е ЛИН1Й КРИВИЗНЫ 


$ 663. Лимею кривизны поверхности называется лин1я, расположенная на этой 
поверхности и кесательная въ каждой изъ своихъ точекъ къ одному изъ глав- 
ныхъ с5ченшй. Такъ какъ въ каждой точк® поверхности проходитъ два главныхъ с%- 
чен1я, перпендикулярныхъ другъ къ другу, то также въ каждой точкЪ$ проходить двЪ 
лини кривизны, касательныхъ къ этимъ сЪчен1ямъ и перес$кающихея подъ пря- 
мымъ угломъ. Лии кривизны поверхности образуютъ, сл$довательно, двЪ системы, 
каждая изъ которыхъ покрываетъ цфликомъ поверхность, потому что черезъ каждую 
изъ ея точекъ проходитъ лия каждой системы. Дв$ лиши кривизны различныхъ 
системъ перес$каются перпендикулярно, ни, По крайней мЪрЪ вообще, двЪ ливн1и одной 
и той же системы не перес$каются. Однако, существуютъ н®которыя точки (8 635), для 
которыхъ направлене главныхъ сЪчен1й неопред$ленно и тд можеть перекрещи- 
ваться безчисленное множество лийЙ кривизны; мы увидимъ, впрочемъ, что даже въ 
этихъ точкахъ округлевшя проходитъ иногда только одна лишя кривизны. 

$ 664. Такъ какъ лин1я кривизны въ каждой точкЪ касательна къ главному 
с5чен1ю поверхности, то каждую изъ точекъ такой лии можно разсмотрФть, если 
пренебречь безконечно-малыми второго порядка, какъ принадлежащуто главному с$- 
чентю, соотвЪтствующему безконечно-близкой точкЪ. Отсюда вытекаетъ (8 636), что 
нормали, проведенныя къ поверхности черезъ двЪ безконечно-близкя точки лин 
кривизны, можно разсматривать, какъ встрёчаюпияея, если пренебречь безконечно- 
малыми порядка выше перваго. Это свойство—характеристическое; въ самомъ дЪлЪ, 
оно требуетъ ($8 637), чтобы направлеште лини, соединяющей начальныя точки двухъ 
безконечно-близкихъ нормалей, совпадало съ направлен!емъ главнаго сФчен!я и чтобы, 
слфдовательно, геометрическимъ м$стомъ этихъ начальныхъ точекъ была лин!я 
кривизны. 

Предыдущее свойство можно высказать сл5дующимъ образомъ: чтобы ливя, на- 
несенная на поверхности, была лишею кривизны, необходимо и достаточно, чтобы 
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нормали, проведенныя черезт, ея различныя точки, составляли развертывающуюся 
поверхность. 

Должно замфтить, что плоскость и сфера—исключительныя поверхности, на ко- 
торыхъ, собственно говоря, нфтъ лиюй кривизны, или на которыхъ, если угодно, 
всякая лин1я есть линя кривизны. Въ самомъ дЪлЪ, главныя с$четя неопред*- 
ленны, и произвольную линио, нанесенную на плоской или сферической поверх- 
ности, можно разсматривать, какъ касательную въ каждой точк$ къ одному изъ 
нихъ. Нормали, проведенныя черезъ точки этой лин!и образуютъ, къ тому же, ци- 
линдръ или конусъ, т.-е. въ обоихъ случаяхъ развертывающуюся поверхность. 


ДифхФЕРЕНЦТАЛЬНОЕ УРАВНЕН!Е ЛИН1Й КРИВИЗНЫ 


$ 665. Когда уравнен!1е поверхности дано, можно въ каждой точк$ опредфлить 
направлен1е главныхъ сЪчен!й, а значитъ, и направление ливй кривизны. Отсюда 
слБдуетъ, что когда даны координаты точки одной изъ этихъ лин, можно вычис- 
лить ихъ дифференщалы и, слфдовательно, составить дифференщальное уравнене 
лин кривизны. 

Впрочемъ, свойство, доказанное въ предыдущемъ паратрафЪ, даетъ возможность 
составить прямо это уравнеше, не приб$гая къ формуламъ, относящимся къ глав- 
нымъ с$ченямъ. 


Пусть 2, у, 2 будуть координаты точки данной поверхности. Полагаемъ, какъ 


4 ) 4 ыы ИР ФА авненя нормали 6 ТЪ 
всегда, х — РР, ау — 0, 42° ахбу о. ау? “_ . УР р уду 


Е—2- (6—2) =0, | 


| 
} 


1 
т—У+9(—2=0, } и 


гдЪ &Ё \, © обозначатотъ текуппя координаты. 
Нормаль въ смежной точкЪ, координаты которой х-- ах, у-- Чу, г-- 42, иметь 
уравнен1ями 


Е—2 — 2 (р- 4)($—2— 42) ==0, | 
—у— аи- (а-Р 4)(<—2—аг)=0. ! 
3—5 у Ч аъ ) 
Чтобы обф нормали встр$чалиесь, необходимо, чтобы уравнен1я (1) и (9) были 
совмЪетны; совм$стное ихъ раземотрфн!е, если пренебречь безконечно-малыми вто- 
рого порядка, даетъ: 
ах -—- р4г — ар(. — 2) =0, 
Чу Г 94 — 44 (5—2) =0; 


приравнивая другъ другу значен1я & —2, выведенныя изъ этихъ уравнен!й, пишемъ: 


ах р рае _ ау 44 
р 9 ‘` 
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ЗамЪняя` въ этомъ уравнеши 42, ар и @4 ихъ значенями, получимъ дифферснщальное 
уравнене лишй кривизны. ИмЪемъ: 

(2 — раз -—— а4у, 

@р = тах -- $49, 

44 = 4х —- У, 
и уравнен!е принимаетъ видъ 

4х (1 -|-0*) - раду _ ау -Е 4) -- раах 
Ах —- зу у зах -- ау й 


или, по упрощении, 
4? [р — $(1 —- 4*)] -- ау (1 -- р’) — ат] -- а [а- р’); —р4а']==0. (3) 


Это уравнен!е отличается отъ уравнен1я, опредБляющаго ($ 633) направлете глав- 
ныхъ сфченй, только подстановкою 4х и Чу на м$сто соза и. со$8. Мы могли бы 
это предвидЪть, такъ какъ дифференилалы координатъ точекъ кривой пропорцпональны 
косинусамъ угловъ, образуемыхъ касательною съ осями. 

$ 666. Уравненя 


41 —- раг — ($ —г)ар =0, | (1 
ау —- 942 —(6 — 2) 44 0 | 


разсмотрфнныя совмЪетно съ уравнен1ями нормали, даютъ координаты &, *, © точки 
перее$ чения двухь смежныхъ нормалей; изъ нихъ выводимъ: 


дх-- раг _ ау-Р 942 
Рая ГЕ о Е. 
мт ар Ча (2) 


т.-е. по зам нЪ 42, ар, 44 ихъ значен1ями, 


_,„— @-+ рае -- рау _ а ф)ау-- раах 2 
= тах —- з4у > гу -|- зах | (3) 


4% 


Соотношене (3) равносильно двумъ уравнетямъ, между которыми можно исключить 


. @: я 
отношение Я получаем такимъ образомъ соотношене 


($ — 2)? (94 — 5) - ($ — 2) [2048 —а- р’ — ава =0. 
По этому уравненю значетя &—2 одинаковы со значенями т въ уравне- 
1-72-09. 
р 
радтусамъ кривизны главныхъ сфченй. Но 6—2 есть проекщя на ось 2-овъ части нор- 
мали, содержащейся между поверхностью и точкою встр$чи съ смежною нормалью; 


значитъ, произведеше (& —2)у1--р?-- 9? есть сама длина этой нормали, которая 


нш (12) 8 634-го, и, слБдовательно, значеня ((—2)/ 1-1 р?-Р 4? равны —— 





‚ т.-е. 
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выходитъ равною главному ражусу кривизны. Отеюда вытекаетъ, что двЪ без-- 
конечно -близмя нормали пересЗкаотся какъ разъ въ центр кривизны главнаго 
сБченя. 

$ 667. Когда уравнене поверхности дано подъ видомъ 


_ 9 (в, 9, #)=0, _ (@) 


то иногда выгодно вводить въ дифференщальное уравнен!е ли кривизны вм%ето 
производныхъ отъ 2 по 42 и по у частныя производныя отъ функши о. Можно 
было бы легко произвести это преобразовате въ полученныхъ выше формулахъ, но 
проще снова раземотрЪть вопросъ при этомъ новомъ обозначен. Пусть, какъ всегда, 
Е, 1, 6 обозначаютъ текупия координаты; нормаль въ точкЪ, координаты которой х, 9, * 
имфетъ уравненями 











е—ж _ 1—9 _ 6—8 
8%  @& 
Чт фу 42 
ИЛИ 
‚ 4% 
меч —5(: 





} 
= | 

\ 
1—9) — (2—2 нь | 
(1 и с. а 5 0 , 
Если желаемъ выразить, что нормаль въ точкЪ +, у, 2 встр$чаетъ нормаль, соотвЪт- 
ствующую смежной точкЪ, имфющей координатами х-—-4х, у ау, 2-42, то для 
этого нужно написать, что уравнеюмя (2) совмфстны съ уравнен1ями, получаемыми 


отъ ихъ дифференцирован1я по х, 9,2, которыя разсматриваются, какъ одновременно 
изм$няющ1яся; такимъ образомъ имЪемъ: 


(—24(%)— (2) —(—2а(@ т) 942 =0, | а 
(—9)4 (4) — (2) —<—2)а (32 - а) + Е О хз 3) 


Исключете (Е — 2), (1—9), (&—2) между уравнен1ями (2) и (3) даеть: 


(ед ча) +438) (9542—4 г) (5 9 (ЗРаг— 9% и) =0. (4) 


КромЪ того, имфемъ: 





4$ 
4(32) =3 — а а 4 "+554 ++ 2% с 4, | 
49 к. 42, ( = 
4( в) = р +5 Газа ие | (5) 
(К (м а ти. 
44.) = = ИГ 48 а" } 


слЪдовательно, уравнене (4) преобразовывается въ уравнен1е второй степени относи- 
тельно 4х, Чу, 4, къ которому нужно присоединить 


Ч аз а 4у-- 7. 5 42 =0. 
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$ 668. Разберемъ слБдующий случай: въ то время какъ касательная плоскость 

ВЪ точк$ х, у, 2 параллельна плоскости ХУ, касательныя къ ливмямъ кривизны парал- 
$ 

лельны оси Х-овъ и оси У-овъ. Тогда, въ этой точкф, мы имфемъ 42 ==0, я —= 0 

Че =0, и уравнене (4) должно удовлетворяться р5шен1ями 45 =0, ду=0. Но при 


такихъ предположеняхъ оно прлобр$таетъ одинъ изъ видовъ 


49 1[49\ _ | 
® ‘а(а+)=0. (6) 
=. .4 (5 т) = 0, (1) 
смотря по тому, предполагаемъ ли 47==0, или 4у—=0. КромЪ того, имфемъ: 
а (42) = стат -- Я) ИА ® 42 
ах | 2 г в. 





й, 


4$ 
4: ) = су 42-|- пу 
или, такъ какъ въ уравнен1и (6) 4х —=0, 42 =0 и въ уравнении (7) Чу=о0, 4==0, 
до 4%\ _ 4 
(3) = т ву, 43°) ао 


о 
Сл$довательно, имя —. отличнымъ отъ нуля, заключаемъ, что уравневя (6) и (7) при- 








водятся оба къ 


4$ __ 


Это есть необходимое и достаточное услове, чтобы въ точкЪ, гдЪ касатеньная плос- 
кость параллельна плоскости Х ых лини кривизны были касательны къ осямъ 
координатъ. 

5 669. Разсмотримъ лишю кривизны на какой-угодно поверхности и назовемъ 
черезъ Х, У, Д косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью къ поверхности съ осями 


координатъ. Такъ какъ лин1я кривизны касалельна въ каждой точкЪ къ главному 
сфченю, то имфемъ (8 637): 


ах _ау_ 92 
а та Е, (1) 


гдз дифференщалы относятся, понятно, къ безконечно-малому перем щен!ю по самой 
лини кривизны. Кром того, мы видфли (8 637), что общее звачен!е этихъ трехъ 
отношен!й равно кривизн$ нормальнаго сЪчен1я, касательнаго къ разсматриваемой 
лини кривизны. 

Эта замфчательная теорема, отмёченная О. Родригомъ (О. Кодтече$), равно- 
сильна дифференшальному уравненю ли кривизны, которое, къ тому же, не 
трудно вывести отсюда явнымъ образомъ, также кэкъ и уравнене второй степени, 
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имБющее корнями два главныхъ рад!уса кривизны поверхности. Чтобы это показать, 
разсмотримъ уравнен1я 


ах — АХ = 0, \ 
ау — р4У = 0, | (2) 
42— вай =0; | 


йм5емъ: 


ах=°> «С и @и-- а 


та % и } (3) 


47, —= еа-- Я р - 42, 
и уравнеюя (2) принимаютъ видъ 
ах ах ) 
те = 4у— об а к 
г 
сах г (1—9 у) 49— р-1= 2 = 0, . (4) 
и ай 1 | 


47 
— бар ау (1—4) 44 0. 
0-48 — 6- „ЧУ |1 5.) 0 
Выражая, что эти уравнен!я совмфстны, получаемъ уравнеше относительно р, которое, 
повидимому, третьей степени, но въ которомъ члены съ о? исчезаютъ; такъ какъ 
предположено, что это уравненте удовлетворяется, то два изъ уравнев!й (4) содержать 


2 


третье и опред$ляютъ отношен!я к, которыя соотв$тствуютъ перем щен!ю по 


42 
ау’ 
ливи кривизны. @сли требуется получить найденное выше (8 665) другимъ путемъ 
у 


1, ТО ДОЛЖНО замфнить 42 его значешемъ 


42 — рах - да. 


Результатъ исключен!1я р между полученными такимъ образомъ уравнен1ями будетъ 


а 
уравнешемъ второй степени относительно ==. 


уравнете относительно 


Мы не станемъ развивать этихъ вычислен!й, представляющихъ мало интереса, 
но зам$тимъ, что принципъ, на которомъ они покоятся, весьма важенъ, и мы не 
разъ будемъ имфть случай прибЪгнуть къ его помощи. 

$ 670. Выведемъ непосредственно изъ предыдущихъ разсуждей интересное 
слфдств1е, относящееся къ выражению разстоян1я между двумя безконечно-близкими 
точками на поверхности. | 

Предположимъ, что положен!е точки на поверхности опредфлено значешями, 
приписанными двумъ перем$янымъ а и В. Постоянное значете, приписанное одной 
изъ перем$нныхъ, опред$ляетъ кривую на поверхности, и когда х и В даны, точка 
опред ляется перес$четемъ двухъ кривыхъ, соотвЪтствующихъ даннымъ значешямъ. 
Предположимъ х и В выбранными такъ, что кривыя, соотвфтствующия постояннымъ 
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значенямъ той или другой перем$нной, будуть какъ разъ лимями кривизны поверх- 
ности; пусть тогда х, у, г обозначалотъ прямолинейныя координаты какой-нибудь 
точки этой поверхности, а ЛХ, У, -—косинусы угловъ, составляемыхъ нормалью въ 
этой точк$ съ осями координатъ. Эти величины 1, 9,2, Л, У, / — опредЪленныя 
функши отъ хиВ, несли назвать черезъ р,, р, главные рамусы кривизны, соотвЪт- 
ствующе линямъ, для которыхъ а и в поочередно постоянны, то полученны ($ 669) урав- 
нен1я будутъ равносильны 





ах _4@ ах _ а 
О 43 43; 2 а аа?’ 
а 4 4х _ 4 
т 4’ 34 4’ 

ар __ аг а7 __ @8 


а 4) Ра аа. 


Если подставить на м$сто перем$нныхъ х и В дв$ друйя перем$нныя в и %, пред- 
ставляюнйя оть первыхъ изв$стныя функцщи, то х, у, 2 явятся функщями отъ цих, 
и ихъ частныя производныя будутъ даны формулами 


47 Цх аа ах 4 АХ @4 ‚, ах 43 

РР ы РАВ, 
че, ив _ ты, аув 
Чи ах 4 43 аи — Ра аи Г?! 43 аи? 
242 а 8 8 _ а 488 
и Ча аи 13 аи '? ал аи 1 43 ац` 





Нроизводныя по второй перемфнной о выразятся точно такимъ же образомъ. Случай, 
гдЪ перемнная и совпадаетъ съ а, заслуживаетъь быть отм$чевнымъ: такъ какъь 


а равняется, въ такомъ случа, единиц и производныя по * являются производ- 
ными по &, то 

ах ах, ах аз 

Е ГР а: › 

ау _ ЧУ, ЧУ а 

Ча 2х | Р! 43 а2? 

44 _ 92, а2 а3 

а Раз ГР а, 





Въ этихъ трехъ уравнешяхъ мы приняли за независимыя перем$нвыя параметръ а 
и какую-угодно перем$нную х, которая остается поетоянною при вычислен!и произ- 
водныхъ по а. Мы видимъ, что во вторыхъ частяхъ производныя са ся с 
имВють коэффищентомъ радусъ кривизны о,, относящийся къ лийи кривизны, пер- 
вендикулярной къ той, для точекъ которой х постоянно. 

$ 671. Когда х, у, г, Х, У, & выражены въ функци отъ двухъ какихъ-угодно 
перемфнныхъ и и х, то между частными производными этихъ функщЙ существуютъь 
необходимыя соотношетя, съ которыми мы сейчасъ познакомимся. 
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Для какого-угодно перемБщевля по поверхности имЪемъ: 
Хах-—- Уду-- 24 == 0, (1) 


и такъ какъ х, у, 2_функщи отъ ци $, то, прим$няя уравнеше (1) къ двумъ пере- 
иБщерямъ, происходящимъ отъ безконечно-малаго измфнен!я, приписаннаго каждый 
разъ только одной изъ двухъ перем$нныхЪъ, имфемъ: 


уз а 
хз ЕЯ 





нина (2) 
(0 “4 ^ 
КромЪ того, уравнене 
ХЗ Уф 22 =1 
даетъ: 
ХХ у 14 ] 
(И Чи аи (3). 
же РУЗ 250. | 


Каждое изъ двухъ уравневйй (3) должно быть слфдетнемъ уравнсвйй (2), потому что 
иначе мы имфли бы три различныхъ уравненя между л, У, {, для которыхъ 
было бы возможно только одно р5шене 


А -— 0—2 — 0 


Итакъ, необходимо, чтобы уравнения (2) могли получаться отъ сложетя уравненйй (3) по 
умножении этихъ посл$днихъ на подобранные надлежащимъ образомъ коэффищенты, 
и, слдовательно, обозначая черезъь № и М надлежания функщи, имБемъ: 


47 ‚ах \т аХ 4% т = я = \ 
мы т” >, == ПАН — | 
ау В т ЧУ Чу / ат } — | 
= и /\ ах. —— = --- Г ^ 
ан = 21° ы. А ) Фо 1 - А ав?! (+) 
42 _ Е ЧЕ / а ! > —| 
Вы Вы ПРА А М 
ан = 44 9 Е о Чи = аш Фо ‘| 


Доказательство этихъ уравневй не им$етъ м$ста, когда два уравневмя (3) представ- 
ляютъ сл$детве одно другого, т.-е. когда 


ах ау @а2 
ав аи аи 
ЧУН (5) 
9х 47 42. а. 
а Фи Фо 
Эти соотношешя выражаютъ, что Уи й-— функши отъ А, или, другими словами, 
что Х, \', # могутъ выражаться вс трое въ функщи отъ одной только перем$нной; 
каждому значению этой перем нной соотв$тетвуетъ внЪкоторое направлене нормали, 
И Такъ какъ невозможно, чтобы поверхность допускала безчисленное мвожеетво ка- 
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сательныхъ плоскостей, параллельныхъ между собою, то соотв$тетвенная касательная 
плоскость опредЪ$ленна. Такъ какъ уравнен1е касательной плоскости опред$ляется 
здЪеь только одною перем$нною, то поверхность является огибающего положений плос- 
кости, въ уравневе которой входитъ только одинъ параметръ, т.-е. представляетъ 
развертывающуюся поверхность. Итакъ, однф лишь развертываюпияея поверхности 
составляютъ исключене изъ только-что полученнаго результата. 

$ 672. Выбравъ дв каюя-нибудь перем$нныя и и ъ и составивъ уравненвйя, 
возможность которыхъ только-что была доказана, 


Ах ах. А ах. 








ие ‚4х ух | 

ав = Ма. --1 а? ь = = М’ - Е й 

(и ДУ т @У а т 

ыы ТУ а ат ха а’! (1) 
42 2 = ,| 

и Миа, ® — РЕ | 


мы можемъ вывести изъ нихъ, въ каждой точкЪ, выражеше для обоихъ радусовъ 
кривизны поверхности. ДЪйствительно, перем$щаясь по лини кривизны и называя 
черезъ р соотвфтственный рад1усъ, имфемъ ($ 669): 





(2) 
т.-е 
— Чи — > = (= фи 5 4), 
ры Чо —= ›(5= м-р.) 3 
и 0 ТР и о : (3) 
(Е ав. __ [ай ай 
Чиа Фо — р (> аи -- 54) 
ах ах 
Замфняя въ этихъ уравненяхъ и) 5’... ЗНачетями изъ системы (1), мы полу- 


чимъ три уравненя, каждое изъ которыхъ можеть дать значене одного изъ трехъ 
отношенй 


ах 4: а2 
аи Чи ди 

ах’ ау, а’ @ 
4 4 а 


``? 


и эти значен!я будутъ совершенно одни и тЪ же. Мы, однако же, знаемъ, что эти 
три дроби равны между собою только въ случа развертывающейся поверхности; 
такимъ образомъ, при устранеми этого случая нужно, чтобы тождественныя выра- 


ь 0 
женя, получаемыя для этихъ отношенй изъ нашихъ уравнен!йй, приводились къ 5 


а для этого должно им$ть: 


(М— ран М'4 = м 


Маи-|- (№ — р) =0; 
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отсюда заклточаемъ, что 
(М — в) (М —р—МХ=0; (6) 
изъ этого уравнен1я второй степени мы и находимъ рад1усы кривизны. Зная 6, изъ 


: . Чи’ | 
уравненйй (5) получаемъ значен1е отношен1я ) ДлЯ соотвЪтственной лини кривизны. 


Если предположить, что одна изъ лиюЙ кривизны соотв$тетвуетъ постоянному 
значенио и, то для этой лиши имЪемъ 4и = 0; ‘такъ какъ 4 неизбЪжно въ этомъ 
случа отлично отъ нуля, то уравнемя (5) даютъ: 


ЕО: МЕ 


что согласуется съ результатами, полученными боле непосредетвенно (8 670). 


Поверхность, КАСАТЕЛЬНАЯ КЪ НОРМАЛЯМЪ ДАННОЙ ПОВЕРХНОСТИ 


$ 673. Нормали поверхности, вообще, касательны къ двумъ другимъ поверхно- 
стямъ, которыя можно опред$лить, пользуясь предыдущими выводами. Въ самомъ 
ДЪлЪ, разсматривая лиюи кривизны одной изъ системъ, видимъ, что нормали, про- 
веденныя къ поверхности черезъ точки каждой изъ нихъ, касательны къ одной п 
той же кривой, и поверхность, служащая геометрическимъ м$стомъ этихъ кривыхъ, 
очевидно, касательна ко всфмъ нормалямъ данной поверхности. Ливши кривизны 
второй системы могутъ точно такъ же служить для опред$лен1я второй поверхности, 
равнымъ образомъ касающейся всЪхъ нормалей данной. | 

8 674. Никакая другая поверхность не разд$ляетъь съ только-что указанными 
свойства касаться всфхъ нормалей данной поверхности. Въ самомъ дфлЪ, вообра- 
зимъ поверхность >, касающуюся въ каждой изъ своихъ точекъ одной изъ нормалей 
поверхности 5. Мы можемъ представить, что на № нанесены кривыя, касательныя въ 
каждой точк5 къ соотв$тетвенной нормали поверхности ©; касательныя къ одной 
изъ этихъ кривыхъ образуютъ развертывающуюся поверхность, производяпия которой 
нормальны къ © и, значитъ, перес$каютъ эту посл5днюю по ливюи кривизны. СлЪ- 
довательно, поверхность > есть геометрическое мЪсто реберъ возврата развертываю- 
щихся поверхностей, образуемыхъ нормалями въ различныхъ точкахъ лив!Й кри- 
визны поверхности ©, т.-е. является одною изъ двухъ поверхностей, опред$ленныхъ 
въ предыдущемъ параграфЪ. 

$ 675. ОбЪ поверхности, къ которымъ, какъ мы только-что видфли, касательны 
нормали одной и той же поверхности, имфютъ между собою н$фкоторую зависимость. 
При произвольномъ ихъ выборф было бы невозможно, вообще, найти третью поверх- 
ность, нормали которой были бы касательны къ первымъ двумъ за-разъ. 

ОбЪ поверхности $ и %', къ которымъ касательны нормали одной и той же 
поверхности ©, дЪйствительно, таковы, что въ нфкоторой точк$ пространства, куда 
помфщенъ глазъ наблюдателя, ихъ видимые контуры кажутся пересфкающиамися 
подъ прямымъ угломъ. 

Для доказательства этой теоремы разсмотримъ какую-нибудь точку поверх- 
ности © и двЪ лии кривизны, перекрещиваюнияся въ ней; нормали къ поверхности, 
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проведенныя черезъ точки каждой изъ этихъ лин! кривизны, образуютъ дв раз- 
вертываюцияся поверхности, каждая изъ которыхъ касательна къ одной изъ поверх- 
ностей ХиУ’и имЪетъ ребро возврата, расположенное на другой. Съ перваго взгляда 
кажется, что такъ какъ всЪ производяния развертывающейся поверхности касательны 
къ поверхностямъ » и \’, то эта поверхность сама касательна за-разъ къ послВд- 
нимъ двумъ, но это, однако, не имфетъ м%$ета, какъ было показано (8 662), для той, 
которая содержитъ ребро возврата, потому что плоскость, въ которой лежатъ дв 
безконечно-близк1я касательныя нЪкоторой поверхности, перестаетъ быть касательною 
къ поверхности, когда лия, соединяющая точки касан1я, совпадаетъ въ предл съ 
каждою изъ двухъ касательныхъ. 

Дв$ развертываюцияся поверхности, перес$кающяся по нормали въ данной 
точкЪ поверхности 5, взаимно-перпендикулярны, подобно ливямъ кривизны, по ко- 
торымъ он перес$каютъ поверхность ©. Пусть глазъ наблюдателя помфщается въ 
какой-нибудь точк$ общей производящей этихъ двухъ поверхностей: конусы, опи- 
санные около Х п Х'’ изъ этой точки, какъ изъ вершины, пройдутъ оба черезъ произ- 
водящую двухъ развертывающихся поверхностей, къ которымъ они будутъ каса- 
тельны; сл$довательно, они пересЪкаются подъ прямымъ угломъ, что и требовалось 
доказать. 

6 676. Хотя предыдущая теорема устанавливаетъ весьма т$еную зависимость 
между двумя поверхностями, къ которымъ касательны нормали данной поверхности, 
далеко еще до возможности, когда дана одна изъ нихъ, опредфлить другую. Въ са- 
момъ ДЪлЪ, если дана только одна поверхность, къ которой касательны нормали вф- 
которой неизв$стной поверхности, то эту посл5днюю можно опред$лить безчислен- 
нымъ множествомъ способовъ, нанося на первой какой-угодно рядъ геодезическихъ 
ливй ($8 662), касательныя къ которымъ она будетъ перес$кать подъ прямым угломъ. 

Ищемъ, напр., поверхность, нормали которой касательны къ сферЪ. По только-что 
сказанному нужно представить на сфер какой-нибудь рядъ большихъ круговъ; 
искомая поверхность пересБчетъ подъ прямымъ угломъ касательныя къ этимъ кру- 
гамъ и, слБдовательно, будетъ геометрическимъ м$стомъ ряда эвольвентъ круга. 

Легко видЪть, что въ разсматриваемомъ случаЪ вторая поверхность, къ которой 
касательны нормали, есть конусъ съ вершиною въ центр$ сферы. ДЪйствительно, ка- 
ковы бы ни были больппе круги, нанесенные на сфер, ихъ плоскости, проходяпия 
вс черезъ центръ, огибаютъ конусъ, вершина котораго помфщается въ этомъ центрф, 
и вс$ ихъ касательныя, будучи расположены въ касательныхъ плоскостяхъ этого ко- 
нуса, очевидно, касаютея его поверхности. 

Обратно, если дается сфера и какой-нибудь конусъ съ вершиною въ центр этой 
послфдней, плоскости, касательныя къ этому конусу, перес$каютъ сферу по кругамъ, 
касательныя къ которымъ, касаюцияся за-разъ сферы и конуса, будуть нормалями 
одной и той же поверхности. Эту поверхность можетъ произвести, какъ очень легко 
видфть, эвольвента круга, расположенная въ одной изъ плоскостей, касательныхъ 
къ конусу, и движущаяся безъ измфнемя вида, въ то время какъ содержащая ее 
плоскость катится по конусу, касаясь его послфдовательно по вофмъ производящимъ. 
`` 8 677. Общфе можно. указать вычерчиване поверхностей, нормали которыхъ 
касательны кБ данной развертывающейся поверхности. Въ самомъ дЪлЪ, вс нормали 
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къ неизвфствой поверхности, точки касан1я которыхъ находятся на одной и той кс 
производящей развертывающейся поверхности, лежатъ въ одной и той же плоскости; 
значить, он являются касательными къ одной и той же кривой и, сл$довательно, про- 
низываютъ неизв стную поверхность по лини кривизны, очевидно, плоской. Выби-. 
раемъ за эту линйю произвольную кривую, расположенную въ плоскости, касательной 
КЪ развертывающейся поверхности: если затБмъ предположить, что эта плоскость 
катится по поверхности, касаясь ея посл$довательно по каждой производящей, во- 
кругъ которой она повертывается, чтобы перейти въ безконечно-близкое положене, 
произвольная кривая, увлекаемая, безъ изм$неня вида, движенемъ содержащей ее 
плоскости, опишетъ требуемую поверхность. 

ДЪйствительно, каждая изъ ея точекъ движется все время нормально къ самой 
плоскости кривой, и, слБдовательно, нормалью къ описываемой поверхности будетъ 
сама нормаль къ описывающей ее кривой, лежашая въ плоскости этой кривой и 
постоянно касающаяся данной развертывающейся поверхности. 


Лин!я КРИВИЗНЫ, ОБЩАЯ ДЛЯ ДВУХЪ ПОВЕРХНОСТЕЙ 


8 678. Когда кривая пересВчен1я двухъ поверхностей служитъ для каждой изъ 
нихъ лин!ею кривизны, 0бЪ поверхности перес$каются подъ постояннымъ угломъ. 

Въ самомъ дфл$, если провести черезъ каждую точку пересБчевная нормаль къ 
каждой изъ разсматриваемыхъ поверхностей, то об эти системы нормалей будутъ 
огибать дв$ кривыя, которыя являтотся ($ 610) двумя эволютами кривой пересЁченля. 
Было же доказано (8 619), что нормали, исходяпия изъ каждой точки кривой и каса- 
тельныя къ двумъ различнымъ эволютамъ, образуютъ постоянный уголъ. 

Обратно, если двЪ поверхности перес$каются подъ постояннымъ угломъ и если 
ихъ перес$чен1е есть линя кривизны для первой изъ нихъ, То она будетъ также ` 
литею кривизны и для второй. 

ДЪйствительно, нормали, проведенныя къ Первой поверхности черезъ точки перг- 
сЪчен!я, огибаютъ эволюту этого послЪдняго; вращая же каждую изъ нихъ на по- 
стоянный уголъ вокрутъ касательной къ кривой перес$ченя для получемя нормалей 
ко второй поверхности, мы опред$лимъ ($8 619) нормали, касательныя ко второй эво- 
лют$ кривой перес$чевя; значитъ, эта лиюя есть лин1я кривизны второй поверх- 
ности, потому что нормали, проведенныя КъЪ этой поверхности черезъ различныя 
точки, касательны къ одной п той же кривой. 

Когда плоскость или сфера перес$каетъ поверхность по лиши кривизны, эту 
линио всегда можно разсмотрЪть ($ 664), какъ линию кривпзпы одновременно и для 
плоскоети или сферы. Значитъ, предыдущая теорема приложима, ни, сл$довательно, 
обЪ5 поверхности перес$каютея подъ постояннымъ угломъ. Обратно, если плоскость 
или сфера перес$каетъ какую-нибудь поверхность подъ ипостояннымъ угломъ, пере- 
сфчен1е, будучи непрем$нно линею кривизны для плоскости или сферы, есть также 
лин1я кривизны И для второй поверхности. 
| $ 679. Предыдупия теоремы можно легко доказать аналитически. Въ самомъ 
ДЪлЛЪ, пусть 

| Ф(,у,2)=0, 
9 (5, 9, 2) = 0 
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будутъ уравнен1я двухъ поверхностей, перес$кающихся по общей лини кривизны. 

Назовемъ черезъ х, у, 2 координаты точки пересЪчен1я и черезъ ах, 4у, 42 измнения, 

относящяся къ безконечно-малому перемЪщенио по этой лин!и; обозначая углы, обра- 

зуемые съ осями нормалями къ обфиъъ поверхностямъ, черсзъ а, В, 1, а, В, т’, имЪемъ: 
созаах —- созВау-- с0$142 == 0, 

соза' 4х -—- созВау-- со$1'42 = 0; (1) 


кромЪ того, такъ какъ перес$чене есть лимя кривизны каждой изъ поверхностей, 
то пм$емъ (8 669): 





_ 9 Ч (42 
4605а — с088 — 4°081? 
ах _ Чу _ 42 











4с05%'’ асов — 4со08т’? 
| 


н, сл5довательно, уравнен1я (1) даютъ: 


с05«4с0за’ —- созВасозВ' —— с0$у4с0$1' = 0, 
с05я4соза —— созВ'АсозВ —- с0$'4с0$ = 0; 





складывая эти два уравнен]я, находимъ: 


4(с0$ас0$а —— с0$8с0$В' -—- с0$160$1') = 0, 


с0$%с0$' —|- с05Вс0$5'-- с0$%С0$-' = СОП$. 


Это уравнеше, очевидно, выражаетъ, что обЪ поверхности пересекаются подъ по- 
стояннымъ угломъ. 

$ 680. Обратно, если двф поверхности перес$каются лодъ постояннымъ угломъ 
н если перес$чен1е есть лишя кривизны для первой изъ нихъ, то она будетъ также 
линею кривизны и для второй. ДЪйствительно, удерживая обозначеня предыдущаго 
параграфа, имЪемъ: 


ах __ 4 __ 42 (1 
46082 4038 — 46с0$1 ? \) 





гдЪ знакъ 4 относится попрежнему къ безконечно-малому перемБщеню по лини 
перес$чев1я; выражая же, что уголъ между двумя нормалями постояненъ, пишемъ: 


4(с0$асоза —- с0$Вс0$8' -- с0$1с0$1') = 0; (2) 
наконецъ, имфемъ два уравнен1я 


с03 4х -- созЗау-Ё соз14г = 0, (3) 


со5а 4х | со5В'4у-|- с051'4г = 0, 


выражаюпия, что кривая пересбчев1я перпендикулярна къ обфимъ нормалямъ. 
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Изъ уравневй (1) и (3), очевидно, выводимъ уравнене 
с05а 4с05а --- с0$В'4с0$3-— с0$1'4с051 = 0, (4) 
которое, совм5етно съ уравненемъ (2), даетъ: 


05405 —- с0$В4с0$8' -- с0$14с054' =0; (5) 
имя при этомъ 


со5асоза' —- со5В'4со$В' -|- с0$'4с0$1' = 0, (6) 
изъ уравнений (5) и (6), сближая ихъ съ уравнен]ями (3), находимъ: 


_ 4% ау _ 42 (7) 
4608’ 4с058' 46087’? 


а это выражаетъ (5 669), что пересчете есть лив1я кривизны второй поверхности. 


ОРТОГОНАЛЬНЫЯ ПОВЕРХНОСТИ 


$ 681. Мы уже разематривали ($ 124) системы поверхностей, которыя, перес$каясь 
между собою подъ прямыми углами (ортогонально), дфлятъ пространство на безконечно- 
малые параллелепипеды. Это учете, обфщающее, повидимому, стать очень важнымъ, уже 
дало прекрасные результаты и въ геометри, и въ анализ$. Однимъ изъ изветнЪйшихъ 
и важнёйшихъ предложеюй въ этой теорйи, которымъ мы обязаны Шарлю Дюпену, 
является сл5дующая теорема. 

Когда три ряда поверхностей пересфкаются ортогонально, перес$чене двухъ 
какихъ-нибудь изъ нихъ, принадлежащихъ различнымъ рядамъ, есть лия кривизны 
на каждой изъ нихъ. 

Въ самемъ дДФлЪ, беремъ точку А перес$четя трехъ поверхностей разематри- 
ваемой системы, и пусть АЛ, АУ, 46 будуть касательныя къ тремъ лиюямъ пере- 
сЪчен1я,- а также, по нашимъ предположешямъ, нормали къ тремъ поверхностямъ; 
принимаемъ эти лини за оси координатъ и разсматриваемъ на нихъ соотв$тственно 
три точки М, №, Р, отетоящихъ отъ точки 4 на безконечно-малыхъ и равныхъ между 
собою разстоямяхъ. Можно, пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, раз- 
сматривать эти точки расположенными на кривыхъ перес$чен!я, къ которымъ оси 
касательны. Пусть а, В, 1, “,В,1 булутъ углы, составляемые съ осями нормалями 
въ М кь двумъ поверхностямъ, перескающимся по АМ; такъ какъ эти двЪ нормали 
взаимно-перпендикулярны, то 


с05асо5а' -- со$Всо$в' —— с0$760$17 = 0. (Г) 


Замфчая, что х и а безконечно-мало отличаются отъ прямого угла, а Вит’ безко- 
нечно-малы, и пренебрегая безконечно-малыми второго порядка, переписываемъ урав- 
ненте. (1) въ слБдующемъ видфЪ: 


058’ с0$1 = 0. (2) 
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Пусть точно такъ же а, В, 1, а,’ В, 1, будуть углы, составляемые съ оо нор- 
малямп въ ^ къдвумъ поверхностямъ, перес5кающимся по 41, и ©, 97.) а,,Вь, > — 
аналогичные углы для точки Р. Подобно предыдущему пишемъ: 


с0$1,' -- с0$а, =0, | (3 
соза. | созВ, = 0; | 


но по доказаннной теоремЪ (8 649) имЪемъ: 


с05В, = 6057.1 
с0$1 а Г (4) 
05, = 038’. | 


Замфняя первыя части этихъ трехъ уравнейй ихъ значенями изъ уравневй (2) и 
(3), получаемъ: 


со5}' —- с0$а, —=0, с0$т,’-- с05В' =0, с0за,-- с0$1,' =0. (5) 


Складывая по-членно два первыхъ уравнен1я и вычитая третье, окончательно на- 
хОДИМЪ: 


2с058' = 0; | (6) 


отсюда непосредственно выводимъ: 
с054, —=0, сС054, =0, с05%==0, с0$1==0, с0$8В, =0. (8) 


Уравнете (6) выражаетъ, что нормаль въ 1 къ одной изъ поверхностей, проходя- 
щихъ черезъ эту точку, перпендикулярна къ оси У-овъ и, слЪдовательно. располо- 
жена въ плоскости АХ; значитъ, она встр$чаетъ нормаль, проведенную въ точк» 4. 
т.е. 40, и АМ есть направлен! лин!и кривизны. Точно такъ же увидимъ, что въ 
сплу пяти уравнений (7) лини кривизны трехъ поверхностей, пересекающихся въ Л, 
касательны къ осямъ АХ, АУ, АЙ. Принимая же во внимане, что точка А`выбрана 
произвольно, заключаемъ, что каждая кривая перес$чен1я касательна въ каждой точкЪ 
къ одной изъ лин кривизны поверхностей, на которыхъ она расположена, а это, 
очевидно, требуетъ, чтобы она сама была литею кривизны. 


$ 682. Такъ какъ предыдущая теорема весьма важна, то мы дадимъ второе ся 
доказательство. 


Пусть 
$: (5, 9, 2) =р,, 9.(%, 9, =) =0,, Ф.(т, у, ®) =, 


будуть уравнеюмя трехъ системъ поверхностей, при чемъ р,,р., о, обозначаютъ про- 
извольные параметры, значенями которыхъ характеризуются эти поверхности. Пред- 
зюложимъ оси выбранными такъ, чтобы начало координатъ помфщалось въ точкВ 
скрещен1я трехъ нашихъ поверхностей... КромЪ того предположимъ, что первая поверх- 
ность касательна; къ плоскости ХЯ, вторая—къ плоскости ХУ и третья—къ плос- 
‘кости У7; поверхности, перескаясь постоянно подъ прямымъ угломъ, даютъь тождества: 


Фин @43 | @2: 4% 35 м 
ах ах Г ау ау Г а аг` ” 
(зб: | ба Фе: | 9 49: ( 

ах ах ! ау ау г а 


4$: 1 = 4$ 41 на 4$: 44: 2 
ах ах ' ау ау ' а а 














Дифференцируемъ уравнеше (1) по х, уравнене (2) по у и уравнене (3) по =: 














ат 49 | 4%, Ф ты 4$. ФР Я @Ф. 1 922 Ф 91 “> 4%, Ф + ее 

Чх а \ ах @? Г адуаа у ' ау ахау ! 42 аха2 — 4ё ах4ё` 
4$. Ф9з де. 29: Фо. | @$. 9%. | а2. 4$. 2 Фо | а; 4, 
4х ахау 42 аг4у Г 42 а2ау 
493 Фо | а: Ф9. | 4: Ф9 | 4 Фз г @: 49 | 43: @5, 


—————_ ыы —-— 


о ————о—оыо —д——дд ——ж_— — 


ах Чхау «| Чу ау? ' ау ау — 0, 





ах ха! ах ахаг { ау Чуаг Т ау ауаг Т ав а? ТГ аа а” 





= 0. 
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(1) 
(2) 
(3) 


(4) 
(5) 
(6) 


Полагая въ этихъ тождественныхъ уравнетяхъ 2—0, у=0, 2—0, будемъ имФть, 
согласно предположенямъ относительно плоскостей, касательныхъ въ началЪ коор- 


динатъ, 


4—0, 1—0, 8 —0, 4—0, 0, 4—0 
7 } ) ; 


д пе Та, = 


и уравнен1я примутъ видь 





Яг ахаг 0, 


93 Фф. | @%. 49: к 
Чх атаи Г аз атау 


4$: Фу! р 944 4 ФФ; 
‘ах ахаг 1 ау ауа2`—_ 


Фу ахау 














Изъ уравневй (7) и (9) выводимъ: 





49, 4%; __ $3 @- 














Зее — Чыае а = 
что совместно съ (8) даетъ: 
а: ОО 
ах ахау 
4 ФФ: __ 
Че ауа2 — 
замфчая же, что 3 9% не нули, пмфемъ отсюда: 
} Не” аз о но: 
ФФ. __ Ффз 
ахау и ау42`_ 0; 


точно такъ же нашли бы: 


@Ф! 


ахаг—— 0. 
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(7) 
(8) 
(9) 
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Это доказываетъ (8 668), что лими кривизны, въ началЪ координать, касательны 
къ осямъ координатъ, и такъ какъ начало является произвольного точкою простран- 
ства, то лиши кривизны въ каждой точк$ касательны къ пересБчетямъ поверх- 
ностей попарно и, слБдовательно, представляютъ не что иное, какъ эти самыя пере- 
сБченя. 

8 683. Геометры получили, посредствомъ методовъ, на которыхъ мы впослЪд- 
ствш остановимся и которые не могутъь быть изложены въ настояцай моментъ, 
большое число системъ ортогональныхъ поверхностей и этимъ дали возможность, въ 
силу предыдущей теоремы, находить лини кривизны. Покажемъ здесь только, ка- 
кимъ образомъ можно, зная одну такую систему, вывести изъ нея безчисленное мно- 
жество другихъ. Для этого достаточно поверхности, составляюцйя данную систему, 
подвергнуть преобразованию посредствомъ взаимиых5 ради/совз-векторовз, состоящему, 
какъ извфстно, въ томъ, чтобы каждую точку // системы соединить съ неподвижною 
точкою О и продолжить ОМ до такой точки М’, чтобы произведене ОМ. ОМ’ рав- 
нялось данному квадрату. Опред$ленная такимъ образомъ точка Л’ называется со- 
отвЪтственною точки М. Такъ какъ каждая точка первообразной фигуры имфетъ 
себБ соотвфтственную, то каждая лин1я и каждая поверхность имфетъ, очевидно, со- 
отв$тственную линю или поверхность. Какой-угодно безконечно-малый треуголь- 
никъ АБС (черт. 86) преобразовывается по этому способу въ подобный треуголь- 





Черт. 86 


никъ 4’В’С’. Въ самомъ дфлЪ, обозначая черезъ К данную линю, пм$емъ, по пред- 
положен!ю, ОА. 0.4’ = К?, ОВ.ОВ'=К*, ОС. ОС’ = К?*. Отсюда вытекаетъ, что тре- 
угольники ОАВ, ОА'Б’ подобны и что 


АБ ОВ 


"АТВ — ОА’? 
а такъ какъ ОВ безконечно-мало отличается отъ 04, то 


АВ ОА 


А'В' ОА!* 
Точно такъ же найдемъ, пренебрегая безконечно-малою частью отношеня, 


А _ ОА — ВС _ ОА 


А'0’—``04А'’ В0('- ОА! 
Итакъ, стороны треугольниковъ АВС, А'В’С' пропорцлональны, и треугольники, сл*- 
довательно, подобны. Отеюда заключаемъ, что уголь между какими-угодно двумя 
кривыми тотъ же, что и уголъ между соотв$тственными кривыми. ДЪйствительно, 
этотъ уголъ можно веегда раземотрЪть, какъ принадлежаший безконечно-малому тре- 
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угольнику, третья сторона котораго подобрана надлежащимъ образомъ и который, по 
предыдущему замфчанио, преобразуется въ подобный треугольникъ. 

Ясно также, что двЪ поверхности, пересЪкаюпияся въ н$которой точк», преоб- 
разуются въ двЪ поверхности, которыя въ соотв$тственной точк% составятъ такой же 
двугранный уголъ. Въ самомъ дЪлЪ, при разсмотр$ни безконечно-малаго тетраедра 
грани тетраедра, получаемаго посл преобразован1я, которыя велфдетые ихъ малости 
можно принимать за плосюмя, будутъ подобны гранямъ первообразнаго тетраедра, и, 
слБдовательно, двугранные углы обфихъ фигуръ будутъ равны. ВсяюЙ же дву- 
гранный уголъ, очевидно, можетъ принадлежать безконечно-малому тетраедру, по- 
добранному надлежащимъ образомъ. 

Такъ какъ углы при преобразован!и остаются безъ изм$неня, то система орто- 
гональныхъ поверхностей перейдетъ въ новую систему, поверхности которой будутъ 
также ортогональны. ЦШерес$чен1е двухъ поверхностей первой системы, очевидно. 
соотв$тствуетъ перес$чен1ю двухъ поверхностей системы, получаемой посл преобразо- 
ван!я; значитъ, лини кривизны какой-угодно изъ поверхностей, получаемыхъ послЪ 
преобразоватя, являются лин1ями, соотв$тествующими лин1ямъ кривизны первообразной 
поверхности. 

Эта теорема прилагается, какъ легко видЪть. къ преобразованйю, посредетвомъ 
взаимныхъ радтусовъ-векторовъ, какой-угодно поверхности, будетъ ли послЪдняя со- 
ставлять, или нЪтъ часть системы ортогональныхъ поверхностей. Ограничете, дЪй- 
ствительно, излишне, потому что выражаемое имъ услоне выполняется какою-угодно 
поверхностью, безъ всякаго исключеня. Въ самомъ дл, если нанести на какой- 
нибудь поверхности лиюи кривизны двоякаго рода и въ точкахъ каждой изъ нихъ 
возставить нормали, то образуется два ряда развертывающихся поверхностей, орто- 
гонально перес5кающихея и составляющихъ, вм5стЪ съ поверхностями, параллель- 
ными данной, очевидно, тройную ортогональную систему, частью которой и является 
эта посл$дняя. СлБдовательно, предыдущая теорема къ ней приложима, и при ея 
преобразовавйи посредетвомъ взаимныхъ радусовъ-векторовъь вс$ ея ливи кривизны 
перейдутъ въ лини кривизны полученной поверхности. 


ОПРЕДЪЛЕН!Е ЛИН!Й КРИВИЗНЫ ВЪ НВКОТОРЫХЪ ПРОСТЫХЪ СЛУЧАЯХЪ 


$ 684. Опред$лене лин!й кривизны н%Ъкоторой поверхности сводится къ нахо- 
жден!ю кривой по данному направлен1ю ея касательной въ каждой точкЪ. Эта задача 
приводить къ дифференщальному уравнен!ю, выведенному въ 8 665-мъ. Разыскать 
уравнен1е въ конечномъ видЪ, исходя изъ этого дифференщальнаго уравнен1я, соста- 
вляетъ задачу интегральнаго исчислен1я, которой мы не станемъ касаться въ этой 
глав и которая притомъ далека отъ р5шеютя въ общемъ видЪ. 

Мы ограничимся нфсколькими простыми случаями, въ которыхъ геометрическя 
соображетя позволяютъ опредфлить лиюи кривизны. Не трудно зат$мъ удостов$- 
риться, что ихъ уравнен!е удовлетворяеть извфстному дифференщальному уравнен!ю. 

5 685. Поверхности вращеня. — Ливни кривизны поверхности вращен!я, очевидно. 
мериданы и параллели поверхности. ДЪйствительно, нормали въ различныхъ точкахъ 
меридана расположены въ плоскости этото мерилана и, сл$довательно, ветр$чаются 
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попарно. Нормали въ различныхъ точкахъ одной н той же параллели образуютъ ко- 
нусъ, въ вершинЪ котораго каждая изъ нихъ встр$чается съ безконечно-близкою 
нормалью. Эти лиши кривизны пересЪкаются, какъ и должно, подъ прямымъ угломъ. 
Ясно, что двумя главными радусами кривизны будутъ, въ каждой точкЪ, ра- 
дусъ кривизны меридюнальной лин!и и часть нормали между поверхностью и осью. 
Когда поверхность вращеня сферическая, вс$ нормали прохолятъ черезъ центръ, 
и всякая лишя на поверхности можеть быть принята за линио кривизны. 
$ 686. Предыдуще результаты легко можно вывести изъ формулъ, данныхъ выше. 


Пусть 


#2=95(2 у?) $1) 


будетъ уравнеюе поверхности вращеюшя вокругъ оси г-овъ. Выводимъ изъ него: 


а | 
2: === 22% (а? —- у"), 


я 4 = 29$ (2 У’), 

22 7 9 | и 

кр — г — 29 (5* -- 1) —- 42° (2? 9), 
(Ра 


а я 2 (12 |. у”) —- 412%" (5? — 97), 


[7 п (р. 


Дифференщальное уравнете лин! кривизны (8 665) послЪ подстановки этихъ зна- 


чен1й приметъ видъ 


! 9 7! | а " а р 
[82 °(2° у’) — 49"? у) | 29 (2) фи у | = 0. (2) 
Приравнивая второй множитель нулю, находимъ для е два значеня: 
С ще | 
ах у 
ду _ у | (3) 
ах 1’ 


Первое изъ этихъ уравневн!й равносильно 


откуда 


у4у —- хах = 0, 


У = 6. (4) 


Второе можно написать въ видЪ 


откуда 


ау ах 


у— 1—6; (5) 


695 


а 1 . 
сл'ъдовательно, оно выражаетъ, что отношение = равно н®которой постоянной. Первос 
изЪ этихъ уравненй представляетъ, очевидно, проекцио параллелей на плоскость ХУ, 
а второе—проекщю меридлановъ. 

Если функшя х такова, что 


203(2° —- у’) — (у) =0, (6) 


то уравнене (2) удовлетворяется тождественно, и лини кривизны будутъ неопред»- 
ленными. Этотъ случай есть случай сферической поверхности. Въ самомъ дфлЪ. по- 
лагая 2? 17? =, переписываемъ уравнете (6) въ вил$ 


Ф" (4) бд 


Ф'3 (44) = 





откуда 


1 
и 1%, 


| 1 
еи=У — =. 


1 АА 
Вторая часть есть производная отъ 55 —6с—4и, п мы имфемъ: 


и, значить, 


Ф(и) = И е—чи-е 


при чемъ с и с'’обозначаютъ двЪ постоянныя. Сл$довательно, уравнен1е поверхности 
вращен1я, лии кривизны которой неопред$ленны, есть 


1 аа: са , 
в=— 5 у—е—4е-у)-е, 
ИЛИ 


(22 — 2} 4( у)=— 6, 


уравнеше сферы, центръ которой находится на оси 2-овъ. 

$ 687. Предыдущий анализъ показываетъ, что между поверхностями вращен!я 
сфера является единственною, линш кривизны которой неопред$ленны. Можно легко 
доказать, что никакая другая поверхность не раздфляетъ съ нею этого свойства. 

Чтобы ливи кривизны поверхности были неопред$левны, нужно, очевидно, чтобы 
каждая точка была точкою округлен1я и чтобы направлен1е главныхъ сБчешй было 
произвольнымъ. Яено, что сфера и плоскость выполняютъ это услов!е; покажемъ, что 
онф$ единственныя. ДЪйствительно, разсмотримъ поверхность, каждая точка которой 
есть точка округлен1я; такъ какъ оба радуса кривизны равны въ каждой точкЪ, то 
двЗ полы поверхности, служащей геометрическимъ м$Ъетомъ центровъ кривизны, сли- 
вамотся въ одну. Какая-нибудь литя на этой поверхности будетъ геометрическимъ 
м5Бетомъ центровъ кривизны, относящихся къ точкамъ н$которой лиш, нанесенной 
ва данной поверхности. Значитъ, нормали, проведенныя черезъ точки этой поелфдней 
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лини, касательны къ первой; отсюда заключаемъ, что если 1{ есть точка поверх- 
ностн, служащей геометрическимъ м$етомъ центровъ кривизны, и 4—соотвзтетвенная 
точка данной поверхности, то прямая АЛ касательна ко всякой кривой, проведенной 
черезъ точку 41 по первой поверхности; такимъ образомъ, геометрическое м$сто то- 
чекъ 1/ имбетъ въ каждой точкЪ касательную прямую, а не касательнуто плоскость. 
СлЪдовательно, это геометрическое м%сто есть кривая, а не поверхность; но тогда 
выходитъ, что вс нормали къ данной поверхности касательны къ одной и той же 
кривой и образуютъ только одну развертывающуюся поверхность. Это, очевидно, не- 
возможно; отсюда заключаемъ, что геометрическое м$сто точекъ М должно приво- 
 ДИТЬСЯ КЪ ТочкЪ и что поверхность, служмцая геометрическимъ м%Ъетомъ точекъ 4, 
представляетъ сферу. | 

$ 688. Анализъ легко приводить къ тому же слЪдетвио. Если всф точки по- 
верхности—точки округленя, то, для всБхъ значешй хи у, имЪемъ ($8 635): 





откуда. замЪчая, что 


__ @ 
д, 
_ @4 
'— ау, 
— № _ 94 
«+ а ах} 
ВЫВОДИМУЪЬ: 
ар. 
4 _ 1 994 
Тр’ а а’ 
44 
4 14 
19° 2 4’ 


или, что одно и то же, 


_@ 
ИЕР — №) =0, 


а а. Ср ое ` 
ди ЧУ1-РР —1№)=0; 





1 2 2 
значитт, УЗ не зависить отъ х, а Ут 


7 Не зависитъ отъ у, и мы, такимъ 


образомъ, имфемъ: 
1-- р? = Уф, 
1 - 4° я Хр', 


гдЪ У—функщя отъ у, а Х—функщя отъ х. Изъ этихъ двухъ уравнен!Й находимъ: 
__ 1+-У 
= Из 1; 


од Е 
Ч=уУ ху 
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ре 
и, слБдовательно, уравнене а даетъ: 
1 Хх 1 ау 


их) 49 (у) ау 
Такъ какъ первая часть этого уравненя зависитЪ только отъЪ +, а вторая только 


отъ у, то обЪ онф должны быть постоянными; поэтому полагаемъ 


4.Х 
ах 


ах —® 
а 1 
ал Ух 


1 
—— = бл С, 


И1--х 





— С, 


ИЛИ 


ГД си ве — постоянныя. | 
Точно такъ же будемъ имЪть: 


вв су с”. 
У1-+ у 
Получая изъ этихъ уравнен!й Х и У и подставляя ихъ въ значешя р и (4, а эти 
посл$дея въ уравнене 
4: — рах -—- аау, 
находимъ: 


и, сл5довательно, 


] С 2 С’ 2 
ут} 
С С с 


еее. (=— =) +(5-иу= =, 


ИЛИ 


уравнене сферы. 
$ 689. Эллипсоидъ. — Пусть 


22 
ы ан = =1 (1) 


будетъ уравнеше эллипсоида. Эта поверхность составляетъ часть (8 128) тройной 
системы ортогональныхъ поверхностей, образуемой вс$ми поверхностями второй сте- 
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пени, главныя сЪЗчешя которыхъ описаны изъ однихъ и тфхъ же фокусовъ. СлЪдо- 
вательно, по теорем Дюпена находамъ лини кривизны, какъ результатъ пересЪчентя 
эллипеопда поверхностями двухъ другихъ системъ, т.-е. однополыми и двуполыми 
гнперболоидами, уравневя которыхъ 


> 


ее | ВЕ мана ну тм А. О. ыы `)} 
в [Г.Б о, 5 = 1, ( 


’ 
<. 


в 
м 
< 


$ | т 
= 1, (3) 
\ 








> 


ГД Уи 0" обозначаютъ два произвольныхъ параметра, изъ которыхъ первый содер- 
житея между 6? и с’, а второй меньше 65°. 

Чтобы получить проекши ливй кривизны на плоскость А/, т.-е. на ту изъ 
главныхъ плоскостей поверхности, которая содержитъ наибольшую и наамевьшую 
оси, нужно исключить у между уравнеютями (Т) и (2); такпмъ образомъ находимъ: 


зе (с? — 62) 2? 
ЗУ т (2 — 63) (62— У 


2) 


|| 


(4) 





> 


Чтобы получить лиши кривизны второй системы, Достаточно измфнить у на 6; слЪло- 
вательно, ихъ уравнене есть 


60 = (22 — 60°) __ Е 
ми Гы е--“ (о) 


Уравнешя (4) и (5) предетавляютъ эллипсы. Они различаются между собою только 
взаимною перемфною произвольныхь параметровъ у ир. Но не должно забывать, 
Что У’ содержится между ? и с", тогда какъ р’ меньше 05°. Если этимъ параметрамъ 
приписатв“ихъ предфльное нана 6, то уравневя (4) и (5) примутъ видъ 


2 
Ра (6) 


и представятъ собою оба главный эллипсъ. 


Можно легко удостовЪриться, что эллипсы, опред$ляемые уравненями (4) и (5), ка- 
сательны къ четыремъ прямымъ, уравнене которыхъ есть 


= Уу-— 5 к 
р — сУв-в а 


Это общее услове для обфихъ системъ опредЪляетъ ихъ вполн®. Уравнеше (6) пред- 
ставляеть предфльную кривую, отд8ляющую проекши ли первой системы отъ 
 проектй второй. | 

8 690. Развертывающяся поверхности. — Прямолинейныя производящ1я разверты- 
ай новерхности представляютъ лини кривизны одной изъ системъ; въ самомъ 
ДЪлЪ, нормали, проведенныя черезъ точки одной и той же производящей, образуютъ. 
. илоско ТБ, ‚ проствйшую изъ развертывающихся поверхностей. Лин1и кривизны другой 





(7) 








697 


системы перес$каютъ производяция подъ прямымъ угломъ и этимъ опредФляются; 
если развернуть поверхность, то эти лиши явятея эвольвентами лии, въ которую 
перейдеть ребро возврата. Въ каждой точкВ развертывающейся поверхности одинъ 
изъ ращусовъ кривизны безконечно-великъ. Дфйствительно, нормали къ поверхности, 
проведенныя черезъ двЪ безконечно-близмя точки производящей, параллельны, и, 
сл$довательно, центръ кривизны, который он должны опредфлять своимъ пересфче- 
юемъ, находится на безконечностип. Притомъ видно, что нормальное счете, каса- 
тельное къ лиши кривизны, есть въ этомъ случаЪ сама производящая и что, значить, 
его радлусъ кривизны безконечно-великъ. | 

Второй радтусъ кривизны измфняется отъ одной производящей къ другой вмЪстЪ 
съ видомъ поверхности; онъ изм$няется также отъ одной точки къ другой одной и 
той же производящей. Мы сейчасъ составимъ для него общее выражен!е. 

Пусть ОА, ОА’ (черт. 87) будутъ двЪ смежныя производяния развертывающейся 





С 


Черт. 87 


поверхности, ребро возврата которой есть 00’; пусть Л/ЛМ' будетъ безконечно-малая 
дуга лиши кривизны, перпендикулярной къ ОД п О’.4: нормали къ поверхности въ 
точкахъ ЛГ и 4/’ встр$ёчаются въ центр кривизны С, и С есть искомый радусъ 
кривизны. 

Называя черезъ = уголъ между двумя нормалями, имфемъ: 


ШС = ИМ. 





— 
> 
=. 


Называя же черезъ = уголт, между двумя производящими 0.4, О’А’ и зная, что ихъ 
можно разсматривать, какъ встрёчаюцияся въ точк$ [, расположенной на ребр$ воз- 
врата, имеем: 


> 


сл$довательно, 


Нее. 


> 


(4 | <) 


т 


Для вофхъ точекъ одной и той же производящей отношен1е —— остаетея постоян- 


нымъ; значить, 4/С пропорцюоналенъ ДГ, т.-е. Д/О. не отличающемуея отъ него въ 
пред лъ. 
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Такимъ образомъ, рамусъ кривизны въ различныхъ точкахъ одной и той же 
производящей пропорцоналенъ разстоявю этой точки до ребра возврата. Отношен!с 


} 
— 


к имфетъ, притомъ, замфчательное значете. ДЪйствительно, = есть безконечно- 


малый уголъ между двумя касательными къ ребру возврата, а ве, уголъ между двумя 
нормалями къ поверхности, равенъ углу между касательными плоскостями, т.-е. 
(8 571) углу между двумя безконечно-близкими соприкасающимися плоскостями ребра 


&' 


возврата; слБдовательно, и. есть отношене двухъ кривизнъ ребра возврата, и, обо- 


1 1 : 
значая кривизны черезъ —_ и -,, имемъ окончательно для выраженя радуса кри- 


визны развертывающейся поверхности въ точкЪ М: 
МС = > (МО). 


8 691. Когда разсматриваемая развертывающаяся поверхность-—цилиндрическая, 
лини кривизны будуть прямыя сЪченя цилиндра, и тоть изъ двухъ радусовъ, 
который не безконечно-великъ, остается постояннымъ на одной и той же произ- 
водящей. 

Лини кривизны конической поверхности будутъ пересфченя конуса сферами, 
центръ которыхъ помфщается въ вершинф. 

$ 692. Свойство имфть въ каждой точк$ безконечно-большой радмусъ кривизны 
характеристично для развертывающихся поверхностей. Въ самомъ дЪлЪ, если радусъ, 
относящийся къ лин1ямъ одной изъ системъ, безконечно-великъ, нормали, проведенныя 
къ поверхности черезъ точки такой лини, параллельны; значитъ, соотвЪтственныя 
касательныя плоскости также параллельны и приводятся, слфдовательно, къ одной, 
потому что поверхность не можетъ, очевидно, касаться непрерывнаго ряда парал- 
лельныхъ между собою плоскостей. Поверхность, касающаяся одной и той же плос- 
кости вдоль всей лини кривизны, есть огибающая положенй плоскости, въ урав- 
нене которой входитъ только одинъ перем$нный параметръ, и, слВдовательно, пред- 
ставляеть развертывающуюся поверхность. 

$ 693. Ту же теорему весьма просто можно доказать аналитически. Чтобы 
одинъ изъ ращмусовъ кривизны поверхности былъ безконечно-великъ, нужно, чтобы 
найденное выше (8 634) уравнене второй степени имфло безконечно-большой корень, 
а для этого необходимымъ и достаточнымъ условемъ служитъ равенство 


т — 52 = 0; (1) 
полагая 


имфемъ, какъ извЪетно, 
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Такимъ образомъ уравнеше (1) равносильно 


ар 44 
ах _ 4 | 
ау ау 


и выражаетъ ($8 74), что между функшями р и 4 существуетъ соотношене 


— (4). 


Искомая поверхность представляеть огибающую положеюй касательной плос- 
кости, общее уравнен!1е которой есть 


= р(Е— 2) 9(1— 9), 


СЕ 09а 2—р%— 99. | (3) 


`Но можно доказать, что уравнене (3) содержитъ только одинъ перемфнный пара- 
метръ 0. ДЪйствительно, по только-что доказанному 


р = (9). 
Значитъ, если 4 постоянно, то и р постоянно; а разъ р и 4 постоянны, выражене 
2— р — 4 
также постоянно: въ самомъ дфлЪ, его дифференшалъ равенъ 
42 — рах — д4у — хар — уа4, 
но такъ какъ р и 4 постоянны, то 


фр =0, 44=0, 
и, кромЪ того, 
42 = рах -—- а4у. 


< 


Итакъ, коэффищенты уравненя (3) постоянны для каждаго даннаго значеря 4, 
и искомая поверхность есть, такимъ образомъ, огибающая плоскости, уравнене ко- 
торой содержитъ только одинъ перем$нный параметръ; слБдовательно, это поверх- 
ность развертывающаяся. 

8 694. Поверхность, огибающая сферу.—Когда уравнеше подвижной сферы содер- 
житъ только одинъ перем$нный параметръ, центръ этой сферы пробЪ$гаетъь опредЪ- 
ленную кривую, и каждому изт, его положен соотвфтствуетъ опредфленное значене 
радлуса; огибающая поверхность есть геометрическое м$сто пересБчешй каждой сферы 
съ безконечно-близкою сферою; это перес$чене есть кругъ, по которому огибаемая 
сфера касается поверхности и который, очевидно, есть лин1я кривизны. Въ самомъ 
ДБлЪ, нормали къ поверхности, проведенныя чЧерезъ точки этого круга, являются 
нормалями къ одной и той же сферЪ, въ центр которой онф ветр$чаются; соотвт- 
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ственный рамусъ кривизны есть какъ разъ радусъ сферы. въ центр которой бу- 
дутъ сходиться дв безконечно-близюя нормали. Такимъ образомъ. поверхность. оги- 
бающая сферу, имфетъ ливями кривизны одной пзъ системъ круги, и рамусъ кри- 
визны, соотв5тетвующи одному изъ этихъ круговъ. равенъ радусу вписанной сферы. 
для которой разсматриваемый кругъ служитъ линею соприкосновения. 

$ 695. Теорема, обратная предыдущей, также вЪфрна: поверхность, допускаютщтая 
систему круговыхъ лиюшй кривизны, есть отгибающая подвижной сферы, центръ ко- 
торой пробЪгаетъ данную лин!ю. 

ДъЪйствительно, круговая лин1я кривизны непремфнно плоская, и ея плоскость 
перес®каетъ (8 678) поверхность подъ постояннымъ угломъ. Поэтому, нормали, про- 
веденныя къ поверхности черезъ различныя точки этой лиши, образуютъ конусъ 
вращеня, н сфера, описанная изъ вершины этого конуса, какъ центра, радусомт.. 
равнымъ разстояюю до круга, очевидно, коснется поверхности въ каждой точкЪ 
круга, который является для нихъ общимъ. Каждой лиши кривизны соотв тствуетъ. 
такимъ образомъ, вписанная сфера, для которой эта лин1я служитъ кругомъ сопри- 
косноветя, и поверхность есть огибающая этихъ сферъ. 

$ 696. Каналообразныя поверхности.— Котда радтусъ огибаемой сферы постояненъ, 
огибающая поверхность называется каналообразною. По предыдущему, одинъ изъ ра- 
дтусовъ кривизны каналообразной поверхности постояненъ. 

Обратно, всякая поверхность. одинъ изъ радмусовъ кривизны которой постоя- 
ненъ, есть огибающая положений подвижной сферы постояннаго радуса. 

Въ самомъ дЪлЪ, если одинъ изъ радусовъ кривизны постояненъ, то, чтобы 
получить лин!ю. огибаемую нормалями, проведенными въ различныхъ точкахъ лиюи 
кривизны, которой соотвЪтетвуетъ этотъ радтусъ, нужно, на каждой нормали, отло- 
жить постоянную длину; полученная такимъ образомъ кривая принадлежитъ ($ 101) по- 
верхности, параллельной данной поверхности, и, сл$довательно, пересЪкаетъ подъ 
прямымъ угломъ нормали этой послБдней; но, съ другой стороны, она должна быть 
огибающею этихъ нормалей и, значитъ, быть къ нимъ касательною. Получаются два 
несовм5стныхъ услоня, кривая существовать не можеть и должна приводиться къ 
точк$; итакъ, нормали въ различныхъ точкахъ одной и той же лин!и кривизны сой- 
дутся въ одной точкЪ, разетоян1е которой до поверхности равно постоянному радусу 
кривизны; сфера, описанная изъ этой точки, какъ центра, будетъ, слБдовательно, со- 
держать линшю кривизны и коснется поверхности во всЪхъ точкахъ этой лини. Такая 
сфера существуетъ для каждой лини кривизны, вс онЪф имфютъ своимъ радусомъ 
постоянный радмусъ кривизны поверхности, которая является, такимъ образомъ, оги- 
бающею сферы постояннаго радуса. 

5 697. Можно найти аналитически поверхности, радусъ кривизны которыхъ 
постояненъ. 

Пусть Х, У, 2 будутъ косинусы угловъ, образуемыхъ нормалью къ поверхности 


съ осями координатъ. Называя черезъ Л постоянный радусъ кризизны поверхности, 
имЪемъ: 


ах 1 @У 1. 42 1 


РР би 9 ее (в 
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гдБ знакъ дифференцирован1я относится, какъ извфстно (8 637), къ безконечно- 
малому перем щеню по лити кривизны. 
Изь этихъ уравнен1й выводимъ: 





х— ВА = 4, | 
у— ПУ = В, (2) 
и -— 


гв а, В, х остаются всЪ трое постоянными на одной и той же лини кривизны и, 
слЪдовательно, всЪ трое могутьъ быть выражены въ функши отъ одного и того же 
параметра. Отегода заключаемъ, что существуютъ два уравнен1я между этими тремя 
количествами, и если положить 


&«—$(1), В=93(1), 
то будемъ имЪть: 
х— ВА —=5(2— 17), у— ВУ =\(2— В2). 
Уравнене 
А УТ 22 =1 
вм$ст$ съ уравнетмями (2) даетъ: 


Риф = (3) 


и, Для каждаго значеня 1, это уравневе представляетъ сферу радуса В, на ко- 
торой находится соотв$тственная лин1я кривизны; кром$ того, уравнен1я (2) можно 
написать въ вид 











ты бе 

х=2- . 

х у— В 

== | (4) 
__ 2—1 


И тогда они доказываютъ, что нормаль къ поверхности въ каждой точкЪ этой лин 
кривизны совпадаетъ съ рад1усомъ сферы. образующим, очевидно. съ осями углы. 
косинусы которыхъ выражены вторыми частями уравпешй (4). (СлЪдовательно. 
сфера (3) касается, вдоль всей лиши кривизны, искомой поверхности. которая, та- 
кимъ образомъ, является огибающею положевй сферы постояннаго радуса, при чемъ 
центръ этой посл$дней пробЪфгаетъ произвольную кривую. 

$ 698. Поверхность, всф лини кривизны которой круговыя. — Чтобы лини кривизны 
одной изъ системъ были круги, нужно (8 695), чтобы поверхность была огибающею 
подвижной сферы, уравнен1е которой содержитъ только одинъ произвольный пара- 
метръ. Отсюда, очевидно, вытекаетъ, что поверхность, всь лийи кривизны которой 
круги, можно разсматривать, какъ огибающую положен!й подвижной сферы, двумя 
различными способами: когда сферы первой системы касаются поверхности по ряду 
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круговъ и когда сферы второй системы касаются по другимъ кругамъ, перпендику- 
лярнымъ къ первымъ. Ясно же, что каждая сфера, принадлежащая одному изъ епо- 
собовъ образоваютя, касательна ко вс$мъ сферамъ другой системы; въ самомъ дЪлЪ, 
разсмотримъ дв каюя-нибудь сферы, соотвфтствуюция кругамъ различныхъ си- 
стемъ, перес5кающимся подъ прямымъ угломъ; об$ сферы проходятъ черезъ общую 
точку обоихъ круговъ и имфютъ въ этой точк$ одну и ту же касательную плос- 
кость, потому что обЪ онЪ касаются одной и той же поверхности. СлЪдовательно, 
разсматривая три сферы первой системы, видимъ, что вс$ сферы второй системы 
касаются вс$хъ этихъ трехъ, и такъ какъ услове быть касательною къ тремъ не- 
подвижнымъ сферамъ опред$ляетъ вполнф послфдовательныя положеня подвижной 
сферы, то если существуетъ поверхность, всф линш кривизны которой круго- 
выя, она представляетъ собою огибающую положений сферы, касательной къ тремъ 
другимъ. 

Обратно: вс лиши кривизны поверхности, огибающей сферы, касательныя къ 
тремъ даннымъ сферамъ, круговыя. Гакъ какъ опред$ленная такимъ образомъ поверх- 
ность есть огибающая сферы, уравнене которой содержитъ, очевидно, только одинъ 
параметръ, то лими кривизны одной изъ системъ круги (8 694); для доказательства, 
что ливи кривизны второй системы равнымъ образомъ круговыя, Дюпенъ показалъ, 
что поверхность можно, по другому способу, разсматривать, какъ отибающую подвиж- 
ной сферы. Мы не станемъ приводить здЪсь это изящное доказательство, а покажемъ 
только, согласно Маннгейму (Мапппейт), что изел$дуемую поверхность, названную 
циклическою, можно всегда разсмотрфть какъ такую, въ которую переходитъ коль- 
цевая (1е {оге) при своемъ преобразоваеи посредствомъ взаимныхъ радусовъ-векто- 
ровъ. Такъ какъ ливши кривизны кольцевой поверхности круговыя, а лиши кривизны 
поверхности, получаемой посл преобразоватя, можно вывести при помощи преобра- 
зованя ($ 683), при которомъ круги всегда переходятъ въ друпе круги, то эти вторыя 
будутъ также круговыми. 

Каковъ бы ни былъ полюсъ преобразованя, поверхность, въ которую перехо- 
дить при этомъ сфера, есть также сфера. Поэтому, разсматривая три неподвижныя 
сферы и рядъ другихъ сферъ, касающихся всфхъ этихъ трехъ, заключаемъ, что 
фигура, въ которую преобразуется данная, составится изъ трехъ сферъ, въ которыя 
перейдутъ три неподвижныя сферы, и ряда сферъ, касающихся вс$хъ трехъ первыхъ. 
Полюсъ же преобразоваюя можно всегда такъ выбрать, что центры сферъ, въ которыя 
переходятъ три неподвижныя сферы, будутъ лежать на одной прямой; для этого достаточно 
взять за полюсъ точку, расположенную въ плоскости, заключающей въ себЪ центры 
трехъ сферъ, и на окружности круга, который, въ этой плоскости, перес$каетъ орто- 
гонально три большихъ круга. Эта окружность, проходящая черезъ полюсъ, преобра- 
зуется въ прямую линю, и такъ какъ преобразоване не измфняетъ угловъ, то три 
сферы, получаемыя посл преобразован1я, будутъ перес$каться ортогонально одною 
и тою же прямою, велЪдетв1е чего эта посл$дняя должна проходить черезъ три ихъ 
центра. 

Иль тому же очевидно, что когда даны три круга на плоскости, существуетъ 
всегда четвертый, пересфкающй вс эти три подъ прямыми углами, при чемъ изъ 

его центра можно провести къ нимъ три равныя касательныя. Изучаемая нами цикли- 
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ческая поверхность можетъ, по предыдущему, перейти посл$ преобразовав!я въ по- 
верхность, огибающую сферы, касательныя къ тремъ неподвижнымъ сферамъ, центры 
которыхъ лежатъ на одной прямой. Перес$кая же три неподвижныя сферы плоскостью, 
проходящею черезъ ихъ лин!ю центровъ, получимъ три круга; какой-нибудь изъ кру- 
говъ, касающихся вефхъ этихъ трехъ, есть большой кругь сферы, касательной къ 
тремъ даннымъ сферамъ. Получивъ эту поел$днюю, можно, очевидно, заставить ее 
вращаться вокругь лиюи пентровъ трехъ неподвижныхъ сферъ, которыхъ она по- 
стоянно будетъ касаться во всхъ своихъ положеняхъ. Поверхность, огибающая эту 
подвижную сферу, есть, очевидно, кольцевая, и, слБдовательно, всякая поверхность 
съ круговыми липями кривизны есть поверхность, въ которую переходитъ кольцевая 
при преобразованйи посредствомъ взаимныхъ ращусовъ-векторовъ. 

$ 699. Поверхность, оба радлуса кривизны которой постоянны. — ЁКотда одинъ изъ 
рад1усовъ кривизны постояненъ, поверхность каналообразна (8 696) и представляетъ 
отибающую сферы радлуса, равнаго этому постоянному рамусу; слБдовательно, поверх- 
ности, у которыхъ оба радлуса кривизны постоянны, будутъ такими каналообразными 
поверхностями, у которыхъ второй радусъ кривизны постояненъ. 

Пусть АОО’В (черт. 88) будетъ кривая, служащая геометрическимъ мЪетомъ 





Черт. 38 


центровъ сферъ, вписанныхъ въ каналообразную поверхность, и ОМ, О'3Г— два без- 
конечно-близкихъ круга, представляющихъ лиши кривизны первой системы. Пусть 
ММ’ будетъ дуга лини кривизны второй системы; нормалями въ Ми М’ къ по- 
верхности, очевидно, являются №0, М’О’, точка встр$чи которыхъ С находится на 
прямой перес$чеюя плоскостей обоихъ круговъ; значитъ, при движеи точки 1/ по 
кругу, на которомъ она расположена, точка С описываетъ прямую, а въ такомъ 
случа невозможно, чтобы ОС и, слфдовательно, С оставалось постояннымъ. Итакъ, 
радусъ кривизны второй системы изм$няетея поелЖдовательно отъ одной точки къ 
другой; исключеше возможно только тогда, когда кривая АОО’В приводится къ 
точк$ и каналообразная поверхность обращается въ сферу. 
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5 700. Поверхности, лини кривизны которыхъ совпадаютъ съ главными нормальными 
сфченями.— Когда ливня кривизны плоская, ея плоскость пересЪкаетъ (8 678) поверхность 
подъ постоянным угломъ. Разберемъ здсь особенно тотъ случай, когда вс лини 
кривизны одной изъ системъ плосмя и пхъ плоскости пересЖкалютъ поверхность нодь 
прямымъ угломъ. Въ этомъ случаЪ линш кривизны второй системы, очевидно, нор- 
мальны къ плоскостямъ, содержащимъ лиши кривизны первой спстемы, и, сл$довательно, 
поверхность можетъ быть образована слЗдлующимъ образомъ: задаесмъ развертывало- 
щуюся поверхность, огибаему!0 илоскостями лиюЙ кривизны первой спетемы, и вт 
одной изъ этихъ плоскостей выбираемъ произвольно лежащую въ ней линио кривизны. 
Поверхность будетъ вполнЪ опредФлена, такъ какъ каждая изъ лин! кривизны вто- 
рой системы, перес$кающихъ подъ прямыми углами непрерывный рядъ плоскостей, 
касательныхъ къ развертывающейся поверхности, опредфляется одною изъ своихЪъ 
точекъ; съ другой же стороны, отъ каждой точки выбранной лиюи кривизны первой 
системы будетъ отправляться какая-нибудь одна изъ нихъ, и ихъ совокупность обра- 
зуетъ поверхность. 

Развертывающаяся поверхность, огибаемая плоскостями ли кривизны, и 
видъЪ такой лин!и въ одной изъ плоскостей вполн%, при этомъ, произвольны. Въ самомъ 
ДЪлЪ, очевидно, что поверхность, образуемая рядомъ ливй, нормальныхъ къ заданнымъ 
плоскостямъ, сама перес$кается нормально всми этими плоскостями, которыя, слЪдова- 
тельно (8 678), своимъ перес$четемъ съ поверхностью опред$ляютъ лин!и кривизны. 

Чтобы осуществить образован1е поверхности, очевидно, достаточно, чтобы каса- 
тельная плоскость, содержащая выбранную линио кривизны, катилась по данной раз- 
вертывающейся поверхности, непрерывно вращаясь вокругъ производящей прикосно- 
вен1я. Движене каждой изь ея точекъ будетъ тогда направлено въ каждый моментъ 
по нормали къ подвижной плоскости, и различныя точки выбранной лини кривизны 
первой системы произведутъ лини второй системы, совокунность которыхъ образуетъ 
искомую поверхность. Мы видимъ, что лини кривизны первой системы представлять 
посл$довательныя положен1я одной и той же единственной лиши, движущейся вм стЪ 
съ плоскостью, въ которой она расположена, и, слБдовательно, эти лини наложимы 
одна на другую. 

8 701. Вс нормали только-что опредБленной нами поверхности, очевидно, каса- 
тельны къ развертывающейся поверхности, огибающей плоскости лий кривизны. 
Обратно, всякая поверхность, нормали которой касательны къ развертывающейся 
поверхности, допускаетъ систему плоскихъ лийй кривизны, плоскости которыхъ пере- 
сЪкаютъ ее нормально и касательны къ развертывающейся поверхности. Въ самомъ 
ДЪлЪ, предположимъ, что вс$ нормали нфкоторой поверхности касательны къ одной 
и той же развертывающейся поверхности; всф тЪ изъ нихъ, точки прикосновен!я 
которыхь принадлежать одной и той же производящей развертывающейся поверх- 
ности, очевидно, расположены въ плоскости, касательной вдоль этой производящей; 
значитъ, он попарно встрфчаются и, слБдовательно, соотв тетвуютъ лини кривизны, 
очевидно, расположенной въ этой плоскости, которая перес$каетъ поверхность нор- 
мально, потому что содержитъ нормаль въ каждой точкЪ кривой пересчения. 

5 702. Въ частности, остановимся на поверхностяхъ, нормали которыхъ касательны 
_ КъЪ цалиндру. Такая поверхность производится, по предыдущему, плоскою кривою 
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неизм5ннаго вида, плоскость которой катится безъ скольжешя по поверхности ци- 
линдра, оставаясь, слЪдовательно, параллельною направленю его производящихъ. 
Посл$довательныя положен1я этой плоской кривой представляють лини кривизны 
первой системы; что касается до линй кривизны второй системы, то он перес$- 
каютъ нормально касательныя плоскости цилиндра; значитъ, ихъ касательная остается 
параллельною плоскости прямого сБчения цилиндра, откуда заключаемъ, что эти 
лини — плосюя и расположены въ параллельныхъ плоскостяхъ. 

$ 703. Теорема, обратная предыдущей, также справедлива: когда лини кривизны 
одной изъ системъ плоская и расположены въ параллельныхъ плоскостяхъ, нормали 
къ поверхности касательны къ одному и тому же цилиндру, и литши кривизны вто- 
рой системы расположены въ плоскостяхъ, касательныхъ къ этому цилиндру. . 

ДЪйствительно, пусть А, 4’, А” будутъ лии кривизны н%которой поверхности. 
по предположенио, плоскля и расположенныя въ параллельныхъ плоскостяхъ. Нуеть 
БВ будетъ ливя кривизны второй системы, вотр$чающая первыя въа, а, а’,...; 
касательныя плоскости, проведенныя къ поверхности черезъ различныя точки лии 
кривизны, огибаютъ развертывающуюся поверхность, производяппя которой, яв- 
ляясь перес$чен1ями двухъ смежныхъ плоскостей, будутъ касательными, сопряжен- 
ными (8 644) съ касательными лини кривизны, къ которымъ онЪ, сл$довательно, 
перпендикулярны ; такимъ образомъ, касательныя къ лин!ямъ А, А’, А’, проведеЕныя 
въ точкахъ а, «, а’, образуютъ развертывающуюся поверхность, производяпия которой 
расположены въ плоскостяхъ этихь лин, по предположеню, параллельныхъ между 
собою, и такъ какъ дв посл$довательныя производяпия должны находиться въ 
одной плоскости, то он необходимо параллельны, и образуемая ими развертываю- 
щаяся поверхность есть цилиндрЪ. Кривая Б, по которой этотъ цилиндръ касается. 
данной поверхности, будучи лин!ею кривизны поверхности, есть также ливня кри- 
визны цилиндра и, сл$довательно, является однимъ изъ его прямыхъ сфченй, плос- 
кость котораго, очевидно, нормальна въ каждой точк$ къ искомой поверхности, около 
которой цилиндръ описанъ. Итакъ, лини кривизны Б—плоеюмя, и ихъ плоскости пере- 
сфкаютъ поверхность подъ прямымъ угломъ. 

$ 704. Эту же теорему можно легко доказать аналитически. Беремъ за ось 
С-овъ параллель плоскостямъ лин1й кривизны первой системы; называя черезъ 2; у, 2 
координаты точки одной изъ этихъ ли Й и черезъ Х, У, ( косинусы угловъ, обра- 
зуемыхъ нормалью съ тремя осями, имфемъ ($ 637): | 


ах ау __ 42 
аа С зем 
Хау АТВ (1) 
ГДЪ А есть ражусъ кривизны, соотв$тствуюпий разематриваемой лин!и, а дифферен- 
щалы относятся къ перем5щеню по этой лини. Такъ какъ плоскость лиши кри- 
визны параллельна оси 2/-овъ, то между хи у имфемъ соотношеше вида 


у= ах --- В, (2). 
ГД а и В двф постоянныя. 
Изъ (2) выводимъ: 
Чу = вах, 
п 
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п, слБдовательно, 
ВЕ ОА. 


отсюда заключаемъ, что для ве$хъ точекъ одной и той же лиши кривизны разность 
} —«^ постоянна; но эта постоянная можетъ изм$няться отъ одной лиши кривизны 
къ другой, обозначаемъ ее черезъ ‹(В); будемъ имЪть: 


У—а«Х =: (3) 


обозначая черезъ 6 измфнеюмя, соотв$тетвуюция липямъ кривизны второй системы, 
имфемъ ($ 636): 





4/04 -- ахбр = 0, (4) 
п. значить, вел$детне равенства 
( 
==, 
находимъ: 
072 
т ее 
откуда 
р —- %4 — т, (5) 


гдЪ 1 остается постояннымъ для одной и той же лини кривизны второй системы: 
во мы имЪемъ: 


Х — ел Е, а В а ИЕ Е Е (6) 
У1-- 2-9 Ут -р*- 4? Ут 
и уравнете (5) можно написать въ видъ 
Х «У 17 =0; (7) 
отсюда выводимъ: 
Хау + 167 =0, (8) 
и такъ какъ 0х, бу, 6ё пропорщюнальны ох, 6У, 07, то 
61 -- чу 102 == 0, (9) 
и, слфдовательно, 
&--ау--12=й; (10) 


й такъ же, какъ чи 1, остается постояннымъ для вофхъ точекъ одной и той же 
лини кривизны второй системы, и уравнене (10) представляетъ плоскость. Каковы бы 
ни были значетя 1 и й, эта плоскость перпендикулярна къ плоскостямъ лив!Й кри- 
визны первой системы, уравнен1е которыхъ есть 


у=ож--В. 
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$ 705. Поверхности, ве$ лини кривизны которыхъ плоскя. — Мног!е теометры изу- 
чали поверхности, лини кривизны которыхъ плоск1я; мы ограничимся здЪфсь выво- 
домъ прост5йшихъ результатовъ, къ которымъ они пришли. 

Когда ливя кривизны плоская (8 678), нормали къ поверхности, проведенныя 
черезъ различныя точки, составляютъ’ съ ея плоскостью постоянный уголъ. Еели, 
поэтому, черезъ центръ сферы провести параллели этимъ нормалямъ, то онЪ обра- 
зуютъ конусъ вращен1я и пересФкутъь сферу по кругу, плоскость которато парал- 
лельна плоскости лиши кривизны. 

Если всЪ лиши кривизны поверхности плосюя, соотв тетвуюция имъ лиюи на 
сфер, о которыхъ мы говорили, образуютъ два ряда круговъ, пересБ5кающихся подъ 
прямыми углами. Въ самомъ дфлЪ, пусть М будетъ точка поверхности, въ которой 
перекрещиваются дв$ лини кривизны МА и МВ; разсмотримъ нормаль МХ въ М 
и безконечно-близк1я нормали АО и ВО’, проведенныя черезъ точки 4 и Б, отстоящя 
отъ Л, по двумъ лиюшямъ кривизны, на безконечно-маломъ разстоянш; двЪ$ плос- 
кости ОАМ, О'ВМ взаимно-перпендикулярны. Ведя же черезъ центръ сферы три ра- 
дуса СМ, СА,, СВ,, параллельные ОМ, ОА, О’'Б, видимъ, что плоскости СМА, 
СМ,В, параллельны ОАМ, О’БМ и, слФдовательно, взаимно перпендикулярны, такъ 
что лиши М,4,, М,Б,, соотв$тствующ!я на сфер двумъ липямъ кривизны поверх- 
ности, взаимно-перпендикулярны. 

Чтобы знать, какъ располагаются въ пространств плоскости лин кривизны 
искомой поверхности, достаточно изелфдовать, какъ могутъ располагаться на сфер 
два ряда такихъ круговъ, каждый изъ которыхъ перес$каетъ подъ прямымъ угломъ 
вс круги, принадлежапие другому ряду. Мы сейчасъ покажемъ, что въ такомъ 
случа$ плоскости вофхъ круговъ одной и той же системы должны имЪть общую прямую. 

Въ самомъ дЪлЪ, мы знаемъ, что когда кругъ нанесенъ на сферЪ, всякая ка- 
сательная къ сферЪ, проведенная черезъ одну изъ его точекъ и перес$кающая кругъ 
подъ прямымъ угломъ, есть производящая конуса, описаннаго около сферы каса- 
тельно по данному кругу. Поэтому, если кругь С перес$каетъ подъ прямыми углами 
два различныхъ круга С, и С‚, дв$ касательныя этого круга С являются произво- 
дящими конусовъ, описанныхъ около сферы по С; и С;. Плоскость круга С прохо- 
дитъ, такимъ образомъ, черезъ прямую, соединяющую вершины конусовъ, описан- 
ныхъ около сферы по двумъ какимъ-угодно кругамъ другой системы. СлФдовательно, 
эти круги представляютъ круги прикосновения описанныхъ конусовъ, вершины ко- 
торыхъ лежатъ на одной прямой; ихъ плоскости, какъ извфетно, проходятъ черезъ 
общую прямую, перпендикулярную къ первой прямой. 

Когда вс$ лиюи кривизны поверхности плоская, ихъ плоскости параллельны 
плоскостямъ двухъ системъ круговъ, перес$кающихся перпендикулярно на сфер», и, 
значитъ, соотв5тственно параллельны двумъ взаимно-перпендикулярнымъ прямымъ 
ЛИНЯМЪ. 

$ 706. Можно легко получить дифференщальное уравнеше поверхностей, ве 
лиши кривизны которыхъ плосюя. 

Пусть АА’ (черн. 89) будеть прямая, которой параллельны плоскости ливй 
кривизны одной изъ системъ и черезъ которую проходять веЪ плоскости круговъ, 
соотвтствующихъ имъ на сфер, опасанной изъ центра О; выбираемъ три коорди- 


И ы 
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натныя оси ОХ, ОУ, 02 такъ, чтобы одна изъ нихъ, ОУ, была параллельна лини 4.4’, 
а другая, Ой, проходила бы черезъ середину С этой послфдней, и называемтъ че- 





Черт. 89 


резъ т разстоян1е ОС. Тогда любой изъ круговъ, проходящихъ черезъ 4.4’, будетъ 
имБть уравненями 


ии, | 








2 —= ад — т, (1) 
тд$ «—перем$нный параметръ. Изъ этихъ уравненй выводимъ: 
ау 42 
#--У ах ты 2 — и 
42 __ НЙ 
"от, 
.  @2 
откуда, по исключеши =, 
ау (г—т)=0 (2) 
У ал эм. 


Предполагая радусъ сферы равнымъ единиц и замфчая, что х, у, г координаты 
_ конца ращуса, параллельнаго нормали къ поверхности, имЪемъ: 
Я — м 
Ут р’ 49 
Ч 
ЕЕ ; 3 
Иа 9) 
—1 


_ Уиче 


сл$довательно, уравнене (2) принимаетъ видъ 





а а 
р 9 ах 1-Е тут -Ф =, 
_ откуда находимъ: 


ау _ тута —1- р’ 


-ах | ра 


Касательная лиши кривизны параллельна, въ каждой точкЪ, касательной круга, 
представляющаго эту линшю кривизны на сфер$; значитъ, мы можемъ внести это 


. а : 
значен!е а въ дифференщальное уравнен1е лин! кривизны 


ау \?2 4 
(4%) @-+ 4) — м5 [А-а —@- 2) — 29] =0, 
И тогда находимъ дифференщальное уравнеше 
В" — 58 — 11=0, 


гдё для сокращения положено 


в= 4 [та-+Ф--УЕР-Ф]|, 
у ий (1-4) ИЕ-Е Р-Я -- ата -- р) (а -- а Ут г, 
| 


РЕ рат |1 р’ ту1--р"-- т | 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ 


Учеше о линяхъ, нанесенныхъ на поверхности 


ГЕОДЕЗИЧЕСКТЯ ЛИН!И 


$ 707. Кратчайшая линя, какую только можно провести между двумя точками 
поверхности, называется зеодезическото липею; эти ливши играютъ ту же роль въ учени 
о кривыхъ, нанесенныхъ на поверхности, какую играетъ прямая лиюмя въ учеюви о 
плоскихъ кривыхъ или большой кругъ въ учени о сферическихъ кривыхъ. 

Мы видЪли (8 631), что соприкасатощаяся плоскость геодезической ливи нор- 
мальна, въ каждой точкЪ, къ поверхности, на которой послфдняя нанесена. Обратно, 
если соприкасающаяся плоскость кривой, нанесенной на поверхности, нормальна, въ 
каждой точкЪ, КЪ поверхности, безконечно-малая дуга этой кривой является, какъ 
мы РидЪли (8 631), кратчайшею, какую только можно провести на поверхности между 
двумя ея концами. Лин1я получаетъ тогда въ широкомъ смыслЪ назване зеодезической 
лими, хотя она можетъ не быть кратчайшею между двумя достаточно удаленными 
точками. Такъ, напр., дуга большого круга, на сферЪ, большая полуокружности, на- 
зывается 1еодезическою линзею, хотя она не является кратчайшимъ разстоятемъ между 
двумя своими концами. 

Черезъ дв данныя точки на поверхности можно всегда провести, по крайней 
мЪрЪ, одну геодезическую лин!ю, но по только-что сказанному ихъ можетъ суще- 
ствовать Нн$еколько; такъ, напр., дв точки поверхности цилиндра можно соединить 
безчисленнымъ множествомъ винтовыхъ лин! съ какимъ-угодно числомъ оборотовъ. 

8 708. Характеристическое свойство геодезическихъ лишй можно высказать подъ 
видомъ, который будетъ намъ очень полезенъ: проекця геодезической лини на плос- 
кость, касательную къ поверхности въ одной изъ точекъ этой лиши, имфетъ въ этой 
точЕЪ безконечно-большой радусъ кривизны. 

Въ самомъ дфлЪ, пусть М будетъ безконечно-малая дуга геодезической лини, 
нанесенной на поверхности ^, и ММ” — проекщя этой дуги на плоскость, касающуюся 
поверхности въ 1; эта касательная плоскость перпендикулярна къ соприкасающейся 
плоскости дуги ИМ’ и перес®кается ею по общей касательной дугь ММ’, МИ"; 
отсюда вытекаетъ, что разстояте точки М” до касательной въ М дуги ММ" строго 
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равно перпендикуляру, опущенному изъ точки М’ дуги ММ’ на соприкасающуюся 
плоскость этой дуги въ Л[; значитъ, оно третьяго порядка, и, сл$довательно, рад!усъЪ 
кривизны дуги МЛМ” безконечно-великъ. 

$ 709. Когда двЪ геодезичесмя линш пересБкаются подъ безконечно-малымъ 
угломъ 4», законъ ихъ расхожден1я, на безконечно-маломъ разстояви отъ точки пе- 
ресБченя, тотъ же, что для двухъ прямыхъ лиЙ на плоскости; другими словами, 
если отложить на каждой изъ нихъ, отъ точки ихъ перес$ чения 0, равныя безконечно- 
малыя длины, ОР и 00, которыя мы обозначимъ черезъ 4, то, пренебрегая безко- 
нечно-малыми третьяго порядка, будемъ имЪть: 


Ро = 41. 4®. 


Дфйствительно, проектируемъ безконечно-малый треугольникъ ОРО (черт. 90) на 


т, 
0 О 
Черт. 90 


плоскость, касающуюся поверхности въ О. Проекщи лийй ОР и ОФ имфютьъ безко- 
нечно-больппе радусы кривизны; поэтому мы ихъ можемъ, пренебрегая безконечно- 
малыми третьяго порядка, замфнить касательными; замфчая, что веф лиюши чертежа 
образуютъ притомъ безконечно-малые углы съ плоскостью, на которую онЪ проекти- 
рованы, мы можемъ каждую изъ нихъ разематривать, какъ равную ея проекщи; 
такимъ образомъ, можно раземотр$ть разстояне РО, пренебрегая лишь безконечно- 
малою частью ея собственнаго значетя, какъ разстояюе между двумя точками. рас- 
положенными каждая на разстояти 4! отъ вершины. на сторонахъ прямолинейнаго 
угла 4®; это разстоян!е, очевидно, есть @{. @®. 

Слфдуетъ особенно замЪтить, что этотъ результатъ пересталъ бы быть точнымъ. 
если бы геодезическя лиюпи, образуюная стороны угла, были бы замфнены двумя 
какими-нибудь кривыми; легко видЪть, что даже на плоскости теорема, приложенная 
къ двумъ кривымъ, перес5кающимся подъ безконечно-малымъ угломъ, была бы не- 
точна; въ самомъ ДЪлЪ, найденное выражене мы получили бы, зам$няя каждую 
кривую ея касательною, но такая подстановка внесла бы ошибку второго порядка, 
сравнимую, слфдовательно, съ искомымъ разстоящемъ. 

$ 710. Когда три геодезичесмя лини поверхности образуютъ безконечно-малый 
треугольникъ, избытокъ суммы угловъ этого треугольника надъ двумя прямыми 
углами есть безконечно-малая того же порядка, что и площадь треугольника, т.-е. 
второго, если стороны принять за безконечно-малыя перваго порядка. 

Въ самомъ дЪлЪ, пусть АБС (черт. 91) будетъ безконечно-малый треугольникъ, 
составленный тремя геодезическими лишями поверхности; проектируемъ чертежъ на 
касательную плоскость въ .; три лини АВ, АС, ВС будутъ представлены въ 
проекци тремя плоскими линями АБ’ АС’, Б’С'; кривыя, исходяпая изъ точки 4, 
касательны къ ихъ проекщямъ и, слБдовательно, углы при 4 въ обоихъ треуголь- 
никахъ строго равны; разность между однимъ изъ двухъ другихъ угловъ Би Си 
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проекшею есть безконечно-малая второго порядка: дЪйствительно, легко видЪть, что 
уголъ, расположенный на плоскостп, отличается на безконечно-малуго второго порядка 
отъ своей проекщи на плоскость, образующую съ первою безконечно-малый уголъ 


А В’ 
В 


Черт. 91 


перваго порядка. Такимъ образомъ, сумма угловъ треугольника АВС отличается лишь на 
безконечно-малую второго порядка отъ суммы угловъ треугольника А4АВ’С’; три же сто- 
роны этого поел$дняго треугольника им$ютъ безконечно-большще рад1усы кривизны. Въ 
самомъ дЪлЪ, доказательство было дано ($ 708) для АБ’, АС"; что касается дуги В'С”. 
проекши ВС, то мы уже знаемъ (8 708), что проекщя ВС на касательную плоскость 
въ Б имЪетъ безконечно-большой радусъ кривизны, а такъ какъ касательныя плос- 
кости въ точкахъ Аи В отличаются безконечно-мало одна отъ другой, то, очевидно, 
то же имфетъ м$5ето и для проекши на касательную плоскость въ 4. Три стороны 
треугольника АВ’С’ имфють безконечно-больше радусы кривизны; значитъ, углы, 
образуемые прямолинейными хордами этихъ дугь съ касательными въ ихъ концахъ, 
являются безконечно-малыми второго порядка, и сумма угловъ этого треугольника 
отличается только на безконечно-малую второго порядка отъ суммы угловъ прямо- 
линейнаго треугольника съ тфми же вершинами, т.-е. отъ двухъ прямыхъ угловъ. 
Разность же между этою суммою и суммою угловь АВС представляетъ, какъ мы 
видфли, безконечно-малую второго порядка; такимъ образомъ доказано, что сумма 
угловъ даннаго треугольника АБС равна двумъ прямымъ угламъ, если пренебречь 
безконечно-малыми второго порядка. 

$ 71. Если черезъ точку, взятую на поверхности, провести геодезическая лини 
во вс5хъ направлешяхъ и на каждой изъ нихъ отложить отъ этой точки какуто- 
нибудь постоянную длину, то геометрическое м$сто концовъ опредЪленныхъ такимъ 
образомъ дугь перес$четъь перпендикулярно вс разсматриваемыя геодезическя лини. 
Въ самомъ дЪлЪ, пусть ОМ, ОМ’ (черт. 92) будутъ дв смежныя геодезическмя лини 


М 


о 


М’ 
Черт. 98 


одинаковой длины; нужно доказать, что уголь ОММ'’— прямой. Д\йствительно, 
предположимъ, что это не такъ; одинъ изъ угловь ОММ', ОММ будетъ тогда 
острымъ, а другой тупымъ. Допустимъ, что уголъ при М-—тупой; ведемъ черезъ 
течку М по поверхности такую безконечно-малую линю МК, чтобы уголь КММ' 
былъ бы больше КМ’М. Такъ какъ треугольникь КММ’ безконечно-малъ, то его 
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можно принять за прямолинейный, а въ такомъ случаЪ, вслБдетве предположеннаго 
неравенства угловьь, 
К < КМ. 


Отсюда заключаемъ, что 
ОК-- КМ < ОК - КАГ, 


но сумма ОК -—- АЛГ есть разстояне ОГ, равное по заданному ОМ, и, сл$дова- 
тельно, изъ сдфланныхЪ предположений вытекало бы, что 


ок-киХ ом 


а это противор$чило бы допущеню, что ОМ есть кратчайшая лин!я. какую только 
можно провести на поверхности между точками О и Л. 

$ 712. Предыдущее доказательство предполагаетъ. что разематриваемыя геоде- 
зическя лини—кратчайпия. каюя только можно провести между ихъ крайними точ- 
ками; оно, слЪдовательно, не распространяется на всЪ лини, соприкасающаяся плос- 
кость которыхъ въ каждой точкЪ нормальна къ поверхности. Теорема, однако. спра- 
ведлива и для такихъ лин. Мы ее докажемъ. строя сначала боле общую теорему: 
если черезъ точки какой-нибудь кривой. нанесенной на поверхности, провести геоде- 
зичесмя линш, перпендикулярныя къ этой кривой, и на каждой изъ нихъ отложить 
какую-нибудь постоянную длину, То геометрическое м$ето концовъ этихъ длннъ пе- 
рес$четъ перпендикулярно вс$ геодезичесмя лини. Пусть АЛЬ А’! (черт.93) бу- 
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М М 


А А” 
Черт. 93 


дуть дв равныя геодезичесая лини. 06% кратчайпия. кавя только можно провестн 
между ихъ концами... Предположимъ, что углы при 4 и 4’— прямые: нужно доказать. 
что углы при 4/ и 4/’ также прямые. Соединяемтъ точку 2/ съ точкою Г геодези- 
ческою лишею. Такъ какъ уголъ .1/.4-— прямой, то ливая 1.1’ касательна къ кривой. 
служащей геометрическимъ м$стомъ концовъ равныхъ 1/1 длинъ. отложенныхъ на 
геодезическихь линяхъ, исходящихъ изъ точки 1/; если, поэтому. 4.4 безконечно- 
малая перваго порядка, то разность 43/.41'— 11.1 безконечно-малая второго порядка, и. зна- 
читъ, вел детвье предположеннаго равенства между -11/ и 4’М разность между А’! и 
А АГ — та же безконечио-малая второго порядка: такимъ образомъ, если отложить на 
геодезическихъ лишяхъ, исходящихъ изъ „1, длины, равныя -1.М’, то геометрическое 
место ихъ концовъ, нормальное, по предыдущей теорем, къ ЛГ’, будетъ касательно 

къ линш ЛР, которая, слЪдовательно. пересЪкаетъь „ЛГ подъ прямымъ угломъ. 
Это доказательство предполагаетъ. подобно предыдущему, что разсматриваемыя гео- 
дезичесмя лини-—кратчайпция между двумя ихъ концами; но, соединяя обЪ теоремы, мы 
легко докажемъ, что это услоше можно опустить. Въ самомъ дЪфлЪ, если отложить нор- 
72 
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мально къ кривой постоянную длину на геодезическихъ ливяхъ. исходящих изъ 
разныхъ ея точекъ, теорема къ нимъ будетъ приложима, лишь бы только ихъ длина 
была достаточно мала, и мы получимъ новую кривую, перес$каемую ортогонально 
геодезическими лимями, нормальными къ первой; отъ точекъ этой новой кривой 
можно на продолженяхъ тфхъ же геодезическихъ лин!Й снова отложить постоянную 
длину достаточно малую, чтобы геометрическое м%$сто концовъ образовало третью 
кривую, пересБкающую т же лиши подъ прямымъ угломъ; продолжая такимъ обра- 
зомъ, мы закончимъ отложене на каждой лини сколь-угодно большою длиного, до- 
казывая этимъ, что геометрическое м$сто концовъ пересЪкаетъ всегда подъ прямымъ 
угломъ геодезическая линии, на которыхъ отлагаемая отъ начала длина можетъ расти 
безпредЪльно. 

Геодезичесюя лини, нормальныя къ одной и той ке кривой, можно, очевидно, 
зам5нить литями, исходящими изъ одной точки, и доказательство останется совер- 
шенно такое же. 

Разсматривая на поверхности рядъ геодезическихъ лишй и рядъ кривыхъ, пере- 
с5кающихъ первыя подъ прямымъ угломъ, видимъ, что отр$зки двухъ какихъ-угодно 
геодезическихъ лин!й, заключенные между двумя ортогональными траектор1ями, равны 
между собою. Эта теорема есть очевидное слЪдстве изъ предыдущей, относительно 
которой ее можно разсматривать, какъ обратную. 

$ 713. Изъ предыдущей теоремы можно вывести важное слЪдетве, относящееся 
къ виду выражетя квадрата разетоян1я между двумя безконечно-близкими точками. 
Если точки поверхности опред$лены двумя координатами ци о такими, что соотвЪт- 
ствуюния постояннымъ значен1ямъ © кривыя являются геодезическими лин1ями, а 
кривыя, соотв$тствуюция постояннымъ значен1ямъ и, пересЪкаютъ первыя подъ пря- 


мымъ угломъ, то выражене для квадрата разстоямя между двумя безконечно-близ- 
кими точками будетъ (8 124) вида 


45" — Ааи” —- Ваз. (1) 


Но по предыдущей теорем дв траекторти геодезическихъ лин!1й выдфляютъ на этихъ 
посл5днихъ дуги одинаковой длины; поэтому, если 4 =0, т.-е. если дуга 45 при- 
надлежитъ одной изъ геодезическихъ лиюй, то значен1е 45° будетъ зависЪть только 


оть ии ав, и, слфдовательно, 4 есть функщя только отъ одной перемЪнной и. 
Пусть и’ будетъь такая функщя оть и, что 


ди =анУ А; (2) 


если подставить перем$нную и’ на м%ето перемнной и, что, очевидно, не измфнитъ 


об$ихъ системъ линй, соотвфтетвующихъ постояннымъ значенямъ координатъ, то 
выражене (1) приметъ видъ 


45" — аи’? —- (таь?, (3) 
гдб С обозначаеть В, выраженное въ функщи отъ ’и 9. При 4==0 имфемъ: 


{8 —= Чи’. 
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и заключаемъ отеюда, что и есть длина, отложенная на геодезической лини отъ 
опредЪленной ортогональной траектори; она, остается произвольною по уравнен1ю (2), по 
которому можно прибавить къ этой координатЪ н$®которую постоянную. 


ГЕОДЕЗИЧЕСКАЯ КРИВИЗНА 


$ 714. По кривизнЪ плоской лиши мы судимъ о большей или меньшей быстротВ 
удаленя этой кривой отъ ея касательной. Если въ точкЪ 11 (черти. 94) касательная 


М р Т 
М! 
Черт. 94 


есть ДТ, п если М’ — безконечно-близкая къ 1/ точка на разематриваемой кри- 


д: 1 
вой и 11 Г — разстояше этой точки Л/` до касательной, то кривизна — опредЪлитея изъ 
формулы 
1 _ 2МР 
Г ММ’. 


такъ что для одной и той же безконечно-малой длины 1/ЛГ кривизна пропорцюнальна 
разстоянно ГР кривой до касательной. Эйлеръ разсмотрЪлъ кривизну лини, нане- 
сенной на сферЪ, и мы показали (8 550), что она пропорщональна разстояню кривой 
до касающейся ея дуги большого круга. Точно такъ же для кривой, нанесенной на 
какой-угодно поверхности, можно разсмотрЪть аналогичный элементъ, которому Лу- 
Вилль далъ весьма выразительное назване геодезической кривизны. 

Пусть 4.4В (черт. 95) будетъ кривая, нанесенная на данной поверхности, 


Р Т 
М М В 
Черт. 95 


МТ — геодезическая линя, касающаяся ея въ точк$ ЛГ, М’ — безконечно-близкая къ 
М точка на лини АЛ и ЛР — разстояте этой точки до 2ГГ: отношене 


21'’Р 
им’ 


есть, по опредълению, геодезическая кривизна кривой 4АМБ въ точк$ АГ. Аналопя 
‚съ кривизного плоской лини очевидна и достаточно оправдываетъ сходство названйй. 
Притомъ мы увидимъ, что аналойя распространяется гораздо далБе и что можно 
сл$довать ей въ изучеши вс$хъ вопросовъ, относящихся къ кривымъ, нанесеннымъ 
на поверхностяхъ. 


10% 
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$ 715. Геодезнческую кривизну можно представить нзеколькими выражешями. 
съ которыми полезно познакомиться и каждое изъ которыхъ может? быть взято за 
опредЪ$лене. Геодезическая кривизна безконечно-малой дуги равна углу между двумя 
геодезическими лишями, касательными къ этой дугЪ въ ея концахъ, раздБленному 
на длину дуги. 

Пусть 4/4!’ (черт. 96) будетъ разсматриваемая дуга; 1/1, ЛГ'Т — геодезическая 


т в. 
а. 
М М 
Черт. 96 


лини, касательныя къ ней въ ея концахъ: /М'’ — соединяющая точку 11 съ точкою 4/’ 
геодезическая линя, которую можно назвать зеодезическою тордою. Эта хорда отли- 
чается отъ дуги 4/1/’ только на безконечно-малую третьяго порядка; дЪйствительно, 
он$ имБютъ общую прямолинейную хорду, разность которой съ каждою изъ обЪихъ 
дугъ есть ($ 19) безконечно-малая третьяго порядка. Поэтому можно одну изъ этихъ 
дугъ подставлять на мЪето другой, не изм$няя предфла отношен1я, въ которое онЪ 
входятъ; съ другой стороны, такъ какъ треугольникъ /11/'’ составлент тремя геоде- 
зическими линями, то сумма его угловъ равна двумъ прямымъ угламъ (8 710), п 
внфшвйй уголъ Г можно раземотрЪть, какъ равный суммЪ угловъ при 4/ п при М'; 
такимъ образомъ им$емъ: я 


! 


тм | 
им’ = им’ г им’: (1) 


но, принимая во вниман!е, что геодезичесяя лини Л/Р. ЛТЛТ' пересекаются подъ 
безконечно-малымъ угломъ 4/, имфемъ ($ 709): 


МШ'Р= М. ММ’, 
и, слЪдовательно, 
И _ МР 


ИМ ми’. 


/ 


И'’Р 
По опред$леню, ——- есть половина геодезической кривизны въ М; точно такъ же 
ММ' 


] 


т! 
увидимъ, что у’ есть половина геодезической кривизны въ Л, которая, оче- 
видно, безконечно-мало отличается отъ первой, и уравнене (1) показываетъ, слЪлдо- 


вательно, что Чт представляетъ, какъ мы и предсказывали, геодезическую кри- 
ВИЗНУ. 

_ 8 6. Геодезическая кривизна кривой въ точкЪ равна кривизнф проекши кривой 
на плоскость, касательную къ поверхности въ разсматриваемой точкЪ. Разематри- 
ваемъ безконечно-малую другу ЛМ’ (черт. 97), нанесенную на данной поверхности, 
и ‘теодезичеекую линю МТ касающуюся ея въ точкВ М; пусть М’Р будетъ раз- 
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стояне точки М’ до литий МТ. Проектируемъ треугольникъ Л/М'Р на плоскость, 
пасательную къ поверхности въ точкЪ 11; проекши дугь 1/4/'’ и МР — двЪ взаимно 





Черт. 97 


касательныя кривыя; проекцию лини 1/Р, имфющую (8 708) безконечно-большой 
радлусъ кривизны, можно разсматривать, какъ прямую лин1ю. Пусть 1/Л1"Р’ будетъ 
проекция треугольника 1/1/'Р; такъ какъ стороны угла УРАГ' образуютъ безконечно- 
малые углы съ плоскостью, на которую мы ихъ проектируемъ, то этотъ уголъ безко- 
нечно-мало отличается отъ своей проекции; значить. уголь Д/Р'А[Г” можно считать 
прямымъ, и, сл$довательно, кривизна лиши 4/4/” равна 


21Г'Р' 


ры 1 
И" и 


Но лими 41’Р, МЛМ’, безконечно-мало наклоненныя къ касательной плоскости въ 11. 
можно считать равными ихъ проекщямъ на эту плоскоеть: такимъ образомъ. выра- 
жеше (1), представляющее кривизну плоской лин 411.М”, равно 
2 
ГГ 
т.-е. (8 714) геодезической кривизнЪ ливши МЛ/”. 


РУ. . в 
$ 717. Пусть 5 будеть абсолютная кривизна лин!я АЛГ (черти. 98), раземо- 


Черт. 98 


трнной какъ кривая, заданная въ пространствЪ, и притомъ независимо отъ содер- 
кащей ее поверхности; называемъ черезъ 6 уголъ, образуемый соприкасающеюся 
плоскостью этой лини съ плоскостью, касательною къ поверхности въ точкЪ 2Г; вы- 
ражен!е для геодезической кривизны есть 


с0$9 
9 
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Въ самомъ дЪлБ, если е обозначаетъ уголъ смежности, образуемый касательными 
| 1 Б 
ВвЪ точкахъ 4/ п ДЁ, то кривизна г равна тт; проектируя МУЛГ на касательнуго 


плоскость въ 4/, получаемъ дугу Л/ЛГ", которую можно считать равного 1/1’, и если 
= обозначаетъ уголъ смежности дуги 4/11", то кривизна послЪдней, равная ($ 716) геоде- 


зической кривизнз дуги Л/ЛГ, измфрится выражешемъ И" : или, что то же 


; <! 1 1 
самое, выраженемъ ПИ’ ® Такимъ образомъ, отношене кривизны к къ геодезичс- 


\ 


ской кривизн% дуги ДУЛГ выразится черезъ =; чтобы его вычислить, ведемъ черезъ 


точку 1/ линю 2ГГ,, параллельную касательной въ ЛГ’: она составитъ съ касатель- 
ною Л/Г уголъ смежности =; плоскость /, 4/1 является ($ 563) соприкасающетося пло- 
скостью для ЛГ и образуетъ уголъ 6 съ касательного плоскостью въ Л/, которую 
она пересЪкаетъь по Л//; =, очевидно, проекщя ‘угла = на касательную плоскость, 
и оба эти угла принадлежатъ трегранному углу съ прямымъ двуграннымъ угломъ, 


въ которомъ = лежитъ противъ прямого угла; значитъ, имфемъ: 


[С 


фалее _ 1] 
{апо=’ — с0$9 ? 








/ 


Н Такъ какъ = И < оезконечно-малы, то 


-. №. 1 
—  60$53° 


5! 


ых : 1 
Выше отмЪфчено, что отношене —- есть отношен!е кривизны < КЪ геодезической крн- 


с03 0 
визнБ, которая, слБдовательно, равна, какъ мы и предсказывали, р 
2 


Не безполезно замБтить, что одна и та же кривая, расположенная на безчислен- 
номъ множествЪ$ различныхъ поверхностей, для которыхъ она служить общимъ пере- 
сфченшемъ, имфетъ на каждой изъ нихъ особую геодезическую кривизну, которая 


1 
можеть измБняться отъ нуля до абсолютной кривизны —, являющейся ея макси- 
г 


мальнымъ значетемъ. Этого пред$ла она достигаетъ въ томъ случаЪ, когда сопри- 
касающаяся плоскость кривой касательна къ поверхности, на которой она разема- 
тривается нанесенною. 

6 718. Геодезическую кривизпу можно еще разсматривать съ другой точки 
зрфн!я, по примру нёмецкихъ геометровъ, назвавшихъ ее кривизною развертыванля. 

ЗамЪтимъ сначала, что геодезическая кривизна линш, нанесенной на разверты- 
вающейся поверхности, равна кривизн® плоской лини, въ которую она переходить 
при развертывании поверхности на плоскость. Въ самомъ дфлЪ, развертывате поверх- 
ности, не измёняя длинъ ‘нанесенныхъ на ней лин!й, преобразовываетъ геодезическя 
лини такой поверхности въ прямыя линш, и геодезическая лин1я, касательная въ 
_ в®которой точкВ къ разсматриваемой кривой, при развертыванши переходитъ въ пря- 
‚мую, касательную въ соотвфтственной точкф къ кривой, въ которую переходитъ 
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данная кривая; поэтому расхождене между кривою и касающеюся ея геодезиче- 
скою лишею будетъ то же, что между кривою, въ которую переходитъ данная, и 
ея касательною, а отсюда заключаемъ ($ 714) о равенств$ обфихъ сравниваемыхъ 
кривизнъ. 

Поел$ этого описываемъ около поверхности, на которой нанесена данная лин1я, 
развертывающуюся поверхность, касающуюся первой по этой лими и представляю- 
щую, очевидно, огибающую касательныхъ плоскостей, проведенныхъ въ различныхъ 
ея точкахъ; геодезическая кривизна лини будетъ одна и та же, станемъ ли мы раз- 
сматривать ее, какъ нанесенную на данной поверхности, или какъ нанесенную на 
развертывающейгся поверхности, потому что при общей для обБихъ поверхностей ка- 
сательной плоскости кривизна, выраженйе которой было найдено въ предыдущемъ 
параграфЪ, имЪфетъ одно и то же значене въ обоихъ случаяхъ. Если, поэтому, раз- 
вертывающуюся поверхность развернуть на плоскости, то разсматриваемая ливя пе- 
рейдетъ въ плоскую, кривизна которой будетъ точно равна геодезической кривизнЪ, 
велфдстве чего послфдняя и названа кривизною развертывавния. 

$ 719. Раземотр5ше геодезической кривизны полезно при изучени лин, нане- 
сенныхъ на поверхности; продолжене этой главы обнаружить всю ея важность. До- 
кажеме непосредственно теорему, которую нужно считать основною въ этой теори и 
которая дополняетъ уже полученное (8 712) предложенте. 

Когда разсматривается на поверхности рядъ линй, сл$дующихъ одна за другою 
по какому-нибудь непрерывному закону, то разность двухъ безконечно-малыхъ дугъ 
АБ, АВ’ (черт. 99), заключенныхъ между двумя ортогональными траектор1ями этихъ 


ДА ВВ 


—=—.„.. 


А В 
Черт. 99 


кривыхъ, пропорцональна геодезической кривизнё 45, и мы имфемъ. принимая ЧБ 
и 4А за безконечно-малыя перваго порядка и отбрасывая безконечно-малыя третьяго 
порядка, 


ав'—ав=ав.-^. 


1 
гДЪ — — геодевическая кривизна, считаемая положительною, когда геодезическая дуга. 


касающаяся АБ въ -1, расположена со стороны В’. 

Въ самомъ дБлЪ, соединяемъ дв$ точки „.1 и Б геодезическою лишею, которую 
можно назвать хордою дуги -4Б, и черезъ оба конца ведемъ нормально къ этой хорд 
безконечно-малые перпендикуляры „.14,, ББ,; по сказанному въ $8 712-мъ разность 
А.В, —АБ, въ случаъ, когда АВ имЪетъ конечную длину, есть безконечно-малая вто- 
рого порядка и содержитъ множителемъ квадратъ .1/,; эта разность должна обращаться 
въ нуль вмфетв съ АБ. Если, поэтому, представить ее черезъ а. Я, то С 
есть безконечно-малая одновременно съ АБ, и разность между хордою 4,Б, и хор- 
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до .[Б-—-третьято порядка, разности между каждотю изъ этихъ хордъ и стягиваемою 
ею дугою, притомъ, также третьято порядка; значить, можно считать, пренебрегая 
лишь безконечно-малыми третьяго порядка, -1, 5, равною „ЁБ и разность „Ё/’ — ЕП. 
которую мы хотимъ вычислить, равною сумм .[.ЁГ--6,6’; шо 8 709-му же имЪемь: 


С) 
В В'-=ВВ,.(В'ВВ,; 


А.Ги ВБ, можно ечнтать равными; углы .Г.1.1, ВБ, равны усламъ, составляемымь 
хордою -[ съ касательными въ обонхъ концахъ дуги, и ихъ сумма есть ($ 715) уголь 
смежности дуги .16, который мы обозначимъ черезъ з; итакъ, имБемъ: 


А-В, В' ==. А 


1 Ы 
п, называя черезъ — гсодезическую кривизну 1, окончательно выводим: 


В — АВ= Г-Н В,В' = А. = 


› 


какъ и было предсказано. 


Полндя кКРИВИЗНА ЧАСТИ ПОВЕРХНОСТИ 


8 720. Идея кривизны, приложенная къ поверхностямъ, крайне сложна; дЪй- 
ствительно, можно представить въ каждой точкЪ безчисленное множество кривыхъ, 
нанесенныхъ на поверхности, и кривизна каждой изъ нихъ есть одинъ изъ элемен- 
товъ, входящихъ въ неопред$ленную идею, выражаемую словомъ кривизиа, приложен- 
нымъ къ поверхности. Гауссъ первый опред$лилъ ее съ точностью; знаменитый гео- 
метръ сравниваетъ для этого точки изучаемой имъ поверхности съ точками сферы 
радтуса, равнаго по длин единиц, и считаетъ на обфихъ поверхностяхъ соотвЪт- 
ственными ТЪ изъ нихъ, для которыхъ нормали параллельны; по этому опредЗленио 
какой-нибудь части данной поверхности будетъ соотвфтетвовать часть сферической 
поверхности, площадь которой есть полная кривизна разсматриваемой части. 

Средняя кривизна части поверхности есть отношеше полной кривизны къ пло- 
щади разсматриваемой части. 

Еривизна поверхности въ точкЪ есть средняя кривизна безконечно-малой части 
этой поверхности, содержащей въ себф разсматриваемую точку. 

$ 721. ОтиБтимъ, прежде ч$мъ идти далЪе, полную аналогию предыдущихъ опре- 
дфленй съ опред$ленями, относящимися къ иплоскимъ кривымъ. 

Въ самомъ дфлЪ, кривизна дуги илоской кривой есть уголь между крайними 
касательными, или, что то же самое, уголъ между нормалями въ ея концахъ, т.-е. 
дуга круга радеуеа, равнаго единиц, содержащаяся между двумя рамусами, парал- 
лельными этимъ нормалямъ; средняя кривизна есть отнотшене этой дуги круга къ 
дуг5 разсматриваемой кривой, и кривизна въ точкБ сесть средняя кривизна безко- 
нечно-малой дуги, содержащей эту точку; аналогя очевидна и настаивать на ней 
нЪть никакой надобности. 
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МврРА КРИВИЗНЫ 


5 722. Кривизна поверхности въ точкЪ равна обратной величинЪ произведеня 
главныхЪ радтусовъ кривизны. 

Для вычислетя кривизны поверхности въ точк$ нужно, по опредлен!ю, найти 
полную кривизну безконечно-малой поверхности, содержащей эту точку: выбираемъ 
безконечно-малый прямоугольникъ, образуемый четырьмя лиюмями кривизны; пусть 
4, аВ будутъ стороны этого прямоугольника и А,, А, —соотвЪтетвенные радусы 
кривизны: нормали, проведенныя черезъ точки контура АВСЛ (черт. 100) образуютъ 
четыре элемента развертывающейся поверхности, которые можно разсматривать. какъ 
четыре плоскихъ площадки, пересБкающихся попарно подъ прямымъ угломъ. Парал- 
лели этимъ нормалямъ, проведенныя черезъ центръ сферы радуса, равнаго единиц, 
составятъ четырегранный уголъ съ прямыми двугранными углами и опредБлятъ на 
сфер$ прямоугольникъ, площадь котораго, по опредфлен!ю, есть полная кривизна .1ВС Л; 





Черт. 100 


стороны этого прямоугольника, равные угламъ, подъ которыми они видны изъ 


а а 
>: >, тдё В, и В, —два радуса кривизны; 
1 э 


за 
такимъ образомъ, площадь прямоугольника равна ее, и отношен1е этой площади къ 
1 


центра сферы, изм$ряются величинами 


площади А4АБСО, равной 4аа8, есть, какъ мы и предвилЪли, >в. 
123 

Если бы разсматриваемый на поверхности элементъ имфлъ другую форму, резуль- 
татъ былъ бы, очевидно. тотъ же самый. ДЪйствительно. какой бы ни былъ формы 
безконечно-малый элементъ, его можно разбить лин1ями кривизны на прямоугольники, 
еще’ болфе его самого безконечно-малые. Такъ какъ средняя кривизна каждаго прямо- 
угольника есть, въ предёлЪ, величина, обратная произведению ращусовъ кривизны, то 
то же самое будетъ относительно средней кривизны и ихъ совокупности. 

$ 723. Такъ какъ одинъ изъ рамусовъ кривизны развертывающейся поверх- 
ности безконечно-великъ, то ея кривизна въ каждой точкВ равна нулю. Впрочемъ, 


это вытекаетъ непосредственно изъ опредфлен1я. Въ самомъ дфлЪ, нормали, проведен- 
13 
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ныя черезъ различныя точки производящей, параллельны между собою; слЪдовательно. 
точки сферы, соотв$тствующия всфмъ точкамъ развертывающейся поверхности, обра- 
зуютъ кривую линцо, каждая точка которой соотвЪтствуеть цфлой производящей, и 
часть сферы, соотв$тетвующая закрытому контуру, большому или малому, имфеть 
всегда нулевую площадь. 


ТЕОР!Я РАЗВЕРТЫВАНТЯ ПОВЕРХНОСТЕЙ 


$ 724. Гауссъ доказалъ касательно полной кривизны нЪеколько теоремь, ко- 
торыя должно отнести къ самымъ изящнымъ и самымъ замфчательнымъ въ Гео- 
метри. Не обращаясь къ методамъ, употребленнымъ знаменитымъ авторомъ, мы да- 
ДиМъЪ геометрическое доказательство наиболБе важныхъ изъ его результатовь. 

Установимъ сначала лемму, данную О. Бонне, на которой основаны эти дока- 
зательства. 

Если начертить на сфер$ какой-нибудь замкнутый контуръ, черезъ кажду!о изъ 
его точекъ провести касательную къ нему дугу большого круга и на каждой изъ 
этихЪъ дугъ отложить, въ одномъ и томъ же направлени, длину квадранта, то гео- 
метрическое м$сто полученныхъ такимъ образомъ точекъ раздБлить сферу на двЪ 
равновеликихъ части. 

Для доказательства разсмотримъ сперва многоугольникь АБСДЕГ (черт. 101), со- 


М Р 





Черт. 101 


= 


ставленный дугами болышихъ круговъ. Продолжаемъ его стороны, всегда въ одномъ и 
томъ же направлети, и изъ каждой вершины, какъ полюса, сферическимъ радусомъ, 
равнымъ ввадранту, описываемъ дугу круга. Такимъ образомъ составляемъ равно- 
бедренные сферическле треугольники, каждый изъ которыхъ измфряется соотв тетвен- 
нымъ внфшнимъ угломъ многоугольника. Отсюда элементарная геометрая даетъ воз- 
можность заключить непосредственно, что эти треугольники, сложенные съ площадью 
многоугольника, даютъ сумму, измфряющуюся четырьмя прямыми углами и равную, 
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сл$довательно, половин сферы, такъ что непрерывная лимя РОВЗТОУТХУХММР 
дЪлитъ сферу на дв равновеликия части. 

Если многоугольникъь имфетъ входяпие углы, то для точности теоремы нужно 
вычесть треугольники, соотв$тетвуюше этимъ угламъ; тфмъ не менфе построене 
даеть непрерывную черту, ДБлящую сферу на дв равновеликля части. Такъ напр., 
если многоугольникъ есть АБСЛ (черт. 102) и изъ вершинъ его А, В, С, О, какъ 


У 





Черт. 102 


полюсовъ, оппеаны дуги большихъ круговъ Ро, Ао, ТС, ГА, то непрерывная лин1я 
РОРУТГСТХ раздфлитъ сферу на двЪ равновеликихъ части. 

Увеличивая безпредЗльно число сторонъ многоугольника, мы его зам $нимъ ка- 
кою-угодно замкнутою кривою и получимъ искомую теорему. 

$ 725. Эта замфчательная теорема не отличается, въ сущности, отъ другого пред- 
ложеня, высказаннаго Якоби (ЗасоЪ!). 

Если черезъ центръ сферы провести ‘параллели главнымъ нормалямъ какой- 
нибудь замкнутой кривой ©, то геометрическое мфето ихъ концовъ раздлитъ сферу 
на дв$ равновеликихъ части. | 

Въ самомъ ДЪлЪЖ, разсматривая сферическую индикатрису, служащую геометри- 
ческимъ м%етомъ концовъ радусовъ, параллельныхъ касательнымъ кривой 5, видимъ, 
что плоскости дугъ большихъ круговъ, касательныхъ къ этой индикатриеЪ, парал- 
лельны (8 566) соприкасающимея плоскостямъ кривой ©, и точка, расположенная на 
одной изъ этихъ дугъ, на разстояти квадранта отъ индикатрисы. есть конецъ ра- 
д1уса, проведеннаго въ соприкасающейся плоскости перпендикулярно къ рамусу, со- 
отвфтствующему точк5 индикатрисы,. т.-е. перпендикулярно къ касательной кривой ©; 
этоть радусъ, очевидно, параллеленъ главной нормали кривой 5, и теорема Бонне 
входитъ, слЪдовательно, въ теорему Якоби. 

$ 726. Разсмотримъ на какой-нибудь поверхности треугольникъ, составленный 
тремя геодезическими линями, и на сфер радтуса, равнаго единиц, три дуги, слу- 
жания сферическими индикатрисами сторонъ треугольника. Пусть (черт. 103) аб, ва, 
о] будутъ эти три дуги; соединяемъ дутами большихъ круговъ концы, соотвфтетвую- 
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ще одной и той же вершин первообразнаго треугольника; образуется шестиуголь- 
никъ абсае/, три стороны котораго—дуУги большихъ круговъ, природа же трехт, 
остальныхъ зависить отъ вида разсматриваемыхъ геодезическихт, линй. Шесть углов 





Черт. 103 


этого шестиугольника— прямые; дфйствительно, каждый изъ нихъ составленъ сфери- 
ческою индикатрисою одной изъ сторонъ даннаго геодезическаго треугольника ип 
дугою большого круга. соединяющею конецъ этой индикатрисы съ концомъ индн- 
катрисы слБЗдующей стороны; но плоскость дуги большого круга, касательной къ 
сферической индикатрисЪ кривой, параллельна (8$ 566) соприкасающейся плоскости 
этой послфдней, а точки об$ихъ индикатрисъ, соотв$тествующия одной изъ вершинъ 
треугольника на данной поверхности, представляютъ концы двухъ рамусовъ, парал- 
лельныхЪъ касательнымъ сторонъ, пересБкающихся въ этой вершинЪ: плоскость дуги 
большого круга, соединяющей ихъ, очевидно, параллельна плоскости, касательной 
къ поверхности, такъ что об линш, о которыхъ идетъ р$фчь, взаимно-перпендику- 
лярны. 

Прилагаемъ къ лин!и абсае{ теорему Бонне. У насъ получится непрерывная 
лин1я, изображенная на чертеж и составленная изъ двфнадцати отдёльныхЪъ линйЙ, 
между которыми девять дугъь большихъ круговъ, образующихъь три сферическихъ 
треугольника, и три кривыхъ перем$нной природы, изм5няющейся вмЪстЪ съ при- 
родою геодезическихъ линй, для которыхъ ведется это доказательство. Въ самомъ 
дЪлЪ, ясно, что когда теорема Бонне прилагается къ какому-нибудь многоугольнику, 
то каждой изъ сторонъ многоугольника будетъ соотвЪтствовать одна изъ сторонъ 
фигуры, дВлящей сферу на двЪ равновеликихъ части, а каждой вершинЪ будетъ со 
отвзтетвовать также сторона той же фигуры, представляющая непремЁнно дугу боль- 
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пого круга; дЪйствительно. каждую вершину можно разсмотрЪть, какъ безконечно-малую 
дугу, солижающую дв5 стороны, которыя въ ней соединяются между собою, и такъ какъ 
дуги большихъ круговъ, проведенныя касательно къ этой безконечно-малой сторонЪ 
и равныя по длин$ квадранту, вс$ исходятъ изъ одной точки, то ихъ концы обра- 
зуютъ дугу большого круга, им5ющую эту точку полюсомъ. Итакъ, производная отъ 
шестиугольника фигура имфетъ дв$надцать сторонъ. между которыми, вообще, шесть 
дугь большихь круговъ. Въ настоящемъ случа она иметь девять дугъь большихъ 
круговъ, потому что три изъ нихъ—производныя отъ сторонъ 6е, ае, га шестиуголь- 
ника, которыя сами представляютъ дуги большихъ круговъ; въ самомъ лБлЪ, каса- 
тельныя къ нимъ дуги большихъ круговъ будутъ сами эти стороны, на которыхъ 
отъ каждой пхъ точки нужно отложить По дуг квадранта; такимъ образомъ, отъ 
каждой такой стороны производимъ дугу той же длины, расположенную на томъ же 
большомъ круг$. Наконецъ, производная фигура будетъ имть три криволинейныхъ сто- 
роны, 0й, №, 10, перем$ннаго вида, произведенныя отъ трехъ сторонъ аб, са, сё шеети- 
угольника. Эти три лиши образуютъ треугольникъ, какъ показано на чертежЪ; чтобы 
это доказать, достаточно показать, что дуга большого круга. 6й, проведенная каса- 
тельно къ аб и равная квадранту, имфетъ конецъ, обиий съ дугою большого круга сй. 
проведенвою черезъ точку с касательно къ с@ и равною также квадранту. ДЪйстви- 
тельно, концы этихъ дугь расположены на ращусахъ, параллельныхъ главнымъ нор- 
малямъ геодезическихъ лишй, для которыхъ аб и с( служатъ сферическими инди- 
катрисами; но въ вершин треугольника, соотв тетвующей точкамъ 6 и с. эти нормали 
сливаются въ одну, такъ какъ обЪ совпадаютъ съ нормалью къ поверхности, на ко- 
торой данъ геодезичесв!й треугольникъ. 

Итакъ, доказано, что непрерывная лин1я, дЪлящая сферу на двЪ равновеликихъ 
части, составляется изъ двЪнадцати отдфльныхъ лин, образующихъ три сфериче- 
скихъ треугольника и треугольникъ 0/:; сумма этахъ четырехъ треугольниковъ равно- 
велика половинЪ сферы; я утверждаю, что треугольникъ 9/1: есть какъ разъ искомая 
полная кривизна, для которой эта теорема дастъ такимъ образомъ мЪру. Въ самомъ дЪлЪ, 
точки контура этого треугольника представляютъ концы рамусовъ, параллельныхъ глав- 
нымъ нормалямъ трехъ сторонъ разематриваемаго геодезическаго треугольника и, слЪ- 
довательно, параллельныхъ нормалямъ къ поверхности, на которой нанесенъ этотъ 
треугольникъ; значитъ, треугольникъ 09#: представляетъ искомую полную кривизну. 
Каждый изъ трехъ сферическихъ треугольниковъ, составляющихъ вмЪетБЬ съ 9 
сумму, равную половинЪ сферы, равнобедренный и имфетъ два прямыхъ угла; таке 
треугольники измфряются своимъ основанемъ; основаня же ихъ равны сторонамъ 
с, Че, 4, т.-е.. дополнен1ямъ угловъ 4, В, С геодезическаго треугольника до двухъ 
прямыхъ; такимъ образомъ. сумма 


Ри Б-=—С- ом 
равна полусфер®, выражающейся, какъ азвБетно, черезъ 2х, и мы имФемъ: 


х— Ак В к-—С-м=к 


? 


откуда 
= АВ — =. 
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Въ этомъ и заключается теорема Гаусса: полная кривизна геодезическаго треуголь- 
ника .4БС измфряется избыткомъ суммы угловъ этого треугольника надъ двумя пря- 
мыми углами. 

$ 727. Предыдущая теорема, зам$чательная по своему выдамощемуся изяществу 
и общности, отличается отъ прочихъ общихъ свойствъ поверхностей тёмъ, что при- 
лагается къ конечной части любой поверхности. Теоремы Эйлера и Монжа, столь же 
общая, какъ и теорема Гаусса, относятся къ безконечно-малымъ частямъ поверхности; 
понятно а р11011, Что свойства, при изучени которыхъ можно отбрасывать безконечно- 
малыя нЪкотораго порядка, можно изучать за-разъ для вс5хъ непрерывных поверх- 
ностей; напр., въ учении о касательныхъ можно пренебречь безконечно-малыми второго 
порядка: значитъ, всякую поверхность можно, въ смежности съ точкою, считать 
плоскою; вотъ почему и касательныя ко вс$мъ кривымъ, проходящимъ черезъ эту 
точку. лежатъ въ одной плоскости. Въ ученш о радусахъ кривизны можно прене- 
бречь безконечно-малыми третьяго порядка, и, слЪдовательно, всякую поверхность 
можно, съ этой точки зр$я, привести къ поверхности второго порядка; значитт. 
вполнЪ естественно, чтобы законы распред$лен1я кривизнъ вокругъ точки были об- 
щими для всЪфхъ поверхностей. Теорема Гаусса отлична отъ вс$хъ прочихъ: таку 
какъ она относится къ конечной части поверхности, то точки, расположенныя на ко- 
нечномъ разстояти, являются такимъ образомъ взаимно связанными, хотя законъ 
непрерывности съ перваго взгляда какъ будто не налагаетъ на нихъ никакого условля. 

Если, однако, всмотр$ться ближе, то это обстоятельство, хотя и весьма замЪ- 
чательное, можно объяснить А [11ог1. ДЪйствительно, можно видЪть, что если теорема 
Гаусса справедлива для безконечно-малаго треугольника, то она тфмъ самымъ спра- 
ведлива для какого-угодно конечнаго треугольника. Въ самомъ дЪлЪ, если какой- 
нибудь треугольникъ разбить на меньшие треугольники, сторонами которыхъ были бы 
геодезичесмя лини, то полная кривизна большого треугольника будетъ равна суммЪ 
кривизнъ составляющихъ его треутольниковъ, т.-е., при допущен!п, что теорема дока- 
зана для этихъ послфднихъ, избытку суммы ве$хъ ихъ угловъ надъ двумя пря- 
мыми, повторенными столько разъ, сколько треугольниковъ. 

Но ясно, что сумма угловъ фигуры, вершины которыхъ помфшаются въ вер- 
шинахъ А, В, С даннаго треугольника, равна сумм$ А-- В--С этихъ трехъ угловъ; 
что же касается прочихъ угловъ, то сумма каждой группы изъ нихъ съ общею вер- 
шиною равна четыремъ или двумъ прямымъ, смотря по тому, находится ли эта вер- 
шина внутри, или на контур$ АБС; значитъ, избытокъ суммы всфхъ угловъ надъ 
двумя прямыми, повторенными столько разъ, сколько треугольниковъ, равенъ 4--В--С 
плюсъ или минусъ кратное двухъ прямыхъ угловъ; но если бы фигура была плос- 
кою и геодезическмя лини прямыми, то сумма кривизнъ была бы нулемъ и обрати- 


лась бы в А-В--Ср—т, а такъ какъ число треугольниковъ и число вершинъ 
каждаго рода остаются одни и ТБ же во ве$хъ случаяхъ, то это выражене 
А-В--С—= 


является общимъ. Теорема Гаусса, относящаяся къ какому-уголно треугольнику, 
есть, такимъ образомъ, необходимое слфдетве изъ теоремы, относящейся къ безко- 
нечно-малому треугольнику; но здесь необходимо отмЪтить одно обстоятельство: если бы 
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для доказательства теоремы, относящейся ко всякому треугольнику, нужно было бы 
установить ее сначала для безконечно-малаго треугольника, доказывая, что въ этомъ 
случаЪ она строго точна, то такимъ путемъ мы не получили бы никакой выгоды, или, 
говоря точнЪе, изложене нисколько не изм$нилось бы. Въ самомъ дЪлЪ, когда говорятъ, 
что безконечно-малый треугольникъ влад$етъ нфкоторымъ свойствомъ, то это значить, 
что оно прилагается къ малому треугольнпку съ нЪзкоторою ошибкою. которая умень-. 
шается вмЪетЪ съ его разм$рами и которой въ предфл$ можно пренебречь. Нагпр., 
когда говорятъ, что полная кривизна безконечно-малаго треугольника равна избытку 
суммы его угловь надъ двумя прямыми, то этимъ хотятъ сказать, что разность между 
полною кривизною, являющегося второго порядка, и избыткомъ суммы угловъ надъ двумя 
прямыми, есть безконечно-малая третьяго порядка. Если бы потребовалось сказать, 
что разность строго равна нулю, то безконечно-малые тазм$ры треугольника пере- 
стали бы играть всякую роль и было бы безполезно о нихъ вспоминать. 

Ясно, впрочемъ. что при такомъ пониманш теоремы можно далфе заключить, 
что равенство строго для какого-угодно треугольника и, сл$довательно, для безконечно- 
малаго треугольника. ДЪйствительно, когда конечный треугольникъ разбиваютъ на 
безконечно-малые треугольники, то такъ какъ сумма кривизнъ этихъ треугольниковъ 
конечна, то сумма безконечно-малыхъ третьяго порядка, отбрасываемыхъ при вычис- 
лени каждой изъ кривизнъ, въ предфлЪ равна нулю и никоимъ образомъ не мо- 
жетъ повмять на результатъ. 

$ 728. Зная выражене полной кривизны треугольника, образуемаго тремя геоде- 
зическими линямп, выводимъ выражен1е кривизны для какого-угодно многоуголь- 
ника, образуемаго такими же лин1ями: она равна избытку суммы угловъ надъ двумя 
прямыми, повторенными столько разъ, сколько сторонъ безъ двухъ. 

$ 729. Когда дв$ поверхности навертываемы одна на другую. ихъ кривизна одна и 
та же въ соотвфтетвенныхъ точкахъ. Другими словами, когда нфкоторая поверхность 
деформируется (видоизм$няется) безъ измфнен1я длины нанесенныхъ на ней лиюй. 
произведение радлусовъ кривизны въ каждой точкЪ остается прежнимъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, разсмотримъ безконечно-малый треугольникъ .4БС, составлен- 
ный тремя геодезическими линями; если А и ВН’ — два рамуса кривизны поверх- 


ности, тс полная кривизна треугольника АБС равна ($ 722) Е она также 


равна ($ 726) АЕВБ-—-С 
зомъ имБемъ: 





к, ГД А, БиС обозначаютъ три его угла; такимъ обра- 


АБС со 


Если поверхность деформируется безъ изм$неня длины нчанесенныхъ на ней лив!й. 
то треугольникъ АБС будетъ попрежнему составленъ. посл деформащиш, тремя геоде- 
зическими лин1ями на новой поверхности: углы 4, Б. С, такъ же какъ и площадь .1 ВС) 
не измфнятея, и, слФдовательно, уравнеше (1) должно прилагаться къ новой систем$. 
а это требуетъ, чтобы произведене ВА’ не изм5нялось по значен!ю. 

Это важное предложене можно доказать безъ связи съ предыдущимъ. 

Предположимъ, что нить беконечно-малой длины с укрЪфплена однимъ изъ свонхъ . 
концовъ въ разсматриваемой точк 2 и вращается, оставаясь натянутою на поверх- 
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ности: другой конецъ этой нити опишетъь кривую, длина которой не будетъ изм5- 
няться, когда приступимъь кь деформированю поверхности, и которую, кромЪ того, 
можно раземотр$ть, какъ описанную на новой поверхности точно такъ же, какъ она 
была описана на первообразной поверхности, и при помощи нити такой же длины. 
Сейчасъ мы вычислимъ полный периметръ этой кривой и увидим, что онъ можетт 
оставаться постояннымь только въ томъ случа», если произведенше Г’ ражусовь кри- 
визны тоже постоянно. 
Пусть х, у, = будуть координаты точки Л[; полагаемъ, какъ обычно, 
42 = рах-- 94у, ар ==тах - з4у, @4= 54а -Е ау, (2) 
откуда 
фз = ра —- 44*у-|- гах* — 2зазау --= 4". (3) 
Называемъ черезъ 5 дугу геодезической лини, проходящей въ точку (4', //, г); извЪстно, 


что главная нормаль этой линп совпадаетъ съ нормалью къ поверхности: отсюда, 
принимая 5 за независимую перем$нную, заключаемъ: 


т -- ра? = 0, @?у-- 4а*г = 0. (4) 
ДъЪйствительно, направлене нормали къ поверхности образуетъ съ осями углы, ко- 
синусы которыхъ пропорщональны р, 4 и — 1, а направлене главной нормали къ кри- 


р Фу 4 
вой образуетъ углы, косинусы которыхъ пропорщшональны ($ 587) г | 


23° т’ 8" 
уравнен1я (4) выражаютъ, что оба направлен1я совпадаютъ. 
Дифференцируя уравневля (4), имфемъ: 


фах —- р@Зг —- (тах -- з4у) 4? = 0, 
Фу -|- 932 —- (зах -- Чу) а? = 0. 
КромЪ того, называя черезъ & т, & координаты конца дуги о, отложенной на этой 


лини отъ точки (5, у, 2), будемъ имФть: 


Цх Фх с” с3 
аи ее з +... 
Чу ?у с? 4 5 
= Рае Чан -Е... 
Е 





4 Фа | | 
4$! 9791 9436 Г°* 


Предположимъ теперь, что точка (5, у, 2) есть точка, обозначенная выше черезъ 11; 
принимаемъ эту точку за начало координатъ, направивъ ось 2-овъ по нормали къ по- 
верхности; будемъ имЪть: 


х =0, и=0 2=0, р=0, 9—0. 
Кром$ того, можно осью Х-овъ распорядиться такъ, чтобы $ =0. Изъ этихъ пред- 
положен1й и изъ написанныхъ выше уравнен!й слфлутъ: 
42 —=0, 422 =тах - у, @45=0, Фу =0, 
42 —|- тах? —- тах4у? = 0, ау -—- паз?ау -|- Рау? = 0. 
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Называемъ черезъ х уголь, образуемый съ осью Х-овъ касательною къ Дуг% э, про- 
вселенной черезъ начало, такъ что 


‚. 0$ (у $11 
= , и --—- О 
(5 * 03 р 
сл5довательно, 

(72 а ле, 
"0034. -. 1511“ 9, 
с о 
8 ==— #`С0$ 39 — /[ ©0591 29, 
421 р А 
С — — [Соз?язта — Ра 
453 


и, значить, 


ух 


53 . 
20а — > (2 с053а -- "/созазта), 


с° Е | 
551“ — (71<0$*х тах -- Р$т3а). 


<> 


\ 


— ("с0$ а -- [$1 *а). 


Я 


4-х 93 
) ь 


г 


Придавая а всЪ значеня отъ 0`до 8=. будемъ получать поелФдовательно, по этимъ 
формуламъ, вс$ точки опред$ленной выше замкнутой кривой. Обозначая теперь че- 
рель ^ дугу этой кривой, являющуюся функшей отъ я, будемъ имБть: 


ПА у 4: —- т” = 473. 


ИЧи же, принимая во внимаве предыдупая значення *, 1. * и замБчая, что только «— 
перем$нная, 








‚откуда 





—.. ‚)- сои, 


п если предположить, что дуга начинается въ точкЪ, для которой а равно нулю, и 


оканчивается въ точкЪ, гдф х равно 2х, то наконецъ. для полной длины { кривой 
будемъ имЪть: 





или же, называя черезъ Л, А’ оба радуса кривизны, 


— „>-) 
У 


ЖК» * 


[ — Эко — 


Такъ какъ это значеще { не должно измфняться, когда деформируемъ поверхность, 
то, очевидно, не должно измфняться и произведене АЁК,. 
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Услов1Е, ЧТОБЫ ДВЪ ПОВЕРХНОСТИ БЫЛИ НАВЕРТЫВАЕМЫ (арр Пса Ь]ез) одна 
НА ДРУГУ! 


$ 730. Теоремы Гаусса недостаточно для рёшежя вопроса, возможно или нЪтъ 


двЪ данныя поверхности навернуть одну на другуто. Въ самомъ д$лЪ, можно, каковы бы 
ни были дв поверхности, установить между ихъ точками такой законъ соотвЪтетвия, 
по которому кривизны будутъ одинаковы въ соотв$тственныхъ точкахъ; для этого 
достаточно принять за соотвьтетвенныя лии тЪ, которыя соотв5тетвуютъ на обфихъ 
поверхностяхъ одному и тому же значению произведеня главныхъ радусовъ, и за- 
тЪмъ установить между точками этихъ двухъ лиюшй такой произвольный законъ 
соотвЪтетв1я, чтобы каждая точка одной имЪла себЪ соотв$тетвенную на другой. 
Кривизна будетъ одна и та же въ опредфленныхъ такимъ образомъ соотвЪтствен- 
ныхъ точкахъ, но об поверхности не будутъ отъ этого навертываемы одна на другу; 
дЪйствительно, Гауссъ намъ показалъ, что если одна поверхность навертываема на 
другую, то кривизна одинакова въ соотвЪтетвенныхъ точкахъ; но обратное предло- 
жене не было доказано и оно не точно. 

Было предложено н$феколько методовъ для суждешя о томъ, будуть ли двЪ по- 
верхности навертываемы одна на другую, или нЪтъ. Методъ, который мы сейчасъ 
изложимъ, принадлежитъ О. Бонне. 

Нуеть и и о будутъ дв перемфнныя, въ функщи отъ которыхъ выражены 
точки первой поверхноети, опредБляющ1я точки второй поверхности, аи и ъ пере- 
м5нныя, опредзляющ!я точки второй ‘поверхности. Предположимъ, что выраженя 
разстоян1й между двумя безконечно-близкими точками на той и на другой поверхности 
будутъ 

45° — Ади? -- 2 Бана - Са, | 
45" — А'4и? - 2В'аиау -- С" аь”. | 1) 


Постараемся, если возможно, установить между и, 9, и; два такихъ соотношения, 
чтобы изъ нихъ вытекало тождественно: 


43° — 432. 





1 
Если выразить для каждой поверхности кривизну тр ВЪ Функши оть перем$н- 


ныхъ, служащихъ для опредфлен1я ея различныхъ точекъ, то, называя черезъ ий 
выражетя этихъ кривизнъ въ функщи отъ и и з для первой поверхности, отъ чих 
для второй, мы должны, по теорем Гаусса, имЪть для соотвфтственныхъ точекъ 
_ соотношение: 


АХ. (2) 


Чтобы получить второе уравнеше, предположимъ, что на об$ихъ поверхностяхъ на- 
несены кривыя, служапия геометрическими мФфетами точекъ, для которыхъ произве- 
_ деше ВЕ’ постоянно. Кривыя, соотв$тетвуюция одному и тому же значен!ю этого 
произведеня на обФихъ поверхностяхъ, содержать гомологичныя точки. Пусть А бу- 


Ч 
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деть точка одной изъ нихъ и Д’— соотвфтетвенная точка другой; очевидно нужно, 
чтобы при проведевми на каждой поверхности равныхъ безконечно-малыхъ линйй, 
перпендикулярныхъ къ обфимъ кривымъ, одной въ А, другой въ А’, ихъ концы М, М' 
были соотв$тственны и чтобы, сл$довательно, кривизны обфихъ поверхностей въ 
этихЪ точкахъ были одинаковы. 

Чтобы выразить это усломе уравнетемъ, назовемъ черезъ и, # координаты 
точкп Д, черезъ и, у координаты точки 4’, черезъ иг 4и, «-Р ак, и аи, у а 
координаты безконечно-близкихъ точекъ, о которыхъ мы говорили; такъ какъ длины 
А, А’'М'’ равны. то | 


Ади? —- 2Ваназ -- С? = А’аи’? + 9 Б’анав —- С’4г? (3) 


ром того, чтобы точка М соотвЪтствовала АГ, координаты этихъ двухъ точекъ 
должны удовлетворять равенству А =; слЪдовательно. 





Ее . 
2. Чи д @ = 


я и ЕЯ 7. 


Наконепъ, такъ какъ длина 441/ перпендикулярна къ лини. уравнен1е которой 
К — с0п$+.. 


то если взять на этой ли отъ точки 4 (черт. 104) безконечно-малую длину АБ, 


М 


А В 
Черт. 104 


изъ прямоугольника Л/ГАБ будемъ имЪть: 
МВ =МА АВ. (4) 


Координаты точки -| названы черезъ ни в, координаты точки 4/ — черезъ и - 4н. 
-- 4. Пусть и--вн, г--0г будуть координаты точки БВ: выражая при помощи 
уравнения (1) три члена уравненля (4), преобразовываемъ это послФднее въ 


А (@ — ви)? —- ЭВ (4и — вв) (аг — 8%) С(4г — 5:1 = Аан? -Ё 8 Банаг —- Са — 
—- 16" -- 2 Ббидь -- Сбе?, 
Тт.-е. ВЪ 


4иви -- Б(4ибе -- агбы) + С@оде = 0. (5) 


Притомъ, такъ какъ измЪнене ХЛ при переход изъ точки 4 въ точку В равно 
нулю, то 


а: а. т 


4 * 
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а исключене ди и 52 изъ уравневйй (5) и (6) даетъ: 


в аа (ВЕ -Си)Ф=о (7) 


Полагаемъ 


> 


с Чи не = (% = — М. 


Возвышаемъ это уравненйе въ квадратъ и складываемъ почленно съ первым изъ 
уравнений (1), умноженнымъ предварительно на /^; получаемъ: 





[ин ео 7, ‚ 4) —- (Аа? -- 2 Баас -- Са?) = ал" Е 45°. (8) 


Опред$ляемъ произвольное Х изъ условля, что первая часть есть квадратъ бпнома 
вида Ран-—- 04г; не трудно видфть, что для этого нужно взять 


а (4%) 2в42 + 0(4. | 


4 Чи а ди 
В — АС 





Тогда уравнене (8) приметъ видъ 


(4% —в4,) аи (вчр- с“ ) 4 | 


о д сц ее 
и кан 5 И —- 7.452, (9) 





и слЪдовательно, въ силу уравнения (7), 





4? 1.452 — 0, 
Т.-е. 
ор а 8, ак 
и у и = 4 |, аи а с {2 10 
= ее: (10) 


Совершенно подобное же вычислене, относящееся къ другой поверхности, даетъ: 


(9) ‚аа. Г ( а’ 
— 97 и И 
ы: =] И (28: в) 2х Чи аи’ | о \ р а 
_ А! о я чая . (11) 


к 








Какъ сказано, < И ‘Че Должны быть равны; приравнивая поэтому вторыя части 


равенствъ (10) п (11) другъь другу, образуемъ уравнене, которое вмЪстЪ съ уравнс- 
н1емъ (2) дасть возможность опредФлить и ит въ функщи отъ и и ч. 

$ 731. Предыдущее вычислен1е можетъ быть выполнено для какихъ-угодно двухъ 
поверхностей, но изъ него не вытекаетъ, чтобы онф могли навертываться одна на 
другую: дЪйствительно, найденныя между них, и иь уравнен1я устанавливатютъ 
между точками обфихт, поверхностей такой законъ соотвфтетня, по которому взаимно 
соотв5тствуютъ лиши, опред$ляемыя однимъ и тёмъ же значешемъ произведешя ЛП, 
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и соотв$тетвенными точками на этихъ лин1яхъ являются тЪ, для которыхъ разстоявше 
до смежной лини одно и то же; но чтобы об поверхности были навертываемы одна 
на другую, очевидно, нужно еще, чтобы соотвЪтственныя дуги двухъ лиюй были 
равны между собою. Можно было бы выразить это услоше. приравнивая другъ другу 
дифференшалы обфихъ дугь, но мы ограничимся сдфланнымъ замфчатемъ, что не- 
обходимо, по крайней МЪрБ, новое уравнен!е; можно было бы въ кажломъ случаЪ 
всегла провЪрить, дФлалотъ ли найденныя между и, г, и, % соотношеня соотв тствен- 
ныя дуги равными, давая тождественно: 


„аи? —- 2 Баиав — С? = Аа? -- 8 В’акае + С’4х?. 





$ 732. Какова бы ни была система координатъь, выбранная для представлен1я 
точекъ поверхности, разстояте между двумя безконечно-близкими точками, коорли- 
наты которыхъ и, в, и-- Чи, -— @ъ, есть вида 


лан? —- 2 Бацае —- Саз?, 


гл 4, В, С функщи отъ и и г, видъ которыхъ зависить отъ поверхности и отъ 
выбора координатъ; необходимое и достаточное услове, чтобы двЪ поверхности могли 
навертываться одна на другую, заключается въ томъ, чтобы можно было, посред- 
ствомъ надлежащаго выбора координатъ, сдЪлать тождественными значен1я 45° такъ, 
чтобы перем$нныя и и ъ, опред$ляюция точки первой поверхности, опред$ляли также 
точки и второй поверхности. 

Это равенство элементовъ, разъ установленное, очевидно, не зависить отъ вы- 
бора координать, подъ усломемъ, понятно, что точки обфихъ поверхностей остаются 
связанными точно такимъ же образомъ, какъ и раньше. 

$ 733. Укажемъ здЪсь на нЪкоторые выводы изъ предыдущаго, относяпиеся къ 
виду выраженя разстояюя между двумя безконечно-близкими точками въ различ- 
ныхъ зам$чательныхъ частныхъ случаяхъ. 

Когда кривыя, соотвфтствующия постояннымъ значен1ямъ координатъ м и ь, 
перес5каются подъ прямымъ угломъ на поверхности, выражене (45° есть вида: 


45? — ЧАн* - Ва!?. 


Доказательство, совершенно подобное доказательству, данному въ 8 124-мъ, вы- 
текаетъ изъ того, что кривыя, соотв$тствуюция значенямъ н, и-- ан, ®, г- 4 ко- 
ординатъ, образуютъ въ этомъ случаЪ прямоугольникъ, въ которомъ квадратъ даго- 
нали долженъ быть равенъ сумм квадратовъ сторонъ. 

$ 734. Когда лини, соотвЪтетвуюния постоянному значеню перемфнной. геоде- 
зическя, а лиюи второй системы перес$каютъ ихъ подъ прямымъ угломъ. то коэф- 
фищентъ Б является независимымъ отъ и, и мы имЪемъ; 


45? =: Аи? -- $ (г)Е”. (1) 


Въ самомъ дЪлЪ, извфетно. что если лиши.—еоотвфтсетвуюцля постояннымъ зна- 
чешямъ н, — геодезпческя. а соотвтетвующия постояннымъ значенямъ г перес$- 
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каютъ ихъ подъ прямымъ угломъ, то дв каюя-угодно лиши второй системы выдЪ- 
ляютъ равныя дуги на всЪхъ литяхъ первой системы; предполагая же 


(5? —= Айн? -- Ва? (2) 


и разсматривая дв линш, соотвфтствуюцщия значенямъ г и 2-- 4 параметра +, ви- 
димъ. что разстояше между ними, отечитанное по одной изъ геодезических линий. 
соотвЪтствующей какому-нибудь значенио 1, получится изъ формулы (2). если пред- 
положить въ ней Чи —=0; формула приметъ видъ 


45° — Бах”, 


и такъ какъ это разстоян1е не должно зависЪть отъ и, то В, какъ мы и предсказы- 
вали, есть функшя отъ одной только перем$нной г. Можно изм$нить перемфнныя 


безъ изм$неня спстемы лин. отвфчающихь постояннымъ значенямъ координатъ, 
И ПОЛОЖИТЬ 


У Ва ==. 
гл с —функщя отъ одной только перем$нной 5%; тогда получаемъ формулу 
45? — 4%? —- Ади?, 


въ которой перем$нная г’ представляетъ, очевидно, длину, отсчитанную по теодзиче- 
ской лини отъ одной изъ ортогональныхъ траекторй, произвольно выбранной; коэф- 
фищентъ 4 есть функщя отъ ци отъ ©, видъ которой измфняется вмфетВ съ ро- 
домъ поверхности. 


$ 735. Предложене, обратное предыдущему, также справедливо. Когда квадратъ 
45° разстоян1я между двумя смежными точками есть вида 


45" — Аи? -- © (®)4у?, (1) 


лини, соотвфтствующия постояннымъ значенямъ и, геодезическля. Въ самомъ дЪлЪ, 
изъ формулы (1) вытекаетъ, что разстоян1я между двумя кривыми, соотвЪтствую- 
щими значен1ямъ о и ®-|- 4% перемфнной, не зависитъ отъ и и что, слдовательно, 
кривыя, соотв$тствуюпия постояннымъ значенямъ и, таковы, что ихъ ортогональныя 
траектории выдфляютъ на нихъ равныя дуги; отсюда заключаемъ ($ 719), что эти 
кривыя— теодезичесюмя линии. 

$ 736. Отмфтимъ особенно тотъ случай, когда разсматривается поверхность вра- 
щен1я и координатами для представленя точки служатъ: съ одной стороны, уголъ о, 
образуемый соотв$тственнымъ мерид!аномъ съ неподвижнымъ мериданомъ, а съ дру- 
гой стороны, длина с Дуги меридана, взятой между разсматривасмою точкою и не- 
подвижною параллелью. Мы вилЪли (8 130), что квадратъ разстояшя 45? въ этомъ 
случа принимаетъ видъ: 


487 — (0? -- %(ч) 4%. (1) 
Обратно, если выражен!е квалрата (5? есть вида 


(5? === (+ $ (5), 
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то поверхность навертывается на надлежащимъ образомъ выбранную поверхность 
вращен1я. Опред5леве меридана, которому соотвЪтствуетъ данный видъ функци ©, 
есть задача интегральнаго исчислен1я; зд5сь мы не будемъ ея вовсе касаться. 

5 737. Приведемъ, однако, два замчательныхъ примфра поверхностей, наверты- 
васмыхъ на поверхности вращенля. | 

Косой геликопдъ съ направляющею плоскостью навертывается на поверхность 
вращеня, меридланомъ которой служитъ цфпная линия. 

Беремъ за ось 2-овъ ось цилиндра, а за оси х-овъ и у-овъ два взаимно-перпен- 
дикулярныхъ даметра основан!я; косой геликоидъ съ направляющею плоскостью бу- 
детъ представленъ уравнен1ями 


$ = то, 


м 


д — 7"С0$%, 


(1) 
/ — ГП, | 
ГДЪ ГП о«—двЪ перем$нныя, которыя не трудно было бы исключить для составленя 
уравнев1я поверхности, но это уравнен1е не принесло бы намъ пользы. Мы разсмот- 
римъ фи г, какъ двЪ перем$нныя, служашия для опред$леня точекъ геликоида; по- 
стоянному значению г соотвфтствуетъ винтовая лия, а постоянному значеню «— 
прямолинейная производящая, перес$кающая вс$ винтовыя ливи подь прямымъ 
угломъ. 


Обозначая, какъ обычно, черезъ 45 разетоян1е между двумя безконечно-близкими 
точками, имЪфемъ: 


(15? — 41? —- 44? -- 4:27; 
принимая во вниман1е уравнения (1), находимъ: 
452 — (21° —- 7") а? -- а!®. (2) 


Это выражене имфетъ видъ, соотв$тетвуюций поверхности вращен!я. Въ самомъ 
ДЪлЪ, мы видфли ($ 736), что если с обозначаеть дугу меридлана и «— уголъ, обра- 
зуемый имъ съ неподвижнымъ мерид1аномъ, то на поверхности вращен!я имфемъ: 


г 


45? — 43? - 9 (3)4ь. (3) 





Об формулы (2) и (3) дБлаются тождественными при з=хн 
Ф(3) — т? -Ро?. 


Но 9(5) есть квадратъ ратуса параллели, т.-е. абсциссы точки, соотв$тствующей 
дугБ в. Если обозначить эту абецисссу черезъ х, то достаточно найти такую кри- 
вую, чтобы 


= т? -— с?, (4) 
т.е. чтобы 


= 2 — т": 


736 


отсюда выводпимъ: 


хат ы 
(9 а (5 ) 


Ид? | 


Называя черезъ у вторую координату, лежащую въ основанйи, имЪемт: 
(45? == (17° -- Чу”, 


и уравнене (5) принимаетъ видъ 


` 2—9? 
ИЛИ 
/ °__ Ах? 
я 
тах 
я о 
У—т 
откуда 


у = их И — т?) (С. 


Принимая произвольную постоянную С равною— п, изъ этого уравнен1я выводимъ: 


2: .: 1 2 20 $ 
уз — 7/1 — 7 


и, слЪдовательно, 


т 


д— У 22 — т? = те 


у у 
тт т). 
ве” те": 


это — уравнене цфиной лини; которая своимъ вращенемъ вокругъ оси у-овъ про. 
пзведетъ поверхность, навертываемую на косой геликоидъ съ направляющего плос- 
костью. 

$ 738. Буръ (Вочг) обобщилъ предыдущую теорему, доказавъ, что всякая аели- 
коидальная поверхность навертывается на поверхность вращения. 

Геликоидальною поверхностью называють поверхность, производимую профилемъ 
какого-угодно вида, расположеннымъ ‘въ плоскости, проведенной нормально къ ци- 
линдру вращеня черезъ производящую, и движущимся безъ измненя вида такъ, 
чтобы всф точки описывали одновременно винтовыя лини, также расположенныя на 
цилиндрахъ съ тою же осью. 

Беря за ось 2-овъ ось цилиндра, а за оси х-овъ и у-овъ два взаимно-перпенди- 
кулярныхъ д1аметра основаня, можно, очевидно, представитъ геликоидальную поверх- 
ность уравнен1ями 





22 — р Со, 
/ = рто, 
2 — то -- $ (р), 
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глБ видь функщи $(р) опредФляетъ кривую, служащую профилемъ. Перемфнныя ри ® 
опред$ляють здфсь на поверхности дв$ системы кривыхъ: однЪф изъ нихъ, соотвЪт- 
ствуюцпя постояннымъ значенямъ 6, представляютъь собою винтовыя лин!и; друтя, 
соотвЪтетвуюния постояннымъ значенямъ ®, кривыя, вс$ наложимыя одна на другую. 
по которымъ поверхность перес$кается меридональными плоскостями цилиндра. Эти 
дв системы не ортогональны, всл$детв1е чего мы введемъ новую перем5нную и—пара- 
метръ кривыхъ, пересЪкающихъ винтовыя ливи подъ прямымъ угломъ. Разсматри- 
вая Фх. какъ функшю отъ р и ч, будемъ имЪть: 





49 . 
(2. = СО$ 00 — 0916 —— (0 — оо. ЧИ, 
х ( \ Чи 
| Чо 25 
((1/ — УП «(6 —— 0С0$% -— 6 --0С0$% ---- @и, 
° 1 Г (И + СЦ, 


(5 = $ (о) ф-т к Чи ме. т «р; 


( 
Чи 


отсюда выводимъ выражеше квадрата (15° разстояв!я между двумя безконечно-близ- 
кими точками поверхности: 


(4 \2 


21а [49 и у горо 99] + 12| 2 [991 а, 
([5 = |1 —- ( (5) ес (6) <= 71 [ ет. 27:5 (0) 4 Ри" Чи ив и) т т и .] 
| „ 4 Фо = „ 4х фо | 
о (| г < 2% с 2.0% (Г у) п ый 
от ыь Фо аи‘ Чи * (2) - Фо аи | 





Чтобы кривыя, соотв$тетвуюция постояннымъ значен1ямъ ин, перес$кали ортогонально 
винтовыя лити, соотвфтетвуюция постояннымъ значенямъ 0. нужно, чтобы членъ 
съ Чи иечезъ.. Поэтому полагаемъ 


ЧФ Г аФ ще . а. 
тыр ОТ 173 (6) — п — | = 0: 
Чи 2 о - . `& , | о . 


Чо ы х 
здесь =. не можеть быть нулемъ, потому что невозможно, чтобы ® зависфло отъ 


одной только перемЪнной р; значитъ, нужно приравнять нулю второй множитель; 
отсюда мы выведемъ значене « въ функщи отъ о, и такъ какъ о входить только 


| 
черезъ его производную с, то можно къ нему прибавить произвольную функцию 
отъ и. Беремъ эту функцию равною Ан, ГдЪ А постоянная; = будетъ тогда равно К. 
и выражете ‹5° приметь видъ 

(5 = @40* —-- АА4и? (о? -— т), 
гдБ коэффищентъ (: содержитъ только р; обозначая его черезъ [%(5)|*, будемъ имфть: 


} 


СТ [6 -- "Чи? (67 — в?). 





Если положить %(0)4 = 4, то о будеть функщею отъ г, и выражеше 45? при- 
метъ видъ 
5? = (45 —— Р(о)аие, 


соотвфтетвуюний (8 130) поверхности вращевя. 


> 
© 
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КРНВИЗНА ОРТОГОНАЛЬНЫХЪ ТРАЕКТОР{Й НА КАКОЙ-УГОДНО ПОВЕРХНОСТИ 


$ 739. Когда на какой-нибудь поверхности разсматриваются двЪ системы ливЙ, 
ортогонально пересБкающихся и разбивающихъ поверхность на безконечно - малые 
прямоугольники, то между геодезическими кривизнами лишй обфихъ системъ,— или, 
что приводитъ къ тому же самому, между безконечно-малыми сторонами послЪдова- 
тельныхъ прямоугольниковъ, —существуютъ соотношеня, аналогичныя выведеннымъь 
раньше (88 507 и 556) для плоскихъ и сферическихъ системъ. 

Пусть АА’, ББ’ (черт. 105) будутъ двЪ безконечно-близюя кривыя первой си- 





Черт. 105 


стемы, соотв$тетвуюния значенямъ а,, а, - 4а, параметра «,, входящаго въ ихъ 
уравнен!е общатго вида, и СС’, ОО’—двЪ безконечно-близмя кривыя второй системы, 
соотв$тетвующия значенямъ а,, а, --4а ихъ параметра и образующя съ двумя пер- 
выми безконечно-малый прямоугольникъ РА; сторона РЕ, т.-е. разетоян1е между 
двумя безконечно-близкими точками, соотв$тствующими одному и тому же значен!ю 
параметра а,, —очевидно, пропорщональна 4,, а сторона РУ пропорщональна 4а,; по- 
этому, обозначая черезъь Ё и С дв$ функщи отъ а, и отъ ,, которыя мы разсматри- 
ваемъ, какъ изв5стныя, полагаемъ: 


Ро = аа. У С, 
РЕ == (Я УЕ; 


квадратъ разстоян1я между двумя безконечно-близкими точками, такими, какъ Ри 5, 
выразится тогда черезъ 


45? — Еда? - С'аа.?, 


и достаточно будетъ вычислить это разстояне, чтобы знать функцш Ёи С. Геоде- 
зическля кривизны лиШй РФ и РЕ можно вычислить посредствомъ теоремы, дока- 
занной въ 8 719-мъ. 

Въ самомъ дЪлЪ, имфемъ: 


1 89—29 
и  РЕ.РО 
1 05—РК. 


„- РВ. 


739. 
замвняемъ РА и РУ ихъ значетями и замфчаемъ, что (В5— РО) есть дифферен- 
щалъ отъ РО по &, и дается формулою 


аРо 
ал, 








4х. ==аа, > (4, У а) =аа аа. в 


Точно такъ же увидимъ, что (45 — РА) есть дифференталъ оть РЁ и равенъ 


а, о, в Е, 





СлЪдовательно, имфемъ: 


ау@ 








о ва 
" УЕУС 

УЕ 
1 фо. 


ь— УБУЕ] 


$ 740. Поищемъ, во что обращаются, въ случа какой-угодно системы ортого- 
нальныхъ кривыхъ, соотношеня, найденныя ($ 558) для системы сферическихъ 
кривыхъ. 

Пусть РОЛЬ (черт. 106) будетъ безконечно-малый прямоугольникъ, составлен- 
ный кривыми двухъ системъ, соотвфтствующими значетямъ а, --4я, перваго 
параметра, и значен1ямъ «., «о, -- 4, второго параметра. Ведемъ въ вершинахъ 
р, 9, Е, ь геодезичесюя лиюи, касательныя къ сторонамъ этого прямоугольника: со- 





Черт. 106 


ставится восьмиугольникъ ООР1КО’ЗГ, полная кривизна котораго измЪряется 
(8 728) избыткомъ суммы его угловъ надъ двфнадцатью прямыми углами: называя же 
черезъ =,, е, -- 4=, углы смежноети дугъ РА, @$ и черезъ =,,=.-Г 4=, углы смеж- 
ности дугь РО, В5 и обозначая каждый уголъ восьмиугольника буквою, помБщенною 
въ его вершин, имЪемъ: | 


Ее и - | РО + 68 
0'=к— в, — 4, Г=к-в 4; | и 


1 


(о 


слдовательно, кривизна восьмиугольника измфрится выраженемъ 


— =, — 4 


3 - 


75* 


740 


Съ другой стороны, эта кривизна равна (8 722) площади РО.РА, раздфленной на 
произведен1е радусовъ кривизны; значить, 





РО.РЕ 
ав, 48, = — р. (2) 


Е 1 1 ! 2 
Но, ооознНачая черезъ о. И я теодезичесяя кривизны обЪихъ сторонЪъ, имБемъь: 
1 2 


1 . 

я _ Ро’ 
аи 
в“ РВ} 


и, слфдовательно, уравнене (9) можно написать въ видЪ 





и 
те да. —- и Ча, = — т г (3) 
т.-е. въ видБ 
а(-.) 1 аРО а(--) 1 РВ. РО.РЕ 
аа ЕВ ах М ЕЕ, и 


имя же 
РЕ=ауУЕ Р9=аа УС, 
и, значить, 
арЕ __ 1 С УЕ 








да Ча, 
420 _„ 4/6 
Ч °  ' 
Т.-е., согласно найденнымъ значенямъ для > И =. 
1 2 
аРЕ ыы: 97$ 
Ча. — 44, ИЕ Ус р? 
аРО 


Ее у 
ЕЕ 


заключаемъ, что уравнен!е (4) перейдетъ, по сокращени на множитель 4х, (4х., въ 


О аа оч 
ИЗ НЕ: == о У виа - и х Же. —- Е у КУ С — — 220 (5) 


наконець, дфля его на УКУС и принимая во внимане равенства 


РВ = @&, =44 УК, 
Ро —45, == (9. ИС, 
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пишемЪъ: 


4( +.) а) 
АМ Пе — в. — — : (6) 
(50 о Г А.В» ` 





Эта формула можетъ быть преобразована совершенно также, какъ аналогичная фор- 
мула 8 558-го; она дастъ, для посл$довательныхъ сторонъ прямоугольниковъ, на ко- 
торые можно разбить какую-угодно поверхность, соотношене, вполнф подобное соот- 
ношению, найденному (8 559) въ случа сферы, въ которомъ только квадратъ радуса 
сферы будетъ замненъ произведенемъ радлусовъ кривизны данной поверхности. 

$ 741. Изъ предыдущихъ формулъ можно легко вывести выражеюте кривизны 


1 : , 
эп ВЪ функщи отъ коэффишентовъ Ё и С и ихъ производныхъ. Въ самомъ дЪлЪ, 
4-22 


уравнеше (3) можно написать въ видь 





25 Е И: 
42.4, У Еа _ _ 4 47 В а 4 Ча. 7 
В. ш* 2 у Е т 93 Уса 


или же, опуская множитель 4, 4,, въ видЪ 














а ’ ауе. ИЕ 
УЕ _ _ ай а } а[ 4%. 
ВЕ, в \ ук / № ув 


Эта формула весьма важна. 
Если лини, соотвфтетвуюпия постоянному значентю параметра а,, геодезиче- 
скя, то, выбирая надлежащимъ образомъ о, имЪемъ ($ 734): 


45° = аа,“ -- аая.; 


Ё равно тогда единиц, и формула принимаетъ видъ 


Ус _ @06) 
ВА. — аа? ` 


КОНЕЦЪ ДИФФЕРЕНШАЛЬНАГО ИСЧИСЛЕНИЯ. 


АЛФАВИТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 


Абель (АЪе]!). — Теорема о сходимости ря- 
ПОВ р ла > в. 
— Теорема о непрерывности рядовь, рас- 
положенныхъ по степенямъ перем$нной 


Безконечно - малая. — Опред$лене безко- 
нечно-малой. ......... 

— Безконечно - малыя различныхъ поряд- 
КОВЪ. 

— Безконечно-малое приращене функцш 
того же порядка, что п приращеше пере- 
мънной. . . . 

— Если координаты точек кривой выра- 
жены въ функщи отъ перем$нной а, то 
разстояте двухъ безконечно-близкихъ 
точекъ кривой того же порядка, что 
и разность соотвфтетвенныхъ значе- 
НЙ а. . . : 

— Если каждой точ одной кривой `соот- 
в$тствуетъ одна опредфёленная точка 
другой кривой, то разетояше между 
двумя смежными точками на одной изъ 
нихъ того же порядка, что и разетоя- 
не между соотвфтственными точками 
другой кривой... . : : 

— Если прямая лин1я перемфщается по не- 
прерывному закону, то уголъ между 
двумя безконечно-близкими положенями 
того же порядка, что и соотв тетвен- 
ное измфнене параметра. . . . 

— Если каждой точкф одной поверхности 

‚ соотв$тствуетъ одна опред5ленная точка 
другой поверхности, то разстоян1е между 
двумя смежными точками на одной изъ 
нихъ того же порядка, что и разстоя- 
не между содтвфтетвенными точками на 

другой поверхности. . . 

— Разетояе кривой до ел касательной, на 

безконечно-маломь разстоян!и отъ точки 

касания, есть безконечно-малая второго 
порядках оо. 


А 
5$ 
Абель (АЪе|). — Доказательство 
ван (а-нава--0--@— 
--26)--......... 


формулы 
26) Ф''(х-- 


` 
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Б 


Безконечно-малая.—Въ каждой точк$ плос- 

] кой кривой существуетъ касательный 
къ ней кругъ, приблажаюнайся къ 

1 ней безконечно болфе касательной пря- 
| мой пе с > = а 
к Необходимое и достаточное `услове, 
} 
| 


чтобы дв безконечно-малыя могли за- 
мфнять одна другую при разысканш 
предзла отношен1я или суммы 

— Услоще, чтобы двф смежныя точки моглн 
замфнять одна другую при разысканш 
касательной . г. м. @ 

4 — Плоскость, Касательн ая къ поверхности, 
находится на безконечпо-маломъ раз- 
стояи второго порядка отъ всякой 
точки той же поверхности, безконечно- 
близкой къ точк$ касашя 

— Услове, чтобы одна точка могла зам%- 
НЯТЬ другую при опредфлен1и касатель- 
5 ной плоскости . | 
— Разность между дугою и ея хордою есть 
безконечно-малая третьяго порядка. 
— Безконечно-малое приращене функщи, 
выраженное въ вид ряда 

6| — Безконечно-малое приращене функции 
отъ двухъ перем$нныхъ . 

— То, что называетея главнымъ значе- 
нчемъ функми $(х), безконечно малой 
вмфст$ съ д... .. и 

— Главное значеше производной отть без- 
конечно - малой есть Е ОТ 
главнаго значення. .. .. 

— Разстоянекривой доея соприкасалю щей ся 

плоскости. . .. : 

Разстоянме между двумя безконечно- 

8 близкими касательными .. . 


—1 


323 


10 


Пи 1? 


18 


16 


19 
216 
398 


548 


Бернулли Яковъ (Засдиез Вегпой!Ъ. -- Его 


доказательство разложеня ‚когда 

® 

1—2) 
й-—ифлое о о м. ты 
— Данный имъ иримфрь опасности отъ 


расходящихся рядовъ 
— Рядъ Бернулли 
— Нри. в КЬ числовому. 


И? Н Уз 


Бернуллевы числа.—Ихъ опредфлене. 


опредфленио 


— Ихъ введене въ разложенше =. 
ег” +1. 

— Выражене 7-го чпела Бернулли, 
пое Гершелемь (Негзеве]). | 
- Чнеленное значеше девяти первыхъ Бер- 
пулмевыхъ чиселъь . . .. 

— Они вводятся въ выражене суммы оди. 
наковыхъ степеней иълыхъ чиселъ. 

— РаземотрЪне суммы 


ТН оР--... иР— 9>(п), 


дан- 


какъ непрерывной функщи отъ 2. 349 
— Выраженше числа В„ подъ видомъ 


__ 1.2.3... 


3 0—1 дп 


1 ] 


В ея Г 5зя 


(1+ +...). 


`Валлисъ (\!аШ$). — Формула Валлиеа для 
выражешя числа т... 


Вогнутость и выпуклость плоской кривой . 


Возврата точка.—См. Особенныя точки. 
— Радтусъ кривизны обращается въ нуль 
въ точк$ возврата перваго рода . 501 
Вычетъ.—Опред$леше вычета функши . . 
— Не всякая функщя, обращающаяся въ 
безконечность, имфетъ соотвЪтствен- 
ный вычетъ. . . г: 2 
— Вычетъ ‘данной функми ‘для значен!я 
перем$нной, обращающейся въ безко- 
нечность еее. 
— Обозначещя вычетовъ 
— Если (5) обратцается въ безконечность 
при 2 == а, то разноеть 


Гауссъ (Сац$$)— Правила сходимости одного 
класса рядовъ . . . 
›: и. Въ ненрерывиу м дробь рада 


а@--П.В 8-Е а 
т РА. 


| т 1.2 1С-2И 
Опредфлеше кривизны поверхности 
Цри развертывании цоверхности ра 
не измвняетея . ..... . .- 
Выражеше пронзведеня радусовъ кри- 
визны ‚ . . 


> > ® ` ра ? $ ® ®> х 


55 58 
Бине (Вше{). — Изящное приложеше р 
| производяжихъ функшй 342 
' Бинома степень. — ее +5” и 
мнимомъ . . . га ; © зар 90 
Е. Разложене (1 2)” при 2 мнимомъ . . 884 

228 | — Замфчательные Уи, выводимые изъ 

209 него... . Вс с п в 0 
Боннэ (О. Воппей). — Теорема, относящаяся 

310 къ производной безконечно-малой функ- 

А рб, м. а. о х ра НЭ 

305 — Обратная теорема. . . ..... 59 

305 — Приложеня къ изученю ‘кривыхъ лИ- 

НИ... .. . . 54%9н551 
и Теоремы, относяпцяся къ н=фкоторымъ 

245. безконечно-малымъ величинамъ . 608 и 609 
'— Методъ для опредфленя эволютъ 623 

ЗАТ м Пропзвелете ралтусовъ кривизны косой 
поверхности . . . . 656 

348 | Борхардтъ(Вогсваг4®). —Замфчательнное вве- 
денте дифференщтальнаго уравнен1я въ 

одну ариометическую задачу 21+ 
| Букэ (Воидче{). — Важное замфчанге, отно- 
| сящееся къ разстоянмю между двумя 
безконечно-близкими касательными. . 9 

358 | Буль (Воо!е). — Замфчательное выраженше 
разности 9(х—й) —9(2}. ..... 3884 
‚Бурманъ (Вигтапп).—Рядъ Бурмана. . . 32 

411! — Приложене къ ‚разложеню е"" въ рядъ по 
степенямъ 26... 89 
В 
$ (2) (2 — а) 

6, 9) ее [2 — а] 

492 сохраняетъ конечное значеше. . . . 439 
| — Ирнаожене предылущей теоремы къ раз- 
| ложеню рашональныхъ лробей. . . . + 

502, — Сумма вычетовъ ратйональной функ. 

454 щи. .. о. 48 
‘— Измёнене въ вычетЪ независимой пере- 

мВнной (еее 44 

435 | — Цриложен1е теори вычетовъ къ доказа- 

тельству нЪкоторыхъ рядовъ . . . У 
| Приложен1е теория вычетовъ къ вы- 

356. численю снмметрическихъ функшй кор- 

438 | ней уравненя . .. . . . ... 4 
‚— Распространене на случай дву хъ урав- 
ней съ двумя неизвфетными. . . . 450 
Г 

Геодезическая линия (Попе пипипа оч #60- 
46$1ие).—Сопрякасающаяея плоскость 
' геодезической азия на поверхности 

130. нормальна къ новерхноетя . . ... 6 
‚ -- Касательный къ ряду геодезическихъ 

2): лний нормальны Къ одной и той же 
новерхноета о 9661 

2 Г ершель (Негзсве!). — Теорема Гершеля, от- _ 

741 носящазся къ разложению $(е”) .. . 35 


744 





Дифференщалъ. — Опред5лене — дифферен- `Дроби непрерывныя.— ИХь опредфленю 
ц1ала функциг отъ одцой неремфиной 46. ПреобразовааЫе ряда 
— Геометрическое пстолковаше дифферен- ? 1 1 ] 
ада. еее. ШИ баысь ВА 
— Преимущество, которое можетъ иред- 4, 4, 4, 
ставить употреблеше дифференщаловь вт. непрерывную дробь. 
передъ употребленемъ производныхЪ . 48. к оф о 
— то преимущество особенно Норы ВА р -ТВВ д 
когда разематриваютъ болфе двухъ _!— Нреобразоване ряда вида 
перемзиныхь 49: 
— Онредфлетше дифференщала фх Нк оть Фа В; — В.-| В, — 
ИВОКОлЬКлхХУЪ перемфнныхъ . 25. р Прнложеше к | 1-|- (Е -|- 0 12". | |. (] п". ие 
= ‚ ифференщалъ можетъ зам нять пира о Иреобра:; зованте м 
щене функ. 58. 54, и 56. 1 
-- Безконечно-малыя пзмфнен1я Пе | Е е-- ее 
кихъ перемфнныхъ, связанныя уравне- | А_ В С 
шемъ, связаны всегда р не 1 нос ВИА, ПАГ - т 
вой степени. . . 57 злое я у» попрерывиую 
— Дифференщалъ площади, взятой па илос- дробь. мыс НИИ 
КОСТИ ВЕ Разложене функц въ пепрерывную 
ре Е парных коордпнатахъ. те дробь; обий ‘методъ. и 
— (ифференщалъ дуги кривой в * 1. т т | | : 
— Въ полярныхъ координатахъ. ь а 120. бы ИЕ въ пепрерывную 
р тен ТЪ ЛУРИ | ь ОТ $1) | х С . * 
оеребаят дут еек пров | Гааложеше вобще 
а ол | — Преобразоваше ряда 
динатамъ . . . . 12] : 
— дДифференщалъ УГ кривой в систем $ Ре „а За 
криволннейныхъ координатъ 128 8 2 2(#-|-1) 
— [ифференщалъ дуги кривой, нанесен- ь бра 
ной на поверхности. . . 126 |-- Юго выводятъ изъ разложентя 8 В"Ь 
Опредфлен1е ‚лифференйаловт ‘порядка _ ненрерывную дробь | 
выше перваго а оеОбАЗОвия а - 
— Вмяне независимой неремнной на диф- | реобразоване въ пепрерывную дробь 
ферешиалы порядка выше перваго 18 Е 
Дифференщалы.—Опредфлен1е длифференииа- и а.В д а (&«--1). Ве-о д 
ЛОБЪ а о для функ- тт с = 
щий отъ н5еколькихъ перемфнныхъ. 2 | р 
Распространене Е .. . 163 | и ры _ Е 
— Нредставлен!е дифференщала . носред- р РИО АВВ Е а 
ствомъ символической формулы 162 и 163 | — Ирнложене къ © ИК 
— Случай, когда перемфнныя не независи- `Дуга А Иск длинны дуги кри- 
МЫЯ ге с д. з д ЗО вой 
— Дифференщалы функщи отьъ нЪеколь- - Разность между ‘ду гою и ея хорхою есть 
кихъ не независимыхъ перемфнныхъ 164 безконечно-малая третьяго порядка. 
— Влмяше независимой перемфнной на диф- | — Длина дуги циклоиды. Е 
ференшалы порядка выше перваго 16": — "[лина дуги эволюты 
Дифференшалы порядка выше перваго.— '— Дифферентала, дуги кривой. 
А”у и 4”у—лвЪ безконечно-малыя 7-го | — дифференилалъ дуги циклоиды 
порядка, отношене р въ пре- ‚ — Анфференталъ дуги кривой въ поляр- 
дфлф равно 1... .. -... 19,  Ныхъь координатахъ. 
— Аифференшалы высшаго ‘порядка для к — Дифференшалъ дуги не плоской крввои, 
фувкий ОТЪ ОДНОЙ перемфняой 133 п 129 отнесеннои КъЪ в и 
— Дифференшалы я-го порядка для функ- тамъ. 
ши отъ двухъ перемфиных”; символн- => Дифференщаль ду ся кривой въ криво- 
ческое прелставлене. . . 162 линейных координатахъь. 
Дробь.—Иетинное значеше дроби, прнни- - Разность между безконечно-малою ду- 
о с гою я ея хорлою. . . т 
мающей видъ -. | .. 41 — Разноеть касательныхъ, проведенных 
— Случай, ког, а содержитъ р я въ концахъ дбезконечно-малой цуги н 
мЁнныя. . ., о 452 оканчивающихся въ точА$ ихъ вегрфчи. 
— Дробь, принимающая видъ > 458 п 454 — Разность между дугою и суммою каса- 


тельныхъ въ ел копцахт. .. .. 


рик 
5 ЗА 


о 
рить, 


420 
21 


42 
423 


$24. 


4:2) 
426 
А) 
428 


4: 


429 


430 
431 
482 
433 
18 
19 


20 

22 
118 
119 


120 


519 
558 


уч 





745 


ху 55 
Дюгамель (Ривате!). — Замфчане, относя- Дюпенъ Шарль (Спайез Вирт). — Важная й 
мееся кл» неирерывноств рядовъ . м теорема, относящаяся къ лишямъ крн- 
Дюпенъ Шарль (Спайез Вирт). — Что па- визны ортогональныхь поверхностей 68] 
зываетея индикатрисою. г 0: 638: — Поверхность, всф лини кривизны кото- 
— Соипряженныя касательный. 6 | рой—круги . и... 698 
3 
Зам$на. — Обиий принцииь относительно ЗамБна.—3амфна одной точки другою ири 
замфны безконечно-малыхъ ири разы- разыскан1и касательной и касательной 
скан пред$ловь огношешй или суммъь. 11 плоскости 13 ий 
И 
Измзнене (варащя). — Безконечно малое Индикатриса.—ЕКя употреблене для локаза- 
измфнен!е длины прямой лини. ; - тельства н-которыхъ теоремъ. 5538 и 645 
Индикатриса.—Опред$лен!е кривой, назван- И рее — Ея опредфле- 
ной „[юпеномъ (Фарш) индикатрисою 658 не | тов 9. 566 
В 
Карты географическя.— У казан1е необходи- | Координаты криволинейныя. — Разетояне 
мыхъЪ уеловй, чтобы карта была совер- между двумя безконечно-близкими точ- 
ненной. уе: 13Ё)}х ками въ енетем$ криволинейных ко- 
Касательныя.—Разстояше кривой до ея ка- ’  ординаль. . . -... 1 
сательной, на безконечно-маломъ раз- `’— Случай ортогональной системы. . 134 
сСГОЯЩи ОТЬ ТОЧКИ касанля, есть 0бе?- = Разстоян1е мевду Двумя точками на . 
конечно-малая второго порядка 8и9 данной поверхности. . . - 125 
— Услове, чтобы двЪ точки могли замфнять ‚ — Ириложене предыдущих Формулъ къ ы 
одна дру гую Ир разысканиг касатель- нолярнымъ координатам ._ . 12 
ной . 13; — Ириложеше къ системф. образуемой 
и Геометрическое опредфлене нъкоторыхъ | однофокусеными поверхностями второй 
касательныхъ . . Е ВЕ 14' стенени. еее 1 
— Угловой коэффитеинтт, касательной ра- „— Разетоянте между двумя оезконечно- 
венъ производной оть ординаты. . . 24 ОЛИЗВИМИ точками на поверхности вра- й 
— \равненме касательной къ плоской кри- щеня сс 
ВОЙ 3: Координаты криволинейныя ортогональ- 
— Касательная къ  ЦИКЛОИ. 15. 83 ныя.—Опредфлене параметровъ Й,, Й.. 
— Касательная къ эпициклоидф. 83. й., введенныхъ ]амэ (1.8116), которые 
— Задачи на касательныя. Ци 83. не изм5няютея вмфетф съ направле- й 
— Замфчане, относлщееея къ нфкоторымъ немъ осей . . . - - . 185 
залачамъ . №. 5%. - А В А о Кесаи т, 4. # — прямолинейных коорди- 
— Касательная къ кривой, уравнене ко- | наты точки и $. 6:; 6; — криволнней- 
торой дано въ полярныхъ координа- | ныя коордннаты, то 
тахь. . . 88 ах 1 4 | 
— Аналитическое. опред: ленте нЪкоторых чу" Ч: 183 
касательныхЪ . . . ва 5 33—89: р авы 
— Касательная къ крнвой. нанесенной на | — Выражене суммы 
шар. . . .. 5 @®- 93 а ‚а = 
— Разность касательных ‚проведенныхь въ +- 
концахъ безконечно-малой дуги и окан- а == 
чивающихеся въ точкВ ихъ ветрфчи. 51%! въ системБ ортогональвыхъь  криво- 
— Услове, чтобы прямыя были касатель-  _ | линейных координать . . . . 184 и 185 
ными къ одной п той же кривой. . . 53! Коши (СацсНу).— Составаене рада еходя- 
= Кратчайшее разстояе между двумя оед- щагоея ияи расходлящагоея одновре- 
конечно-олизкими касательнымя веегда ай] менно съ даннымъ рядомъ еъ иполо- 
ее яго порядка. . .. в, а . 1 кительными членами о в м 234 
— | азстоянте меду двумя оезконечно- а — Иризожену ЭТОЙ теоремы р Зо. 336 и Эт 
близкнми касательными о... 0% — Данный имъ остатокъ ряда ’Гойзора 2:4 
Координаты криволинейныя. - Дафферен- `’— Созданная имъ теомя вычетовь . . . 3 
аль дугн кривой въ к Криволинейныхъ  Коэффишенты неопред$ленные.— Приложе- 
координатах 123 в 16 | не къ разложению функиш въ ряды 324 
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Вывод формулы Тэйлора по методу пе- 
опредфленныхъ колффищентовъ 
Пазложешще 46045 а 
Разложене произведеня 


(1 - 2=)(1- 472)(1-- 272). 
Разложен1е произведеня 

(1-: 42)(1- 28)(1- 282). 
Разложеня произведен1я 


(1 <) (1-2) (1-2) 
Кривизна.—Родъ кривизны 
— Опредфлеше кривизны 
Центръ кривизны | 
Радиуеъ кривизны, его выражеше. 
Различныя выраженя одного н того же 
радуса для плоской кривой. 
ривизна илоской кривой въ точкЪ воз- 


врата 

— Рамусъ кривизны эллииса, ЦИКЛОНЫ, 
лотариомической спирали. 50-4 и 

— Рамхуеъ кривизны рулеты. 

— Кривизна ортогональныхь линй 

— Опредлен1е кривизны аи двоякой 
кривизны . 

— Радуеъ кривизны кривой `двоякой кри- 
визны . .. с ра 

— Свойство кривыхъ, кривизна которых 
постоянна. 

— Кривизна пормальнаго ‘съчени на по- 
верхности. 024 и 

— Кривизна наклоннаго съченя Е. 2 

— Кривизна какой-угодно лин!и, нанесен- 
ной на поверхности. . . . 630 и 


визны . . 

— Отношеве обфихъ. кривизну 

— Выражеюе для второй кривизны | 

Кривизна геодезическая.—Опредфлеше гео- 
дезической кривизны сферической лини. 

— Геодезическая кривизна малаго круга 

— Различныя выраженя геодезической кри- 
визны сферической лиши. . . . 

— Геодезическая кривизна пропорлональ- 
на разстоян!ю кривой до касательнаго 
къ ней большого круга 

— Опредфлеше теодезической кривизны на 
какой-угодно поверхности . . 


Кривизна ое второй кри- 


— Различныя выраженя геодезической кри- 


ВИНЫ 


Кривизна лини. — Опредфлене линНй кри- 
ВИЗНЫ 

— Ихъ дифференщальное уравнене р 

— Когда лимя кривизны общая для двухъ 
новерхностей, поверхности нерес$кают- 
ся подъ постоянным угломъ. . 

— Ляни кривизны соотв тствуютъ лиНЯмЪ 
кривизиы Въ преобразованя иосред- 
етвом взаимныхЪ радтусовъ-векторовъ. 

— Опредфлене лин кривизны поверхно- 
стей враценя . .. 

— Новерхность, лини кривизны ‘которой 
неолред$ленны.. (о. 


... . Уи 
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У 


| 











аа лини. — Пиши я Ллии- 
сопла ОН 
БН — Газвертывалони: ея ‘поверхности (К) 
_— Шиниг кривизны т огибающей 
32 | еферу (54-1 
| — Ражщуеъ кривизны. кана, зообразной ‘ио- 
| верхностн поетояненъ . (59) 
58! — Поверхность, всф линии кривизны кото- 
т рой круги. | 8 
'— Шоверхность, лини кривизны которых Ъ 
329 совнадаютуь съ главными оЪченями 100 
— Поверхности, вез линиг кривизны кото- 
$2 рыхЪ плосмля и расположены в па- 
498. раллельныхь плоскостяхъ | 40} 
4941 — Поверхность, всф лини кривизны кот орой 
495. нло и... Фи 106 
197 Кривизны главные ращусы. —Ихъ оиредфле- = _ 
не въ точкЪ поверхности 021 
= Снособъ ихъ нахожденя .. . 684 
| — ЗамЪфчательное выражене главнаго ра 
205 уса кривизны (51 
506! — Изящный методуь оиредфлен я произве- _ 
508. деня главныхъ ращусовъ | (35 
| Ирнложеше къ косымъ новерхнос сямь. 656 
578 | — Теорема Штурма (Зёигт) о нормаляхь _— 
поверхности . 658 
581 — Радусъ кривизны для развертываюищейся | 
| поверхности . 690 
вот |— Поверхность, оба главныхъ радтус а кри- _ 
| визны которой постоянны, есть сфера. 699 
633 | Кривизны кругъ.—Его Е .. 43 
0:29 | — Онъ перес$каетъ кривую. 496, 5 п 5 
‚— Разстояне кривой до ея круга криви: ны. 2521 
32| — Бругъ кривизны сферяческой лини. 534 
‚ — Полюсъ круга кривизны. . 545 
550 | — Опредфлеше круга кривизны кривой . 
58]: двоякой кривизны 285 
589 | — Узящныя формулы, данныя Серре. 5090 
`Кривыя двоякой кривизны. — Касательныя 
542 къ кривымъ двоякой кривизны | 9] 
243 — Нормальная пзоскость къ кривой `двоя- 
кой кривизны (ем. Кривизна, эволюты, 
ме и проч.) с. а 6-2 
' Кривыя огибающия.—Огибающая есть геоме- 
=) | трическое м$с сто послфдовательныхь пе- 
и огибаемой. 104 
И = У равнене огибающей системы кривыхъ. 105 
— Нъкоторыя приложен 109 и 110 
"19 | Кривыя плоскя.—Различене между частями. 
плоскости: внутренней и внфшней по 
р отнонтенпо къ кривой 82 
из Кривыя сферическия. —_Опредфлене `большо- 
965 го круга, касательнато въ данной 
точк$ ь об ЕЖЕ 98 
678 Куммеръ (Катетег).— Методь. ь длЯ ен 
о сходимости ряда . 243 и 244 
— Методъ для суммированя рядовтъ 255, 256 и 257 


683 | Кэлей (Сауеу). — Нриложене ормузы Ла- 


685 гранжа, къ разаоженио - За ‚ когда, из- 
> вфетгно разложение цзлых» степеней’ 
И о а 
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5$ 55 

Лагранжъ (Газтапее).—Остатокь ряда 'Гей- | Ламэ (атеё).-—Замфчательная формула, от- — 
лора. ре. 2 че носящаяся къ кривизнамъ двухъ ря- 

— Формула Лаграниа для раззоженя въ довъ ортогональныхъ лишй . . И 
ряду, ункци, опредфляемой уравне- — Аналогичная формула для кривыхъ, на- 
немь 2—= а - хо (=) ЗИ несенныхъ на сферЪ 558 

-- Обобщене, данное Ланласомъ (Гараее) 312'— Аналогичный формулы, относапцяся КЪ 

-- ПЛакимъ является ре по формулЪ какой угодно поверхности . .. . . 139 
загранжа | . м 313 | Лапласъ (Г арасе).— Данное имъ доказатель- | 

ы Второе доказать. тьетво, принадлежащее ство формулы Лагранжа 21] 
| КООИ (Часо01) : оо 1 № 214. сы А ОЩеНе формулы 312 

— Приложене ‘Вора КЬ разложенио ‚ Создатель теотли производяшихъ фУНЕ- 
Па о. хде 315 ии... . р в. 33 
Иризожкене формулы къ разложенио ‚— Онъ даль символическое выражение раз- о 

о \ п ложешя $(7 Я, угА) ...... 38% 
ЕР ВЕ 316 Лежандръ (Гебепаге).—Первый изучить из- 
1} и ]1 [д ) нфетныя функши, вытекаюпия изъ раз- 
| 

-- Разложене корня ны И сте- ложемя (1 — За - 2^)_ В К 351 
нени ыы И 31: `Лейбниць (Беп{2). — В разложенле 

— Разлощене корня уравневя 7 о | ———— изъ теорли сложныхъь процен- 

Ч ах—5=0 р. 318, 1—2”) 
— Разложене корня уравнения а) = а, с — Тов . . о... 2 
+ а? + На, пена 319: Лувиль В В, называется геоде- 
зическою кривнзною . . . 2 
оо | Жь когда извфетно раз- ‚ Логарифмическая а разу съ кри- и 
ф (2) ВИЗНЫ ь ь г - 5 
ложеше цлыхъ степеней 9 (2) . 320. — Ея эволюта 582 

— Символическое выражевше ряда Тейлора 343. ' Логарифмы.—Изслфловаше ‹фх НЕ 1 11 =) 

— Распространене формулы на функциг когда #—мннмое . . Э4: 
отъ двухъ перемфнныхъ . . 59: | — Раззложене 1(1— 2). когда #—мнимое ЗВ1 

М 

Маклоренъ (Масаиип) — Ряжь, обычно име- ‚Махипа и шиита. — Распространете. на 
нуемый теоремою Маклорена 278. функц отъ какого-уголно чиеза пэре- 
Доказательство теоремы Маклорена, по мМФнныхЪ . . . р .. 382 
методу неопредзленныхъ коеффищшен- — Махита и шшта неявных «ох НкШ 31 
о: г м а это Мангеймьъ (МаппНет). — Доказательство 

Махита п мнима. — Опредьлене тахНпип?а теоремы „[юпена относительно поверхно- 
функщи отъ одной перемфнной 41:2. сти, линш кривизны которой круговыя 09% 

— Условя шахипиш’а и шнитают`а | «3. Мёрфи (МагрВу).— Изящное призожене тео- 

—— Кратчайшее Е точки до кри- ремы Таэйлора. ЗО 
вой. . . . . (.. . Чи 419, Монжъ (Мопее).— — Характеристическое свой- 

— Условя тахнииш’а или пупипит’а для ство прямыхъ, нормальныхъ къ одной 
функщй отъ двухъ перем$нныхъь . 480 | той же поверхностн. . . . о 

Н 

НеопредЖленности. — „[роби, принамаюпия ‚ Пормаль. — Уравнене вы къ плоской 

ВИТЬ ь . . ` . . . . . . 451 Ц 12. кривой. з г С й м ". 2 > й 8 И +9 
о | ‚ -— Углы, составаенные нормазью къ июекой 

— Дроби, иринимаюния видъ —- . 58 и 45. кривой еъ осями коорхинать . . .. 31 
— Друме виды неопрехфленноетей . 456 — р м а. а а 52 

— Унотреблеюме рядовъ для нахожденя ь ее о м в 
истиннаго значены неопредЪленностн +458 и 161 — орон реа ке: _ 

Непрерывность . — У слове ии у _ — Разяичеше межзу РН нормазьь 
Човь. . . ва .. 568 и вншнею . . . ь. а 6 
- Доказательство теоремы: Абели. д. . №5 — Не существуетъ, вообще, цоверхности. 

— №елн рящъ, расположенный по степенямт, нормальной къ данному вучку пру- 

ы еходяцийся для нфкоторыхъ значення мыхЪъ . . .. а ва о 
‚ то то же справедливо и для его пронз- ‚ — Необходимое услове ‘дая су ществованы 
и, ыы а Со 2-2 О такой иоверхности ........ 6 
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свойство 
нормалей къ поверхности. . .. 

— Выражене угловъ, характеризующих 
направлен1е нормали въ смежности с'ь 
данною точкою 

— Могда лучи, нормальные къ поверхности, 
преломлены, то, какова бы ин была по- 
верхность, раздфляющая средины, они 
остаются нормальными къ одной ин той- 
же поверхности 

— Поверхность, касательная к нормалямть 
данной поверхности. 

— Эта поверхность имЪетъ двЪ полы, `кото- 
рыя, видимыя изь какой-нибудь точки 
пространства, кажутся и 
эя полъ прямымъ угломъ 

— Когда нормали поверхности касательны 


Нормаль. — Характеристическое 


Обозначене символическое. --- Символиче- 
ское представлеше ряда Тэйлора 

— Прнложеюше символнческаго обозначен1я 
къ разложению ф (5 -- й) —х (1) 


Доказательство теоремы Гершеля (Негз- 
СВЕ 3 а. о > с м 


Округленя (точки).—Ихъ опредЗлене 
— Нужно два У ДлЯ ИХЪ ре 
лен1я о. %.. № г 


Опредьлители, —Опретфаене 

— Услове, чтобы опредфлитель равнялся 
нулю . . 

— Произведен1е двухъ опредфлителей 

— Опред$лене фу нкцональнаго опредфли- 


теля . 

— Опредфлене, ‘аналогичное. опрелфленно 
пронзводной . 

— Необходимое и достаточное `услове, 
чтобы функщональный  опрел$лнтелт, 
равнялся нулю ...... . 131 

— Опредфлитель системы функщй отъ 
функшй . . . ) 

— Опрелфлитель системы обратных» Фу Нк- 
щи . 


— Приведен1е фу нкшональнаго опредфаи- 
теля къ одночлену 
— При развертыван!н опредфлителя систе- 
мы двухъ функд отъ перемфнныхъ х 





Падула (Радша). чане, относящееся 
| КЪ особеннымгъ точкамъ . ь 
ПеремЪнная независимая.— Влише незавя- 
‚ еимой перем$нной на дифференщалы 
порядка выше перваго . 
— Замфна независимой перемфнной 
— Случай многихъ независимыхъ рр 
ныхъ . 
— Замфна независимой перемфнной Н ри вы- 
чисяени вычета .’ | 
Перем$нныья. — Одновременная: ‚амфнавефхъ 
перем нныхъ ........ 


Ф * Ф 


2 


| 
о а 
къ сфер, онф также касательны Ку» ко- 
50 нусу а 


= 


Нормаль главная. №я опредфлеше 
Вычислене угловъ, образуемых ею с’ь 
осями 
Поверхность, служащая геометриче- 
скимъ м$фетомъ главныхь нормалей. 
Главныя нормали ие касательны къ од- 
ной и той же кривой 
- Кралчайшее разстояние между дву мя без- 
конечно-близкими главными нормалями 

— Главная нормалт, эволюты кривой. 
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| Пормальная плоскость.—- Нормальная нло- 

скость къ кривой двоякой кривизны 
-- Уравнене нормальной плоскости къ кри- 
вой двоякой кривизны. 


0 


615 





и у, предетавляюнай его рядъ не содер- 
3-3 1 

жить член 

ит еновЪ СЪ у 


544 Ортогональныя кривыя. --Разетояне между 


НЕ цвумя безконечно-близкими кривымн 
545 | -- Выражене радлуса кривизны в'ь функщи 
695 коэффищентовъ разетояния между двумя 
смежными точками 
635 —- Теорема Лама (латов) объ измнени кри- 
| 


а визнъ двухъ снетемъ плоских о 
63 | нальных'Ъ кривыхь . 


`—- Законъ измфневшя сторонъ прямоуголь- 





69 никовъ, на которые и илос- 
0. Кость 
ты Ортогональныя кКривыя `на сфер; тео- 
11. ремы, аналогичныя тфмъ, которыя от- 
носятея къ плоскимъ кривымъь 256 
2|— Аналогичная теорема, относящаяся къ 
лишямъ, нанесеннымь на какихЪ-ни- 
ее будь поверхностях. 
(4 |.-- Теорема Дюнена (Бир) 





Особенныя точки.--Ихль опредзлеше . 
т -- Ихъ аналитическй признак 

‚ »еднненныя точки 
Точки возврата перваго рода 
к Точки возврата второго рода 

| 

| 


| 





Замфчан1е, относящееся къ разысканйю 
особенныхь точекъ. . г 
— Особенныя точки поверхностей. 


П 


ПеремВнныя.— Одновременная замВна функ- 


в 
| рых» она зависитъ . . .. 
Плоскость касательная. — Геометрическое 
136 доказательство существовая касатель- 
169 | ной плоскостн въ точкЪ поверхности 
‚ — Касательная плоскость къ поверхностина- 
176 ходится на безконечно-маломъ разстоя- 
и 





ни второго порядка отЪ всякой точки по- 
верхности, безконечно- близкой КЪ точкъ 
касаня. 

113 |-- Услове, чтобы одну точку. можно было 


ци и двухь неремфнныхъь, оть кото- 


у: 
У: 


(64) 


ЭТ 
296 
597 


6000 
613 


92 


398 


501 


508 


511 


514 


56] 


139 
681 
46> 
403 
464 
464 
465 


468 
469 


15 


16 


замЪнить другою при опредфлени ка- 
сательной илоскости 
-— Геометрическое опредфлене нфкоторыхл 


касательныхь плоскостей 
— Уравнене плоскости, касательной къ 
поверхности . 


— Опредфлене нкоториху касательныхъ 

нлоскостей = 

зам чане, осносящеес: 1 К 

задачамъ . 

- Касательная плоскость 

поверхности . 

-- Случай, когда линейчатая поверхность-— 
развертывающаяся 

Площадь, взятая на плоскости. — `1ифферен- 
аль площади, взятой на плоскости, въ 
прямолинейных ‘координатах 

-- Въ полярных, координатахъ 
Выражене въ ипрямолинейныхъ коорди- 
натахъ предыдунаго дифференщата 

Поверхности. —- Шоверхность свЪтовыхъ 
волнНЪ 

— Особенныя точки поверхностей, ихъ об- 
ИИ аналитическтй иризнакъ 
‚ Бонусь, касательный къ новерхности в 
особенной точкЪ а 
— Лин, по которымъ поверхность касается 
одной и той же плоскости | 

Поверхности каналообразныя. — Каналооб- 
разныя поверхности, рзазсматриваемыя, 
какь огибаюния ....... . 

—- Ихъ уравненя въ частныхь производных 

Поверхности коническя.—Опред$лене ка- 
сательной плоскости, уравненте въ част- 
НЫХЪ производных а : 

Поверхности коноиды.— Ихъ уравнеше. ВЪ 
частныхЪ производныхь . ..... 

Поверхности косыя съ направляющею плос- 
костью.—-Ихъ уравнен1е въ частныхъ 
производных . . . 

Поверхности кривыя.--У равнеше плоскости 
ааа къ поверхности 
Уравнен!е нормали . . . 

— — Раззичене между внутреннею нормазью 
н внфшнею ...... а 
Уравнене въ частныхъ производных 
цилиндрической поверхности 

Поверхности линейчатыя.— Закон'ь, по Ко- 
торому перем$щается касательная ило- 
скость вдоль производящей . 

— Услове, чтобы касательная пЛОСКоСтЬ 
была бы одно и тОЮ-Же влолу ны 
дящей . . . ее: ли: 

— Ихъ уравнене въ частныхъ. производ- 
НЫ . . 2. 

Поверхности огибающия. — Поверхность, огн- 
бающая рядъ поверхностей, уравневе 
которыхъ содержитъ произвольный па- 
‘раметръ, есть геометрическое м$сто 
пересфченй каждой изъ нихъ съ емеж- 
о поверхностью . . ха 
У равнен1е огибающей поверхности =. 8 

— — Поверхность, огибающая радъ поверх- 
ностей, уравнен1я которыхъ содержать 
два параметра. ....... 


и редыдущим”ь 


К ть линейч атой 


% & 


' Поверхности огибающия.— Развертываюния- 
№“ ся новерхности. | 
| Поверхности однофокусныя второй степени. 


Тв Система криволинейныхъ координатъ 
’°  Доставляемая этими поверхностями. . 
94. — Разстояше между двумя безконечно-близ- 


Кими Точками въ этой системЪ 


98 и 99 ' Поверхности развертываюцщияся.—Разверты- 


ваюиияся поверхности, разематривае- 
100. мыя, какъ огибаюпця . . 
’— Ихъ уравненйе въ частныхъ производ- 
102. НЫЛЪ г & о д 
‚ - ‘Го же уравнене, Выводимое изъ харак- 
108]. теристическаго свойства развертываю- 
| нихся поверхностей . . з 
‹ Поверхности вращеня.—Нормаль къ поверх- 
114 ности вращеня встр$чаетъ ось 
116. — Разетояне между двумя безконечно-близ- 
кими точками поверхности вращеня 
]1]7!-- Ея уравнен1е въ частныхъ произвол- 
| ных . . . ь 
111 ‚ Поверхность, образуемая движемемъ нЪко- 
| торой прямой, скользящей по непод- 
469 вижной прямой.—Ея уравненше въ част- 


гыхь произволныхь ... .. 
+0. ‚ Подкасательная.— Выражение нодкасатель- 


НОВ: хх. ОА. 2 Ра а 
4'] —- Кя выражене въ полярныхъ координа- 
тахъ . . гы м 
Поднормаль.-- Опрелфлене полнормали ы м: 
113.-- Выражен!е поднормали въ ирямозиней- 
213: ныхъ координатахъ . . ое ЕТ 
‘-- Выражене лиши, называемой поднор- 

| малью въ полярныхъ коорлинатахъ 
203 'Постоянныя произвольныя. — Исключене 
произвольной постоянной. . . . . . 
205.- Исключене какого-утодно числа по- 

етоянных”ь 
‹— Неключене двухъ постоянныхъ для со- 
208: ставленя уравнешя въ частныхъ про- 

| изводныхь . . . . ито 3 

94 -- Исключее ж постоянныхъ въ уравне- 
95 ши съ такамъ же членомъ независи- 
_: мыхъ неремфнныхъ. . . . .-.. . - 
36; Преобразованя посредствомъ взаимныхъ 


радусовъ-векторовъ.—Ливи кривизны 
поверхности, получаемой послЪ преоб- 
разовавля, соотвфтетвуютъ линамъ крни- 
визны данной поверхности . . . 
102 | Произведеня безконечныя. — Разложене въ 
‚  рядъ произведеня 
и (1-- 285) (1 - 234) (1 + 23=). . 
198 | — Разложеюте произвеленя 
тот (1 22) а + э)а-2). . . 
 — Разложене произведен я 
(1+ 2) (1 + =) (1 + #9 
— Разложете произведетя 
(1 —2)(1— 21—22) . .. 
— Разложеше ее“ въ произведеше. . . . 
— Услоне сходимостн произведетя 
(1 а,) (1 Г а.)...П-а,)..., 
| ГБ а, а...-.,@,,... — вещественные в 
одного знака . . .. о 
' — Раковы бы ни быан знаки  чнеель 


| 
| 
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750 








У 5 
<, 2, ..., аи...) Произве; и -- Пронзводная 0т”ь пеявной я 
|} е СЯ » ) \) ‘ | т. ! УН [ . . . 5 . . . . . Р 
цееея, когда оба ряда и (дучай двухь уравнешй есь двумя ис- 
м ое п | изветными (7 
ат эн... ран... ‚— Случай какого- угодно числа у равнений . (35 
еходянцеся о. ЧИ! -— Случай нъеколькихь независимых не- 
Произведена, р ИЗЪ МНИМЫХЪ — ремзнныху. о бр и 6 
множителей 408 — Беегда существует, функция, Иронзвод- . 
— ВЗыражеше $12 подъ видом ь безконеч- ная от" которой равна данной функции .  ПЬ 
наго пронзведеня. 04 | — ОпредЗлеше производных порядка выше 
— Выражене со5х. 405 перваго. 182 
| _ 6055 — 05а ых Посафдовательныя произво: ЦНыЯ О иро- 
р Выраженше 165 406 изведен1я 1280 
О — Послфдовательныя пропаводныя функц 
-_ Зыражень 60552 -- с05а 406 отъ функции. 1-40 
1-- соза | — Нослфдовательныйя производных о 
: Е к Я < 2. а а. во сы © Фщлй 24 142 
— Выражеве с035 --{а15 5- и $ 407 $ | 1 
- — » — —92)"—. 
С у 1 _! — Вычиеслеше а” (1х ) а 143 
— Выражене с0$1 — со 5. @ зп 40: | дл? 
| К 
х — т. : ` 
„.22а, @’—@ ‚| — Производныя порядка выше нерваго для 
— Выражене 9 о функий отъ нЪеколькихъ  поремфён- 
+ е-* а НЫХЪ. сх о обе мы 
— Выражеше —^—“—__. 408 | — Порядокъ, въ которомъ берутея двЪ но- 
| слфдоватеньныя ироизводныя, безразли- 
й 2 | слфдова ироизводныя, безраз 
— замфчательное выражеше ДАЯ г ВЪ вил ченъ. . 160) 
оезконечнаго произведенля 416 | — Производныя высшаго порядка ‘отъ не- | 
Производныя.—Опредфлене производной. . Зи 23 явных функши . ...... №1 0 
— Производная отъ ординаты есть вы м в вое" „“з)* ха 
коэффишентьъ касательной 24| — защное выражене 0% 301 
— Пропзводная отъ простыхъ фу НКЦ (958 о _ 
— Производная отъ я" , Производныя какого - угодно порядка 
, " *> (6. 
ие о х 27 ункши от функции ке 4 ОН 
еее: и Числовыя значены ифкоторыхь произ: 
Н а 57} водных, когда неремфнная обралцается 
— Производная отъ зшх в р — 146—155 
— Производная отъ ©0315 0 и: В: = 
— а отъ 2162. . и 31 | Производныя частныя. — Опредлен!е чает- 
— Производныя отъ обратныхъ фу нкцШ 82-35 о производныхь перваго порядка 20 
ыы Нроинзводныя ОТЪ агс$т : Зн 145 Гастная пронзводная отъ данной функ- 
— Производная отъ агсс05х 31 цш, взятая по данной перемфнной, яв- 
= Производныя ОТЪ аг@апех. Зи 144 ллется опред ленною только тогда, 
ее т функщи ОТЪ функтйй. 26—37 когда даютсл остальныя перемфнныя, 
перемнною нъеколькими иромежуточ- численш производной . . ЭТ и 52 
ными функтямн . . . .. 38 | Пуансо (Ро!п$01).---Онъ первый устранилт, 
— Производная отъ произведеня 39 трудности, отоосяпаяея къ разложе- 
— Производная отъ частнаго. . а 40 ям‘ь $1175 и ©0$7 въ ряды, расно- 
— Производная отъ степени. . .. . а ложенные по степенямъ зшх и с05х 298 
РИ Производная отТЪ выражен!я вида, и’. . 42 = Онъ первый ТОЧНО опредфлих' ь харак- 
— \потребленле производныхъ при изел$до- а а м КЪ разло- ыы 
вантя функшй . . . и Тловых" эб5 
— Порядокъ величины безконечно - мазой | Пуассонъ (Ро!5зоп). — Возражеше на фор- 
‚ производной . в. За 45. мулу 
— Чаетныя пронзводныя; НХ опрелфлене. 50 (2 е08 2)" —= созтх + теоз(т — а 
— Производная отъ сложной функши .. 58 данную Эйлеромтъ (Ее. г... 384 
Развертываюнняся поверхности. — Свойетво ‹ Робертсъ Вилльямъ (\МШат КоБек$). —Си- 
имЪть безконечно-большой ражусь кри- отемы кривыхь, нерескающихся подъ 
визны характериетично дая разверты- ностояннымъ угломъ . . 40 


вающихея поверхностей ..... 





698 | Родригъ (О. Код ез).—Онъ первый даль 


Годригъ` (О. Кодпвие$). 


Рошъ (КосВе). -- 


Рулета. 


замфчательное выражено 
обозначаемой черезь Х,. | 
- Ларактериетиче- 
ское свойство лишй кривизны. 

Онъь даль выражене 
татка рада Гэйлора. . . 
-- Радуеъ кривизны какой- уго: Но 
|»: еты. 


яля фуцкцих. 


0С.- 


Ряды. — Онредф лее сходящагоси и расхо- 


дищагося ряда. . : | 


_ Непосредственное сум мироваше. ивкото- 


рыхь рядовуь. 22]. 222, 2223. 
(‘уммироваше ифкоторыхъ рядовъь но- 
средетвомь разложентя в’ болфе про- 
етые ряды. 225 и 


Преобразоване Эй. тера дли рядовь, рае- 
положениыхл, По етенеиямъ ху. . . 
Необходимость, употреблять при иреды- 
дущемъ иреобразовани только еходя- 
ицеся ряды . .. р а 
Любопытное замфчанше по том Новодх 
Второе доказательство, дающее предфлъ 
допускаемой ошибки в 
(‘уммироваше по метолу С тирлинга 253 
Методъ Куммера . . . 255. 256 
Перемножене лвухъ рядовъ еъ веще- 
ственными и положительными членами 
Перемножене двухъ рядовъ, мозули 
членовъ которыхъ образуютъ сходя- 
ниеея ряды... . 


- Разложеше а. ое к ва 


Разложене (1-х) ща 
Особенность этого ряда при 4—1, когда 
члены егру ты изветнымъ обра- 
Зомъ. . . . 


2) о 


Разложене (1 - 

\ слове сходимости предыдх цаго. .й ила 
при а. ь а : 
Изъ разложешя (1-—- д)" можно вывести 


разложен1е Их). а 
Изъ него же равнымъ образом можно 
вывести разложене ‘агезтх . 


А также разложеню `(1— Зая-- а?) 


Опред$леше и выракене функции. на- 
зываемой Х,. орд. 2 
‚< Разложеше ле, г д а ма 
Разложенте с0$х. (и 
Разложене созтх въ радъ но степе- 
НЯМЪ ПИ с ое 
?азложене 511757 въ рядъ по степенямъ 
5шх. . . г би 


Отсюда выводится разложеше. х въ ряд 
по стененямъ зщ... га 

Гакже выводятся отеюда разло женя зат 
н 6085 въ ряды по стененямь 2. . 


Разложеше УВ въ рить но степенямль 
т 
с0$ 

таасх 
Разаожеше 
Разложенте 
зазложене 
Разожете 


атсапо я ЗЕ о 
а сапе х-- 1). ГИ 
агсзшх. о 
(агезшх) 


и 
#15 


= 
— 


.).) 


\х 


669 


[54 
‘ 


{. 


506. 


-2:2() 


221 


_ 226 


250. 


511 


251 


202. 
25-1 . 


2504. 


269. 


20) 


280 


28] 


| 


252 


258. 
НЕ 
285 


238 | 


о 


289: 


к) 


мВ 


203 


Ряды.— Разложене 2с0х 


—. Разложение 


—— 


24: 


жю. 


и. 
300. 

ЗО 
302 ' 


4 \-» 
еж) 


х х 
ея: И . ЕЕ: 
Г - 1 


& —1 
Различныя разложеня, выводимыя- 
разложетя хеоёх. 
Рядъ Бернулли. . 
р 


Ириложене ряда Бернулли къ чпеловому 


ИЗЪ. 


— 


выч сленпо И 2 ин у: га Фо ы 


Рядъ Лагранжа. . . : 

Обобщене предыдущей “рормулы 
Корни уравнешя 2=а 1 2$(2). 

Когда функшя развертывается въ рядъ, 
расположенный по степенямъ х, разло- 
жене производной не содержитъ члена 


© Ъ > + > «` ‚ Ф х - > - з‚ ® 


й 
Доказательетво формулы Шагранжа, дан- 
ное Дкоби. 
1 


Разложеше (1 — ах - 41°) 2. выводимое 
изъ формулы Лагранжа . . . . . 
о `Ё 


УТ) 

Корень м: второй степени, раз- 
вернутый по формул Лагранжа. . 
Корень уравнешя "т? -- ах —Ь—=0. 
Корень уравнения 


* 








/ 
Раз ложене в 


и 
Х , 


. а 
развернутый по стененямь а, 
Теорема Кэлеи (Са\уеу). м 3 
Рядъ Бурмана (Вагтапп). ..... 
Приложеше къ разложению г“ въ рялъ 


но степенямъ 26°. 
Рядъ Абеля . . . р ‚© 
Разложене въ ралъ нъкоторыхъ безко. 
нечныхъ произведеши . . . . 
з-ай степень ряда. . . и 
'Георема ‚)Изенитейна. доказанвая Силь. 
вестромъ `(Зу|уезвег). ...... 
Рядъ Стирлинга (ЗагНае). . . 
Формула Буля (Воше) | 

Формулы Чебышева (Тевеысне!) 
Предвлы. ви$ которыхъ разложене функ- 
И въ рядъ но етененимъ неремфнной 
Невозмовно . . . -е 
Разложеше КТ- 5) при ‘5 МНИМОМЪ 
ен и Ь, ВыЫвВОдНМмыЙй изъ 
предызущаго. (ее. 


Я -г (45 -— 9557 -—-.. ы 


Разложене (1 =)” при & мнимомъ . . 
Разложение - в № > № а 
кЯ 
“ — 
Разлокеще алех и созесх . 
1 


Разложеше (1 -— 22-27) *, выражеше 
‚Ко урфищентовъ . .. ме. 
азложеще функции, ооред%: немой урав- 

нентемуъь 
| {апау — с052 .1авох. . . . 


306 
309 


0 
311 
212 

3]8 


319 
52) 
32] 


32 
323 


52:—330 


331 
332 
333 
аи 
335 


3:9 
381 


3 


5340 


152 


7/2 
Г: 


Ряды.—Доказательство формулъ 











] 1 
О 
хх т+-х 1п-—х т | 
1 1 
{ап55 =: — ов: > Ахен 
‘- ы.. 7; 4ь -- т 3= д 
2 2 о 
Е. о: 1 ао 409 
зп а а 1—а 1-4 
— Доказательство разложевшя 
с* 1 1 
р 410 
{оказательство рядовъ. 
к ] ] 
—=Е—— Е: . 
4 3 э 
=“ 1 1 
Е: ) 
8 3 5 
т3 ] 1 
32 33 т 53 
— Разложене 12° въ рядъ по стененямъ 
5х. .. з:3 . 45 
— Н>которые ряды, выводимые изъ теор! 
а г м : + 


У потреблене рядовъ для нахожденя ис- 

тяннаго значен1я неопредфленностей 458—461 

Ряды мнимые. — Услове сходимости мни- 
маго ряда. 

— Радъ 


1% 
г ат вах... вах +..., 


249 


| иалоте; 


В КОТОрОм'Ь @, @1, ..., @, умень- 


, еходяпийея при веяком'ь мни- 
мом’ь значенш х, молужь котораго есть 
едиинца Тс о 2 ая 
Ряды, расположенные по степенямъ пере- 
мЪънной.— Веяк рядъ, расположенный 
но степенямь перемфнной, члены кото- 
раго не возрастаютъ безкопечно при 
х—4., сходящийея при значению мо- 
дуль котораго меньше модуля 2%, . 
Кругъ сходимости. ма в 
Юели радъ, расположенный ‘по стеие- 
нямъ 4, сходяпайся при нфкоторомъ 
значениг 1 то т5мъ самымъ онъ яв- 
ллетея сходящимея ирн веякомъ зна- 
ченли для х е'ь меньшимъ модлулемъ 
Теорема Абеля, относящаяея къ о 
рывности этихъ рядовъ 
Два ряда, расположенные по стененямъ 
х, не могутъ быть равны для значенй, 
содержащихся между двумя данными 
пред$лами, иначе какъ тождественно 
Ряды расходящеся.—Нелфпыя сл детв1я, къ 
которымъ можетъ повести введеше рас- 
ходящихея рядовь въ вычисленя 
Ряды съ членами поперем$нно положитель- 
ными иотрицательными.— Рядъ-—всегда. 
сходяпийся, если абсолютныя значеня 
его членовъ образуютъ конечный рядъ 
— Теорема, обратная предыдущей, не всегда 
справедлива 
— Вшяше порядка 


членовъ_ сходящагося 
ряда а | 


С 


‚. Серре (Зегге):; — Формула Стираннга для 
выраженя произведеня 1.2... п, выве- 


денная изъ формулы Валлиса . 417 
— Изащныя формулы, относлодяся кл к рн- 
вымъ двоякой кривизны . 590 
Сильвестръ, (Зу!уе$4ег). — Доказательство 
теоремы Эйзенштейна (Е 1зепзет) 882 
Символическое выражене.— Символическое = 
‘выражене разложеня 
$(х-- Я. УК). .. 396 
СНОЕИ о — Разность между угломъ, 
составляемымь хордою съ касательною, 
и половиною угла смежности 518 
Соприкасающаяся плоскость. — Ея опредф- 
лее. . . 562-— 566 || 
— Уголь между соприкасающеюся илос- 
костью и смежною касательною есть 
безконечно-малая второго порядка . . 50 
— Перес$чене соприкасающейся плоскоети — 
со смежною касательною . 26 
— ПересБчете двухъ безконечно- “близкихь | 
соприкасающихея плоскостей . .. 269 


— 'Пересфчен1е трех’ безконечно-бдизкихь 
‚  @оприкавающихся илоекостей 4; . 9 
— Огибакндая паверхноеть сотрикасающих: 

сея нлоскостей .’. . . 
— 5 р соприкасающейся плоекоети. 


» 


Соприкасающаяся плоскость .—Соприкасаю- 
щаяся плоскость винтовой лини . . 

— Ось . соприкасающейся плоскости есжь 
‚ пересфчене двухъ смежныхь нормаль- 
°ныхъ плоскостей. 

— Разстояне кривой то соприхасакицейся 
плоскости. 

Соприкасающаяся ыы $] `опредфлене. 

— Опредфлене ея центра и ражуса. . 608— 

Соприкасающийся кругъ. — Опредфаене со- 

’ прикасающалося круга. 

— Представяяется въ случа® кратчайнгаго 
разетояная до кривой : 
- Онъ не отличается отъ круга кривизны 

— — Соприкасающийся кругъ кривой дволкой 
кривизны не отличается от крут а 


визны .... | 

Соприкасающяся кривыя. — ИХ ‘опреза- 
леше. ... Аа =. 

Соприкосновеше.— - Опрех дене Оо со- 


прикосновеня . . 2... 588 н 
Стирлингъ (585). — Суммирован!е рада, 
даннаго имь зъ его труд$ о РО 


я ваши ридовъ. . . . 3 
‚--- Методь суммированя рядов съ. ноло- 
Г жительными членами ‚.... 


Ух. 
мл: 


2.9) 


-25)() 
`6 


228 


65 


268 


228 


№ 


240 
241 
248 


576 


598 
608 
601 
606 

10. 
474 
540 


283 
. ? 
1 


534 


22 


ада Даю боры 


208 


Стирлингъ (ИГ! 5).— 
- Замфчательная формула для приближен- 


Ридь С тирлинга . 


наго выраженля произведеня 1.2.3... 


сходимость. — Когда члены положительны, 


— Услов1е сходимости, 


— Сходимоеть 


необходимое и достаточное условше схо- 
димости заключается въ томъ, чтобы 
сумма не увеличивалась безпредфльно 
выводимое изъ от- 
ношен1я члена къ его предшествующему 
ряда съ положительными 
членами, облий членъ котораго ип 
| 1 


зависитъ отъ предфла и,” 


- Сходимость рядовъ съ положительными 


членами. Юели м, — обпий членъ ряда 
съ, положительными членами, то дли схо- 
димости необходюмо, чтобы йи„, стремн- 
лось КЪ нулю } : 
Обратная этой теорема не всегда `‘спра- 


ведлива; любопытное по этому поводу 
замфчане Абеля 


Ф 


‚ Составлене ряда сходящагося ни расс- 


ходящатосл одновременно съ даннымЪъ 
рядомъ съ положительными членамп 


- Приложенще къ усломямъ сходимости 


ряда . 235 
(‘оставлене нЪкоторыхъ ‘функций ОТЪ 
общаго члена, предфлъ которыхъ, если 


Тэйлора (Тау1ог) теорема.— Доказательство 


Гэйлора 


- Зыражен1е остатка, ряда, данное Лагран: 


‘кемъ 

Второй видъ остатка, данный Коши . 
Гретлй видъ остатка, данный Шаёмиль- 
ХОМЪ, „с; хх. 

Безконечно-малое приращение у НКЦ, 
выводимое изъ теоремы 'Гэйлора. . 
Георемы, относяпаяся къ приращенио 

какой-угодно непрерывной нею 


‚ Ирнаожеще къ разложенио а” 


Ирнхожене къ разложенио 11-65). 
Ирнложене теоремы и КЪ ру 
кеншю зшх .. .. ме = & 
Разложеюще со5х. 
?азложене созтх 
НЯмМЪ $тх. 
Разложеше эатх 
нямъ зшх. .. 
Разлокеше созтх 
НЯМЪ 6055. . . 


по степе- 
въ рядъ но степе- 


но степе- 


- ` ъ ® 


въ рядъ 


въ рядъ 


Уравненя въ частныхъ производныхъ.— 


— Составлеше уравневя въ частныхъ днф- 


- Полученное 


Нсключене произвольной функция 


ферннилалахъ посредествомъ исключеня 
двухъ постоянвыхъ . . 


уравнеше — бол5е общее, 
ЧфмЪ ТО, изъ котораго оно получено . 


онъ отличается -отъ единицы, даетъ 
возможность рфшить вопросъ о сходи- 
мости или расходимости ряда. 238 
Правило Гаусса. 
Методъ КБуммера ка 243 
Кругъ сходимости. Что называется кру- 
гомъ сходимости рада. . | 

(СХОлиМоСТЬ бе: зконечныхъ произведенй 


вида 
(В - <,) (1-Е 4)...(1- а), 

ГД 4. 9, ., @, вещественны 
ного знака | 
— Случай, когда вторые чдены, `всегла ве- 

цественные, не одного и того же знака 
— Сходимость безконечнаго произведеня, 
множители котораго—мнимые . 


220 


И 0Д- 


23] 





— 


— Рядъ, даюиий ‚ перестаетъ быть 


| 

| сходящимся, когда 42 превышаетъ 2х, 

но, тфмъ не менфе, можетъ служить 

для чиеленнаго вычиеленая 

| СБченя главныя—Ихъ опредфлене 

'— Сплособъ ихъ опредфаять . .. 

234! — Замфчательное соотношеше между ‘изм &- 
нетями, относятинмися къ двумъ пере- 

236 мъщенямъ по главнымъ с5чешямъ. . 

— Поверхность, лини кривизны которой 

совпадаютъ съ главными сЪчешями. 


Т 


‚ Тэйлора(Тау1ог) теорема. — Разложенте зи 
вЪ раялъ по степенямъ 05%. . .. 


Замф чаше относительно предылущихъ 


278. рядовъ. . . . . .- 
244 
_ | — Разложене въ рядъ по степе- 
245. с05"' 
ыы намъ апт. . . . 
210, — Разложене агфапехт. 
ВЕ | — Разложеще агеало (5-й). ..... 
=. — Различныя сядет изъ этой формулы 
280. — Разложеще агсзшх . . о м Ф в 
281; — Разложеве (агез 2). о 
‚ — Разложеще хсоёх а а 
289! С х 
290, — Разложене —_— п ———. . : 
г—1 е-1 
291: — Распроетранете ряда 'Тэйлора на фувк- 
| ци отъ двухъ перембнныхь ... о. 
299; — Выражене остатка. . . з 
‘ — Резконечно-мазое приращене функлы 
296 отъ двухъ перемфнныхъь. . . 
у 
| Уравнемя въ частныхъ производныхъ.— 
18: | Составлеше безконечнаго числа рЬше- 
Нан, отанчныхъ отъ ршенй, содержа- 
нЕ щихся въ первообразномъ уравнен1я : 
191 | — Распространеше на функши отъ ка- 


°’  Кого-угодно чиела перем$нныхъ . . . 
192 | — Неключене # произвольныхъ функции, 


7 


753 
33 


и 241 
242 


261 


401 
408 


418 
627 


636. 


р 


1 


391 
392 


198 
196 


754 


ВХОДЯЩИХЪ ВЪ &—-1 совмфетныхъ урав- 

ней. .... Е 
Уравненя въ частныхъ производныхъ.— 
зслЪдоване особато случая, представ- 
ляющахгося всяк разъ, какъ уравне- 
н1е, полученное въ частныхъ диффе- 
ренталахъ, перваго порядка, не будучи 
первой степени относптельно производ- 
ныхъ .. д Бр. 
Цилиндрическая поверхности . 
Бонпческя поверхности. 
Поверхности вращевя .. . 
Коноилы. ..... 
Поверхности, образу емыя прямо, сколь- 
зящею по неподвижной прямой. 
— Косыя ‘поверхности ст 
плоскостью . . .. | 
Развертываюциаяея поверхности з 
Линейчатыя поверхности . . В 
Каналообразныя поверхности. .. .. 
Поверхности, линш кривизны которыхъ 
О быков х о а 9 


х 
` 


направляющею 


® 


Функци.—Опредьлене обратныхъ функции. 

— Опредфлен1е функци: отъ функщй 
Условя, чтобы функшя была возрастаю- 

ею пли убывающею . . 9% 


тах 
— ИзелЪдоване функщи о 


Изел$лован1е функц (1-2)—х 

Составлен1е уравненя въ частныхъ 
дифференщалахъ посредствомъ исклю- 
чентя произвольной постоянной 19% 
Исключеюе № нроизвольныхъ функлий, 
входящихъ въ А--1 совмфстныхъ урав- 


_нени 
— Функц, названных `Лежантром ъ (.е- 
сепаге) Ка... ия | | 


— Выражеше а выведенное из» твое 
МЫ Тагранжа. ЕВ ь.. © 

— То же выражене, полученное прямо 

— Уравнеше Х„—=0 имфемъ я веществен- 
ныхъ корней, содержалиихся между 
о ЭВ. 

Дифференщальное уравнене второго и 
ка, которому уловлетворяетъ Х„. . . 

— а» соотношене между х х, 11 
и Х,_ 


`ах,. ит 


ах 
— Опред5леше мнимой функции. . ... 


— Условя, чтобы выражеше вида Р-- 0] 


было функшею отъ ху —1 Г в 
— Уравнеше въ частныхъ производныхъ, 
которому должны удовлетворять Ри®. 
— Разность двухъ мнимыхъ функд, имЪю- 
щихъ одну и ту же О ио- 
стоянна .... р 


— Выражее производной 


® ® + 





Уравнения дифференщальныя.—Опредвлеше 
199 дифференщальнаго уравненя 186 
— Составлене дифференцлальных уравие- 
Ши посредствомъ неключешя поестоян- 
НО. И ие 3 Зах 
— Исключене лы чиела  по- | 
стоянныхъ : 189 
— Замфчательное введене дифференщаль- 
20] наго уравнешя въ одну ариеметиче- 
202 | скую задачу. к 2] -1 
Е Уравненя дифференщальныя полныя. — Их ъ о. 
205 опредфлене . ... | 215 
© | — Способъ ихъ составлять посредством, 
507 нсключешя постоянных . ...... 716 
—  |— Шолное днфференшальное уравнене 
208 вида 
209. Рах-- 9ау-— Ва:-=0 
212. 
215 не всегда соотвфтетвуеть какой-нибудь 
зависимости между туне. . ЭН 
106 | — Обобщеше преды; дУЩих ре: зУЛЬТаТОв, ь. 218 
Ф 
52 | Функщи.— Онредзлеше н$Фкоторыхъ функ- 
56 | пи. . . 365 п 312 
— Разлише межлу виолнф и не вноли$ опре- 
44 дрленными функщями . 313 
т Бакъ обозначаютъ спещальное значе- 
не для функц, не вполнф опредфлен- 
41 ной . .. ны 813 
— Если кривая, служащая ‘пля опредфлен1я 
этого значевя, видоизм$няется, то на- 
198 стуцаетъ внезапное измЬненте, когда 
она проходитъ черезъ нёкоторыя точки 
лоскости. ... м 814 
199. — Изелфдоване у х-- И 915 
354 | — ИМзелфдоваше (1- 2)”. . 316 
— Разыскане Функщи даннаго вида, нан- 
- менфе уклоняющейся отъ данной функ- | 
315 И с о” а .. .. 488 
355 | — Приложене къ `разысканю многочлена 
я-ой стененп, наименфе уклоняющагося 
отъ нуля. | 49] 
856 | Функщи неявныя. — Производныя высшаго 
_ порядка отъ неявныхъ функмй . 165 и 166 
351 | — Махипит и шипит неявныхъ функмай 48+ 
Функщи ‘обратныя.— Опред$литель систе- 
ка мы обратныхъ функщи : 46 
а отъ нзсколькихъ перемённыхь.— 
Выражеше ихъ безконечно-малаго ня 
раацен1я въ видЪ ряда. 398 
259 | — Разложеме въ рядъ по степенямъ н 
произведенлямъ перемфнныхъь . . З94и 395 
— Распространеше формулы Лагранжа на 
260 функщи отъ двухъ неремфнныхъ. 391 
— Доказательство Якоби (Фасо). . 398 
36] - Махппит я шипит функшй отъ ах С 
перемфнныхть . 480 
— Распространене на функщи отъ нб. 
364 сколькихъ перемфнныхъь . . .. АВ? 


Функши отъ функщи. — Опредфлитель си- 
стемы (рункщй оть функщй . 

— Послфловательныя производныяй функтии 
ОТь функцш. 1 

— Ироизводныя отъ фу НИ $ (4?) 

—— Производная какого - угодно 
ункциг отъ фу НКШИ } 

«Рункщши производящия. —Ихъ опред лене | 


порядка 


Циклоида.— Пасательная къ ииклоидь . . 
— Дуга цикаоилы 
Длина дуги циклоиды 


Чебышевъ (ТсВеысВер. — Пзъ формулы 


Е(х) = Их) - (22) + 732) - .. 


вывести разложене {(1) въ рядъ вида: 


[(1) == 4.8 (1) -- 4,7 (2)... 
Шлёмильхъ (ЗсМотИсй). — Онъ далъ одно 


Эволюта -- Дуга эволюты 
— Ея опредфяете 
— Ея свойства 
-- Эволюта яллипеа. 
Циклонлы . . . р ре 
Эволюта эпициклонлы. . 2% 528 
Логарпомпческой спирали... ... 
Сферическля эволюты. 
Опредълене эволюты кривой 
кривизны. . . в зе № 
Длина дуги эволюты . РР 
— Главная нормаль эволюты . . . 
Эволюты. — Поверхность, служащая геоме- 
трическимъ м$етомъ. эвозют*®. . . . 
— Эволюты, по развертывания содержащей 
нхъ поверхности, ро въ пря- 
и линш. . . в ое < 
У равнеше ВОлЮТЬ. и... 


2. © 2. 


ДВОЯКОЙ 


Якоби (Часо!).—Опредълеше алый 
наго опредБаителя . . . : 
— Онъ далъ простое выражене для 
н—1 


а =. 
д СЪ. 2 


д }. н—1 


> Фуни производящия. — ни ИХЪ 
2 теории . .. | 

— Н$которыя приложеня вые 
141] | Функщи симметрическия. — Приложеше исчи- 


8 





1-12 сленшя вычетовъ къ вычислен1ю симме- 
трическихъ функщй корней уравненя. 

308; — Ириложене къ двумъ уравнеюмямъ съ 

387: двумя неизвъетными р 


Ц 


14. ‚Циклоида. —Дифференщалъ дуги циклонды. 
— Ея рамусъ кривизны .. . .. 
50. — Ея эволюта 


Ч 


'Чебышевъ (Тспеысве?). — Разложене е—< 
въ произведене . . . и 
' — Формула, аналогичная предылушей зе 
’— Разыскане функшя даннаго винда, наи- 


755 


И 


335. мене уклоняющейся отъ данной функ иш 
изъ выражен! для остатка ряда 'Гэйлора. 
22' Эйзенштейнъ (Е1зепз{ет). — Авторъ тео- 
522. ремы, относящейся къ разложеютю ка- 
524 кихъЪ-уголно степеней ряда. ... 
527 | Эйлеръ (Ещег). — р овае одного 
529 ' класса ряловъ . . . 
‚ — Онъ первый далъ разложен!я $1 н. 
582: 0575 въ рядъ, расположенный но сте- 
558 : пенямъ зшх и с05х. .. .. 
'— Онъ далъ разложене . 
610. . : м 
6 1—1)(1— 2°)(1—{)(1—25°.. 
613 | въ рядъ, расположенный по степе- 


| НЯ и...“ 
615! — Онъ далъ формулу 


(2с0зх)" = созтх + теоз(т — 2) -- 
апт 


616! Эпициклоида. — Касательная къ 
622. КлОиДВ еее 


& 


Якоби (Уасо). — Доказательство- формулы 


| 
1] | Лагранжа (Ьаагапое) . .. 
| — Доказательство формулы Лагранжа (Т.а- 
огапое) въ случа$ двухъ перем$н- 
НЫХЪ. . . . а = 
143 — Теорема, относящаяся къ ‘какой-угодно 


\ 


| замЕнх тен кривой. тв. % 


30 
ЗИ 


450 


119 
529 


835 


388 


15 


332 


250 


14 


308 


432 


ОПЕЧАТКИ 
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292 10. снизу $1125 $53 
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$) у 2 у а и 
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